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ÜËVVONE  VEEGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE. 


op  Zaterdag  28  Jaanari  1888. 


Tegenwoordig   de   Heeren:    Büys  Ballot,  Voorzitter,  vak 

DrSSElT,      MiCHAELIS,     ScHOLS,     WeBEE,    VAN     DE    SaKDE     BaK- 

HUYZEN,  Treüb,  Engelmann,  Hoek,  Hoffmann,  Pekelhariito, 
DiBBiTs,  Maetik,  Mac  Gillavey,  Zaaijee,  Rauwenhoff,  van 

*T  HOFP,  FOESTEE,  VAK  DoEP,  BeIJEEIKCK,  A.  C.  OüDEMAKS 
JE.,  FB.A.NCHIMOKT,  LoEEKTZ,  PlACE,  BaEHE,  BiEEEKS  DB  HaAK, 
HUBEECHT,      VAK     DEE     WaALS,     DoNDEES,     ScHOUTB,     StOKVIS, 

Zeekak,  Bosscha,  Gbikwis,  J.  A.  C.  Ouoemaks,  Eoeteweo, 
Beutei.  de  la  Riviêre,  vak  RiEicsDiJK  en  C.  A.  J.  A.  Oude- 
MANS,  Secretaris;  van  de  Letterkundige  Afdeeling  de  Heer: 
Campbell. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  A.  J.  Ekschedeë,  Bibliothecaris  der  Stads-Bibliotheek 
te  Haarlem,  4  Januari  1888;  2^.  G.  J.  W.  Beemee,  Se- 
cretaris van  het  Bataafsch  Genootschap  der  proefondervin- 
delgke  Wgsbegeerte  te  Rotterdam,  1  Januari  1888 ;  3^.  H. 
Tokckeks  jr..  Voorzitter  der  koloniale  Bibliotheek  te  Pa- 
ramaribo, 1  December  1888;  aangenomen  voor  bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  's  Gra- 
venha^e,  2,  5  Januari  1888;  2^.  W.  H.  M  Christib,  Di- 
recteur van  het  royal  Observatory  te  Greenwich,  1887 ; 
30.  F.  J.  DB  Frbitas,  Secretaris  van  het  Museu  nacional 
te  Rio  de  Janeiro,  21  Maart  1887;  40.  J.  F.  Bride,  Bi- 
bliothecaris der  public  Library  te  Melbourne,  9  December 
1887;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelgke 
dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  boekerij. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren:  1^.  een  schre- 
ven van  den  Minister  van  Waterstaat,  Handel  en  Ny  verheid 
(2  Januari  1888),  ter  begeleiding:  a.  van  een  afschrift  van 
het  Koninklijk  Besluit  d.d.  27  Nov.  1887,  n^.  25,  waarb^ 
de  Commissie  tot  het  overbrengen  naar  Nederland  van  den 
Standaardmeter  van  hare  taak  is  ontheven;  6.  van  een 
exemplaar  van  het  StaaUblad  ifi.  168,  waarin  het  Konink- 
Igk  Besluit  van  3  Oct.  1887  tot  aanwijzing  van  de  Ne- 
derlandsche  Standaarden  der  maten  en  gewichten,  en  tot 
regeling  van  hunne  bewaring  is  opgenomen;  c.  afschrift 
van  het  Koninklgk  Besluit  van  25  Nov.  1887  rfi.  28,  hou- 
dende benoeming  der  Commissie,  bedoeld  in  art.  3,  al.  2 
van  het  sub  2  genoemd  Eoninkl^k  Besluit. 

De  Minister  deelt  verder  mede,  dat  de  platina  Standaard 
van  het  kilogram,  overeenkomstig  het  advies  der  Afd.  van 
5  Mei  1887  nO.  20,  aan  den  Hoogleeraar  Dr.  J.  A.  C. 
OuoBMAiis  te  Utrecht  in  gebruik  gegeven,  door  dien  Hoog- 
leeraar in  handen  zal  worden  gesteld  van  bovengenoemde 
Commissie  van  Toezicht. 

Eindelijk  wenscht  de  Minister  te  vernemen :  » of  de  Aka- 
demie  er  prijs  op  stelt  dat  de  platina  Mètre,  vermeld  in 
art.  1  van  het  Eoninkl^k  Besluit  van  12  April  1839 
{Staatsblad  n^.  13),  die  krachtens  art.  G  van  het  Konink- 
l^k  Besluit  van  3  Oct.  1887  {Staatsblad  nO.  168)  voor 
wetenschappel^ke  doeleinden  bewaard  blgft,  onder  hare  be- 
waring blgft'*. 

De  Voorzitter  stelt  voor,  den  Minister  op  de  laatste  alinea 
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te  antwoorden,  dat  de  Afdeeliog  er  geen  prgs  op  stelt  met 
de  bewaring  van  den  platina  Meter,  vermeld  in  art  1  van 
het  Eoninklgk  Besloit  van  12  April  1BS9  (Staatsblad  tfi.  13) 
belast  te  bleven,  nu  de  onlangs  tot  Standaard  verheven  pla- 
tiua-iridium  Meter  aan  de  Polytechnische  School  te  Delft 
ter  bewaring  werd  afgestaan.     Aldus  wordt  besloten. 

2P.  eene  uitnoodiging  van  den  Rector  der  Universiteit 
van  Bologna,  aan  de  Akademie  gezonden  om  zich  bg  het 
achtste  eeuwfeest,  dat  op  12  Juni  gevierd  zal  worden,  te 
doen  Tertegenwoordigen. 

Daar  op  dit  oogenblik  geen  der  leden  zich  bereid  ver* 
klaart,  die  vert^enwoordiging  te  aanvaarden,  wordt  besloten 
de  gelegenheid  daartoe  tot  15  Febr.  a  s.  open  te  houden, 
ab  wanneer  de  Secretaris  der  Letterkundige  Afdeeling  zich 
bereid  heeft  verklaard  een  Latgnsch  antwoord  op  de  in  het 
Latgn  geschreven  uitnoodiging  op  te  stellen. 

—  De  Heer  Bosscha  leest,  uit  naam  der  Commissie  voor 
de  bliksemafleiders  op  's  Rgks  Museum  van  schilderijen, 
het  antwoord  voor,  aan  den  Minister  van  Binnenlandsche 
Zaken  te  geven  op  Z.Exs.  brief  van  10  Aug.  11.  n^.  1739 
Afd.  Kunsten  en  Wetenschappen,  waarin  om  nadere  inlich- 
tingen aangaande  een  periodiek  onderzoek  naar  de  deugde- 
l^kheid  der  bliksemafleiders  verzocht  werd.  Het  antwoord 
wordt  goedgekeurd  en  zal  ter  kennisse  van  den  Minister 
gebracht  worden. 

—  De  Heeren  Eortew£o  en  Schoute  brengen  verslag  uit 
OTer  eene  verhandeling  des  heeren  Dr.  G.  Sohoutsn,  en 
stellen  voor  die  in  de  werken  der  Akademie  op  te  nemen. 
Aldus  wordt  besloten.  Een  paar  opmerkingen,  door  de 
Commissie  gemaakt  en  die  wellicht  eenigen  invloed  op  de 
redactie  van  enkele  plaatsen  in  het  handschrift  zouden  kun- 
nen hebben,  zullen  ter  kennisse  van  den  Schrgver  gebracht 
worden,  yóór  tot  het  drukken  der  verhandeling  wordt  over- 
gegaan. 

—  De   Heer    Hoffkann  houdt  een  voordracht  over  den 
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oorsprong  en  de  beteekenis  der  zoogenaamde  vrge  kernen 
en  van  den  voedingsdooier  bg  de  Beenvisschen.  Spreker 
zet  daarbij  uiteen,  hoe  de  verklaring  van  het  aanwezig 
zijn  der  vrije  kernen,  in  de  volgens  vaste  wetten  plaats 
hebbende  aequatoriale  splijting  van  het  ei  gezocht  moet 
worden ;  hoe  verder  in  het  ei  vermeerdering  der  kernen  niet 
alleen  plaats  heeft  door  mitose,  maar  ook  door  eene  buiten- 
gewone fragmentatie,  en  hoe  eindelijk,  naar  aanleiding  van 
zijne  onderzoekingen,  de  aanleg  van  het  bloed  en  van  het 
bloedvatenstelsel  niet  in  den  mesoblast  gezocht  moet  wor- 
den. Over  de  beteekenis  der  fragmentatie,  die  meer  als  de 
uitdrukking  eener  degeneratie  der  kernen  door  de  meeste 
onderzoekers  wordt  aangezien,  en  den  oorsprong  van  het 
bloed  uit  den  mesoblast,  ontspint  zich  eene  korte  discussie, 
waaraan  de  Heeren  Mac  Gillav&y  en  Hubbecht  deelnemen. 

—   De   Heer  Treüb  geeft  daarna  een,  door  afbeeldingen 
en    enkele    voorwerpen  toegelicht,    verhaal   van  zijn  bezoek 
aan    Erakatau    op  19  Juni   1886.     Dat  bezoek  had  vooral 
ten    doel    de    nieuwe  flora  van  Krakatau  te  leeren  kennen. 
Sedert  de  uitbarsting  van  den  vulkaan  aldaar  is  een  nieuw 
plantenkleed    ontstaan,    dat,    daar  de  bodem  met  eene  laag 
asch   en  puimsteen  van  1  —  60  meter  bedekt  is,  onmogelgk 
een    overblgfsel    eener  vroegere  vegetatie  zijn  kan,  evenmin 
als    het    op    dit  onbewoonde  en  onbewoonbare  eiland  door 
menschen  kan  zgn  voortgebracht.  Deze  nieuwe  flora  bestaat 
aan  het  strand    uit    de  bekende    vegetatie,  die  men  op  alle 
koraaleilanden  aantreft,  en  die  afkomstig  is  van  door  de  zee 
aangespoelde  zaden.  Op  de  hoogte  van  Krakatau  vindt  men 
een  geheel  anderen  plantengroei,  en  wel   uitsluitend  Varens. 
Elf  verschillende  soorten  van  die  plantengroep  werden  daar 
door  den  Spreker  gevonden,  en  de  wyze  waarop  zy  zich  daar 
ontwikkeld  hadden,  nader  bestudeerd.  Het  bleek,  dat  de  spo- 
ren   dier    Varens,    eenmaal    ter    plaatse  aangeland,  aan  den 
voor   plantengroei   zoo  ongeschikten  bodem  werden  vastge- 
houden   door    Draadwieren,    wier    versljgmend  omhulsel  een 
groenachtig  waas  aan  de  witte  asch,  die  het  eiland  bedekt, 
verleende. 
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Spreker  formuleert  de  aitkomsten  van  z^n  ter  plaatse 
ingesteld  onderzoek  in  deze  4  punten: 

1^.  dat  men  —  op  veel  te  eenzgdige  manier  —  de 
koraal-eilanden  als  type  heeft  beschouwd  bg  het  bepalen 
der  wgze,  waarop  eilanden  door  planten  worden  bevolkt; 

2^.  dat  men,  door  die  eenzgdigheid,  geheel  heeft  mis- 
kend de  hoogst  belangrijke  rol,  welke  Vaatcryptogamen  — 
en  in  het  b^zonder  Varens  —  bij  het  begroeid  geraken  van 
tuüuinüche  eilanden  spelen; 

30.  dat  ongetwijfeld  Vaatcryptogamen  —  en  weder  meer 
in  het  bijzonder  Varens  —  eene  even  belangrijke  rol  gespeeld 
hebben,  en  nog  zallen  spelen,  als  aanzienlijke  uitgestrekthe- 
den  van  een  vast  land  door  vulkanische  uitbarstingen  werden 
of  worden  verwoest  —  ten  minste  in  warme  luchtstreken ; 

40.  dat,  ten  minste  in  warme  luchtstreken  en  op  een 
Tolkanischen  bodem,  niet  Lichenen,  doch  Algen  den  groei 
van  Vaatplanten  mogelgk  maken  en  voorbereiden. 

Het  eenige  opmerkingen  omtrent  soortgelijke  vegetatiën 
op  Aseension  en  Juan  Fernandez  wordt  deze  voorloopige 
mededeeling  besloten. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de 
Vergadering  gesloten. 


RAPPORT 


OVEB,  DB 

BEPROEVING  DER  BLIKSEMAFLEIDERS  OP  HET  RUKS- 

MUSEUM  TE  AMSTERDAM. 


Als  vervolg  op  ons  Rapport  over  de  plaatsing  en  in* 
richting  der  bliksemafleiders  op  het  Rijksmuseum  te  Am- 
sterdam  en  ter  beantwoording  van  den  brief  van  den  Minister 
van  Staat,  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken,  dd.  10  Au- 
gustus 11.  n^.  1739,  Afdeeling  Kunsten  en  Wetenschappen, 
hebbén  wg  de  eer  aan  de  Natuurkundige  Afdeeling  dezer 
Akademie  het  volgende  voor  te  dragen. 

De  beproeving  der  bliksemafleiders  van  het  Rgksmuseum 
moet,  naar  onze  meening,  geschieden  op  gezette  tgden, 
naar  vaste  regelen,  door  een  persoon :  ervaren  in  het  samen- 
stellen en  plaatsen  dier  toestellen  en  tevens  bekwaam  in 
het  verrichten  van  eenvoudige  natuurkundige  metingen. 

Eene  keuring  eenmaal  'sjaars,  in  de  maanden  April  of 
Mei,  schijnt  in  den  regel  voldoende.  Bestaat  er  vermoeden 
of  zekerheid  dat  de  afleiders  of  het  gebouw  door  een  blik- 
semslag zijn  getroffen  geworden,  dan  dient  een  onderzoek 
der  getroffene  deelen  zoo  spoedig  mogelijk  te  volgen. 

De  jaarl^ksche  beproeving  moet  bestaan  in  eene  schou- 
wing van  het  geheele  samenstel  der  afleiding  van  het  ge- 
bouw en  in  eene  weêrstandsbepaling  van  bepaalde  deelen 
der  geleiding. 

Alvorens  tot  de  schouwing  over  te  gaan,  moet  de  persoon, 
met  de  beproeving  belast,  zich  aanmelden  big  den  Architekt, 
aan    wien    het   onderhoud    van    het  gebouw  is  opgedragen. 
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ten  einde  eene  opgaaf  te  verkrggen  yan  alle  verbonwingeni 
Teranderingen  en  herstellingen,  welke  sedert  de  laatstYOor- 
gaande  beproeving  aan  het  gebouw  hebben  plaats  gehad« 
B^  de  algemeene  schoawinpr  moet  hij  meer  in  hetb^zonder 
nagaan,  van  welken  invloed  de  genoemde  werkzaamheden 
geweest  z^n  op  de  samenstelling  en  het  veilig  behoud  der 
afleidingen. 

De  weêrstandsbepalingen  hebben  telken  jare  betrekking 
op  een  drietal  afleiders,  op  uiteengelegene  deelen  van  het 
gebouw  te  kiezen,  in  dier  voege  dat  telkens  in  drie  jaren 
alle  afleiders  van  het  gebouw  z^n  onderzocht  geworden. 

Die  bepalingen  bestaan  in: 

1^.  eene  weêrstandsmeting  van  de  geleidende  verbinding, 
die  het  gebouw  oplevert  tusschen  een  vast  aangenomen 
centraal  punt  van  het  dak  en  den  voet  van  elk  der  drie 
te  onderzoeken  afleiders; 

20.  eene  weêrstandsmeting  van  de  geleiding  tusschen  de 
spits  van  eiken  afleider  en  een  nab^gelegen  punt  van  het 
metalen  dak ; 

3^.  eene  weêrstandsbepaling  van  de  aardgeleiding  van  elk 
der  drie  te  onderzoeken  afleiders. 

De  afleiding  van  de  directeurswoning  moet  telken  jare 
worden  geschouwd  en,  op  eene  dergelgke  w^ze  als  hierboven 
werd  voorgeschreven,  door  weêrstandsmeting  worden  beproefd. 

Van  elke  beproeving  of  onderzoeking  zal  een  schriftelgk 
verslag  worden  opgemaakt,  hetwelk  door  tusschenkomst  van 
den  Architekt,  die  met  het  toezicht  over  het  gebouw  is  be- 
last, aan  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken  wordt 
toegezonden. 

De  uitvoering  van  de  weêrstandsbepalingen  zal  kunnen 
bevorderd  worden  door  het  aanbrengen  van  vaste  geleidingen. 
Het  sch^nt  wijders  wenscheljjk,  de  metingen  telken  jare  te 
doen  plaats  hebben  met  behulp  van  dezelfde  werktuigen 
en  standaardweêrstanden,  welke  te  dien  einde  in  het  ge- 
bouw bewaard  blgven. 

Naardien  de  bgzonderheden,  die  op  een  en  ander  be- 
trekking hebben,  voor  een  groot  deel  afhangen  van  plaat- 
selgke    omstandigheden    en    van   hetgeen   dienaangaande  bg 


(8) 

de  eerste  beproeving  de  ondervinding  zal  leeren,  meent  de 
Commissie  te  moeten  aanbevelen  dat  de  persoon,  die  tot 
het  verrichten  der  beproevingen  zal  voorden  aangewezen, 
met  haar  in  overleg  trede  tot  het  ontvangen  van  meer  be- 
paalde aanw^zingen  en,  zoo  noodig,  tot  het  ontwerpen  vau 
eene  nadere  instructie* 

Haarlem^  Amsterdam^  Leiden. 
20  Januari  1888. 

J.  BOSSCHA. 

J.  D.  VAN  DER  WAALS. 

H.  A.  LORENTZ. 


VERSLAG 
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VEKHANDELiNo  DES  Hbbren  Dr.  G.  SCHOUTEN: 

.DE  REGEL.  VOOR  DEN  BA^NVORM  EN  DE  EIGENSCHAPPEN 
DER  CENTRALE  BEWEGING  GRAPHISCH  TOEGELICHT". 

(Uitgebracht  in  de  Yeigadering  van  28  Januari  1888). 


In  het  jaar  1855  is  door  Benjamin  Pbikce  in  zgne  »  PA^- 
sical  and  ceUstial  mechanica'  eene  graphische  methode  ter 
bestadeering  van  centrale  banen  medegedeeld,  welke  meerdere 
aandaclit  bl^kt  te  verdienen  dan  er  tot  heden  aan  gewgd 
sch^nt  te  z^n. 

Zet  men  op  de  abscissen-as  van  een  rechthoekig  coordi* 
naten-stelsel  het  vierkant  van  de  reciproke  waarde  vanden 
Yoerstraal  af,  en  gebruikt  men  als  ordinaat  de  waarde  van 
de  potentiaalfunctie  der  centrale  kracht  met  omgekeerd  tee* 
ken,  zoodat  eene  kromme  (potentiaalkromme)  ontstaat,  wier 
gedaante  afhankelijk  is  van  de  heerschende  krachtenwet, 
dan  kunnen  verschillende  grootheden,  die  op  de  centrale 
baan  betrekking  hebben,  onmiddelligk  uit  de  figuur  afgelezen 
worden,  nadat  vooraf  in  die  figuur  eene  rechte  lijn  getrok- 
ken is,  die  op  bepaalde  wijze  met  de  te  onderzoeken  baan 
samenhangt.  Deze  rechte  namelijk,  die  naar  de  zijde  der 
positieve  abscissen  stagende  zal  moeten  zijn,  behoort  tot 
richtingscoëfiBciënt  te  bezitten  het  dubbele  vierkant  der  sec- 
torsnelheid, terwijl  de  ordinaat  van  haar  sn^punt  met  de 
ordinaten-as  bepaald  wordt  door  de  energie  in  de  baan  met 
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tegengesteld  teeken.  Banen  van  gelgke  sectorsnelheid  wor- 
den dus  voorgesteld  door  evenw^dige  lijnen ;  die  van  gelgke 
energie  door  lynen,  gaande  door  éénzelfde  punt  der  ordina- 
ten-as, lager  gelegen  naarmate  die  enei^ie  grooter  is. 

Terw^l  de  snijpunten  dezer  rechte  met  de  potentiaal- 
kromme  apo-  en  pericentra  der  baan  aanwgzen,  z^n  alleen 
die  gedeelten  der  rechte,  waar  z^  zich  beneden  de  potenti- 
aalkromme  bevindt,  voor  de  centrale  banen  van  beteekenis* 
Zg  nu  A  (fig.  7  van  de  verhandeling  van  den  Heer  Schou- 
ten) een  punt  op  zulk  een  gedeelte  der  rechte  gelden, 
bezittende  y^  tot  ordinaat;  C  het  punt  der  potentiaalkrom - 
me  'twelk  dezelfde  abscis  en  y^  >  yi  tot  ordinaat  bezit ; 
wordt  voorts  door  27,  het  snijpunt  der  rechte  met  de  ordi- 
naten-as eene  l|jn  y  =  ^q  getrokken ;  dan  wordt  de  radiale 
snelheid  in  het  met  A  overeenkomstige  punt  der  centrale 
baan  gemeten  door  {/2{y^  —  yj)»  de  totale  snelheid  door 
(/2  (yg  —  y^),  de  sinus  van  den  hoek  /u  tusschen  voerstraal 

en    raaklijn    door    1/   Vi      Vo    .         ir    j     i        x    i.      i 

•^  y      ,  ja   zelfs  de  kromtestraal  g 

y2  —!/o 

der  centrale  baan  hangt  op  eenvoudige  wgze  met  de  figuur 
samen.  Trekt  men  in  C  de  raaklijn  aan  de  potentiaalkromme 
en  door  het  snypunt  dier  raaklyn  met  de  ordinaten-as  eene 
lijn  y  =  y3,  dan  is: 

2/2— ys 

Het  is  van  deze  wigze  van  graphische  voorstelling  dat  de 
Heer  Schouten  gebruik  maakt  om  de  vroeger  door  hem 
(Versl.  en  Meded.  3^^  Reeks,  Deel  IH)  en  door  den  eerst- 
ondergeteekende  {Versl.  en  Meded,,  2^^  Reeks,  Deel  XX) 
ontwikkelde  eigenschappen  der  centrale  banen  en  de  regels 
ter  bepaling  van  den  baan  vorm  af  te  leiden,  en  het  moet 
erkend  worden  dat,  door  de  methode  van  Peiuce  toe  te 
passen  en  uit  te  breiden  op  de  wgze  zooals  zulks  door  den 
Heer  Schouten  is  geschied,  een  bijzonder  helder  inzicht  ver- 
kregen wordt  in  de  vroeger  gevonden  stellingen.  Zoo  blgkt 
het  dat   in    een  stabiliteitsgebied  de  potentiaalkromme  hare 


holte  naar  beneden,  in  een  uiBtabiliteitagebied  naar  boven 
keerty  terwijl  nit  deze  omstandigbeid  de  kenmerkende  eigen- 
schappen van  deze  beide  soorten  van  gebied  geheel  onge- 
zocht voortvloeien.  Eene  raaklgn  aan  de  kromme  stelt  na- 
melgk  in  het  eene  geval  slechts  eene  stabiele  cirkelbaan« 
in  het  andere  eene  cirkelspiraalbaan,  welke  baanvorm  aan 
PfiiBCE  onbekend  schijnt  geweest  te  zgn,  met  hareasympto- 
tische  instabiele  cirkelbaan  voor. 

Op  één  enkel  pant  verschillen  wg  met  den  Heer  Schouten 
Y&n  gevoelen.  Het  betreft  het  zeer  b^zondere  geval  dat  de 
eerste  afgeleide  van  de  kracht  naar  den  afstand  oneindig 
groot  wordt  en  de  snelheid  juist  de  waarde  en  richting  der 
eirkelsnelheid  bezit.  Volgens  Dr.  Schout£K,  en  in  afw^king 
met  zigne  vroeger  uitgesproken  meening  {VersL  en  Meded.^ 
i^^  Reeks,  Deel  III,  p.  408 ;  vergelgk  ook  2<>«  Reeks,  Deel 
XX,  p.  265)  is  dan  toch  de  cirkelbaan  onmogelgk,  maar 
zal  eene  andere  baan  beschreven  worden,  die  met  de  cirkel- 
baan eene  aanraking  van  hoogere  orde  bezit.  W^  meenen 
daarentegen  dat  hier  twee  banen  mogelgk  moeten  worden 
geacht,  zelfs  somtyds,  zooals  blaken  zal,  een  drietal. 

Laat  om  dit  toe  te  lichten: 

i^=FQ+i4(r— ro)«+  termen  met  hoogere  machten  van  (f— r(,) 

de  centrale  kracht  aangeven,  dan  zal  aan  de  bewegingsver- 
gelgkingen : 

fPr  ldq>\^  171    n^^     ^^  ^V 


dfi 


ldq>\*  ^    ^dr    d(D  d*© 

—  r— I    =  — jP;2—  •  —  +  r—^  =  0 

\dt]  dt     dt  ^      dt^ 


voortdurend  voldaan  worden  door: 

r=:rQ  <f^  tot 

mits: 

rQ  (0^  =  Fq 


en  het  schijnt  ons,  dat  daarom  de  cirkelbaan  als  eene  mo«- 
gelgke  baan  moet  worden  erkend.  Daarnaast  bestaat  nu 
echter  eene  oplossing: 

2 


r  =  /«Q  -^  a{±  <)^— *    4-  hoogere   machten   van  t 

<jp  =  6)<  +  /?  (db  «)^-«  -j-  hoogere  machten  van  « 

alwaar  a  en  ft  moeten  voldoen  aan  de  voorwaarden : 
2«(l+6)  ^     .     ^2a(o    ^      (3  — €)    ^ 

verkregen  door  op  de  laagste  machten  van  t  acht  te  slaan. 
Voor  a  vindt  men  hieruit,  behalve  «  =  O  welke  oplossing 
weder  tot  de  cirkelbeweging  terugvoert  en  met  de  andere 
gelgk  recht  van  bestaan  bezit, 


a 


.      2(1+6) 


Daarbij  zullen  nu,  aannemende  dat  s  een  meetbaar  ge- 
broken is,  verschillende  gevallen  te  onderscheiden  zgn,  naar 
gelang  teller  en  noemer  even  of  oneven  zyn.  Zgn  beiden 
byv.  oneven  en  is  A  positief,  dan  wordt  deze  oplossing  on- 
bestaanbaar en  de  cirkelbaan  is  de  eenig  mogel^ke.  Inder- 
daad bevindt  zich  dan  aan  weerskanten  stabiliteitsgebied.  Is 
A  daarentegen  negatief,  dan  zgn  naast  de  cirkelbaan  twee 
banen :  eene  binnen-  en  eene  buitenwaartsche,  mogelijk.  In 
het  algemeen,  zal  eene  dergelijke  baan  steeds  gevonden  wor- 
den aan  de  z^de  waar  zich  instabiliteitsgebied  bevindt.  Daarb^ 
dient  dan  ook  op  het  geval: 

F=Fo  +  A{ro-rY  +  ... 

gelet  te  worden. 

Wellicht    vindt   de    schr^ver  in  het  bovenstaande  aanlei- 


(  13  ) 

ding  tot  eenige  wgziging,  want  ook  afgezien  van  de  meer 
speculatieve  zyde  van  het  hier  opgeworpen  vraagstiikf  Bchijnt 
ons  zgne  berekening  eenige  herziening  te  behoeven.  In  elk 
geval  betreft  het  geheele  punt  van  verschil  eene  bgzaak  en 
bevelen  w:^  gaarne  zijne  verhandeling  ter  opneming  in  de 
Verslagen  en  Mededeelingen  aan. 

D.  J.  KORTE  WEG. 
P.  H.  SCHOUTE. 


DE  REGEL  VOOR  DEN  BAANVORM 


BN  DE 


EIGENSCHAPPEN  DER  CENTRALE  BEWEGING. 


GBAFHISCH  TOEGELICHT  DOOK 


Dr.    G.    SCHOUTEN. 


I.     Inleidiiïg. 

De  uitkomsten  gevonden  in  de  verhandeling  »Algemeene 
regel  voor  den  baanvorm  en  duur  der  centrale  bew^ing"  *) 
z^n  hoofdzakelgk  afgeleid  uit  de  vergelijking: 

ir'2:tiro'2+    /  ^^^T^  dr 

ro 

door  na  te  gaan,  óf,  en  zoo  ja,  op  welke  afstanden  tot  het 
centrum  de  radiale  snelheid  nul  wordt,  m.  a.  w.  door  de 
wortels  te  bepalen  van  de  vergelyking: 

— j5— drr=0. 

In  de  volgende  bladzijden  zullen  deze  wortels  graphisch 
geconstrueerd  worden.  De  krommen,  wier  onderlinge  snij- 
punten de  wortels  zullen   geven,  kunnen  zoo  gekozen  wor- 


*)  Vertlagen  en  Mededeelingen  der  Koninkl,  Akad,  van  WeienscA.,  Afd. 
Natuurk.,  S^e  Reeks,  Deel  IIX. 
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den,  dat  een  er  van  in  een  rechte  l\jn  overgaat;  de  rich- 
ting er  van  wordt  bepaald  door  de  sectorsneUieid  der  be* 
weging  (de  vlakte  n.L  door  den  voerstraal  in  de  tgds- 
eenheid  beschreven^,  terwgl  overigens  hare  ligging  in  het 
vlak  enkel  afhangt  van  de  energicy  waarmede  de  beweging 
plaats  gr^pt. 

De  andere  kromme  wordt  bepaald  door  de  krachtenwet 
alleen. 

Is  dus  deze  kromme  op  een  rechthoekig  coördinaten-stelsel 
geteekend,  dan  zal  elke  lijn  in  haar  vlak  getrokken  in  de 
punten,  waar  ze  deze  sngdt,  de  afstanden  geven,  waar  de 
ferir  en  apocetitra  der  baan  gelegen  zgn.  De  sectorsnelheid^ 
waarmede  de  bew^ing  in  die  baan  plaats  grgpt,  zal  be- 
paald worden  door  den  hoek,  dien  de  lijn  met  deabscissen- 
as  maakt,  terw^l  de  energie  van  't  bewegend  punt  gegeven 
wordt  door  het  sn:ypunt  der  lyn  met  de  ordinaten^as. 

Een  verplaatsing  van  de  lijn  in  het  vlak  zal  op  graphi- 
sche  wgze  het  verband  aanwijzen,  dat  er  tnsschen  de  ligging 
6)1  ajmeting  der  baan  en  de  seciorshelheid  en  energie  van  de 
beweging  in  die  baan  bestaat,  en  ons  voeren  tot  een  alge- 
meenen  regel  voor  den  baanvorm,  die  overeenstemt  met 
dien,  welke  gegeven  is  in  §  51  van  bovengenoemde  ver- 
handeling. 

Verder  zal  de  kromme  blgken  eigenschappen  te  bezitten, 
wier  kennis  in  staat  stelt  een  menigte  eigenschappen  der 
centrale  beweging  uit  een  figuur  te  lezen.  Alle  eigenschap- 
pen der  banen  zoowel  in  bovengenoemde  verhandeling  als 
in  die  van  Prof.  Kortbwbo  »Over  de  banen  beschreven  on- 
der den  invloed  eener  centrale  kracht"  ')  voorkomende, 
vinden  we  op  die  wflze  terug. 

Omdat  de  graphische  methode  uit  den  aard  der  zaak  niets 
leert  omtrent  den  duur  der  beweging,  en  de  kennis  omtrent 
het  al  of  niet  eindig  zyn  van  den  duur  toch  een  vereischte 
is  om  over  de  werkelijke  beweging  te  kunnen  oordeelen, 
zoo    zuilen    we    door   de    notatie  {A.  R,  §)  verwezen  naar 


*)  Verslagen  en   Mededeelingen  der  Kon    Akad-  v.  Welene.,  Afd.  Nt^* 
tuurt,  2<1«  Jieeks,  Deel  XX. 
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de  §  van  den  »Algemeene   regel  voor  enz.",  waar  de  bere- 
kening een  beslissing  geeft. 

De  eer  van  de  gelukkige  keuze  voor  de  krommen,  die  in 
dit  geval  de  wortels  der  vergelijking  bepalen,  komt  toe  aan 
B.  Peirce.  Althans  in  zijn  werk  A  aystem  of  Analytic  Me^ 
chanics  past  hij  de  graphische  methode  toe ;  en  hoewel  zgn 
onbekendheid  met  banen  met  asymptotische  binnen-  en  bui- 
tencirkels een  leemte  veroorzaakt  in  z^'ne  toepassing,  zyn 
toch  de  uitkomsten  door  hem  gevonden  zoo  verrassend  een- 
voudig,  dat  ze  mij  aanspoorden  een  poging  aan  te  wenden 
om  die  leemte  aan  te  vullen. 


II.       De   FOTEl^TIAALKUOHMB   EN    DE   SEC1X)ELUN. 


1.  Stellen  we  in  de  formule  (6)  van  {A.  R,  §  2),  nl. 

ir'2=iro'^+    ƒ  -^ dr: 


j  -Fdr  =  ü 


C2 

=  V, 


dan  gaat  ze  over  in 
of  ook,  omdat 


•  • 


IS,  m 

Omdat    de    eerste    voorwaarde    voor    de  mogelijkheid  der   | 
beweging   is,    dat   r'^  geen  negatieve  waarden  mag  hebben, 


f 
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ZOO  zal  alleen  beweging  kunnen  plaats  grgpen  op  aMan- 
den,  Yoor  welke 

is.  Wordt  nu  U  als  ordinaat  y  genomen  op  een  rechthoe- 
kig coördinaten-stelsel,  waarvan  r  de  abscis  is,  dan  zal 

de  Tergelgking  eener  kromme  voorstellen,  welker  gedaante 
alleen  afhangt  van  de  krachtenwet,  en  die  door  Peirce 
poteniiaalkromme  is  genoemd. 

Wordt  evenzoo  F  +  Üq  —  ^vq^  als  ordinaat  uitgezet, 
dan  stelt 

de  vergelgking  eener  tweede  kromme  voor,  welker  vorm 
alleen  zal  afhangen  van  de  sectorsnelheid  ^  C,  en  daarom 
sectorhromme  genoemd  zal  worden. 

Zgn  beide  krommen  op  hetzelfde  coördinatenstelsel  ge* 
teekend,  dan  zullen  alle  deelen  der  potentiaalkromme,  wier 
ordinaten  grooter  zgn  dan  de  overeenkomstige  ordinaten 
der  sectorkromme,  of,  zooals  we  dit  in  't  vervolg  zullen 
uitdrukken,  die  boven  de  sectorkromme  gelegen  zgn,  de  af- 
standen aanwijzen,  op  welke  de  beweging  alleen  mogel^k  is. 

2.  Daar  F=  —r  is,  zal  de  sectorkromme  in  een  rechte 

1 

Ign  overgaan,  als  niet  r  maar  —  als  abscis  wordt  uiigezet. 

T 

Eiezen  we  dus  op  het  voorbeeld  van  Psikce  --  tot  abscis 
jT,  en  drukken  we  ook  Z7  in  j^  uit,  dan  stellen 

y=^ (1) 

y=\C^x+  üo-iV (2) 

resp.  de  vergelgkingen  voor  van  de  potentiaalkromme  en  de 
sectorlijn. 

3.  Wordt    aan    de   kracht   F  een  nieuwe  van  den  vorm 

TBSL»  IH  MXDID.  AIO.  NATUVXK.  S^e  XIDU.  DHL  V.  8 
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-r  toegevoegd,  dan  wordt  ü  vermeerderd  met    ~--g  of  \  fict. 

Laat  men  echter  ü  onveranderd,  maar  vermindert  men  V 
met  \  fi  Xj  dan  zal  dit  geen  invloed  op  de  waarde  voor  r'* 
hebben.  Die  vermindering  van  V  zal  C*  in  C^  —  //  veran- 
deren,   zoodat  dus  het  vermeerderen  van  de  centrale  kracht 

met   de  waarde  -r  overeenkomt  met  een  vermindering  van 

C®  met  ju*). 

4.  Eigenschappen  der  potentiaalkromme. 

De   raakl^n    aan    de    potentiaalkromme    maakt    met    de 

dy 
abscissen-as    een    hoek,    welks  tangens   —  gegeven    wordt 

(tx 

door 

dv       dU    dx 

f  =  -f-'.-  =  \Ff^ (3) 

dx        dr     dr 

Hieruit  volgt: 

De  potentiaalkromme  stijgt  bij  toenemende  abscissen  voor 
aantrekkende^  daalt  voor  afetootende  krachten  Y)* 

Waar  dus  de  potentiaalkromme  evenwgdig  is  aan  de 
abscissen-as,  is  de  kracht  nul,  waar  ze  er  loodrecht  op  ge- 

richt   is    echter  oneindig  groot.    Yoor  i^  =  —  is  de  poten- 

tiaalkromme  een  rechte  l^n. 

5.  Verder  is 

— ^  =  -5 :  —  =  —  J  r^ (4) 

da^  dr         dr  dr 

Hieruit  volgt: 

Die  deelen  der  potentiaalkromme,  welke  hunne  bolle  zijde 
naar  de  ordinaten-as  gekeerd  hebben,  geven  de  afstanden 
aan,  voor  welke  Ff^  een   wassende  functie  van  r  is;  daar- 


*)  Hiermede  ia  de  stelling  van  A,  R.  {  4  bewezen.  Bovenstaand  bewjjs 
komt  voor  by  Pbikgb,  $  707. 

t)  Pbibge,  f  709. 
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entegen  zullen  die  deelen  der  potentiaalkromme,  welke  hanne 
holh  z^de  naar  de  ordinaten-as  keeren^  de  afstanden  aange- 
Yen,  Yoor  welke  Fr^  een  afnemende  fdnctie  van  r  is.  Elk 
bnigpunt  der  potentiaalkromme  geeft  een  afstand,  yoor  wel- 
ken Fi^  een  maximum-  of  minimumwaarde  bereikt. 

Deze  eigenschappen  laten  zich  op  de  volgende  wgze  in 
woorden  brengen,  als  w^  gebruik  maken  van  de  benamin- 
gen, dïe  Prof.  EoBTEwso  ia  zgn  Yerhandeliag  gebruikt'*'): 

In  een  qfstootingsgebied  ia  de  potentiaalkromme  dalende  bij 
toenemende  abscissen. 

In  een  stabiliteitsgebied  heeft  de  potentiaalkromme  haar 
BOLLS,  in  een  instabiliteitegebied  haar  holle  zijde  naar  de 
PosrnEVB  ordinaten''as  gekeerd.  Elk  buigpunt  in  een  Hijgend 
deel  wijst  de  grens  aan  tueachen  een  etMliteita'  en  inêtabili* 
ieiiê^dned. 

In  een  omgekeerde  derdemachte' gebied  is  de  potentiaalkromme 
een  rechte  lijn. 

Is  dus   de   potentiaalkromme    geteekend,  dan   zal  ze  de 
'  verschillende  soorten  van  gebied  aangeven,  waaruit  het  be- 
wegingsveld bestaat. 


E     D    C 


Is  bovenstaande  kromme  de  potentiaalkromme  voor  zekere 
krachtenwet,  dan  zal  rondom  het  centrum  tot  op  een  af- 
stand, aangegeven  door  het  punt  i4,  een  stabiliteitsgebied 
gelegen  zgn.  Daarop  volgen  in  volgorde  naar  de  oneindige 
ruimte  een  instabileitsgebied  AB^  een  afstootingsgebied  BC^ 
een  stabiliteitsgebied  CD^  een  instabiliteüsgebied  DE,  een 
stabiUtütsgebied  EF^  en  eindel^k  een  instabiliteitsgebied  F  O. 


*)  EoBTBWZG  §  3.  Het  gebied,  waar  de  kracht  a/siooUnds  werkt,  heet 

een  afstootingsgebied;   waar  ze   aantrekkende  is,  een  stabilHeiisgebied  m- 

g^?aL  Fr^  een   wassende^  een   instabiliteitsgebied  als  Ff*  een  afnemende 

foBctie  van  r  is.  Is  Fr^  standvastig,  dan  heet  het  gebied  een  omgekeerde 

deriemaekiê^ebied, 

8* 
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6.  De  weg  naar  het  centrum  ligt  voor  *t  punt  open,  als 
voor  r  =  O  of  a?  ==;  oo 


U>V+ü^-ivo^ 


is.    Daar  voor  r 


=o-r? 


dr  en   U — Uqzl 


o 


is,  gaat  deze  ongel^kheid  na  over  in 


4»o«  + 


fF,r>f 

O  o 


r3 


rfr, 


welke  volgens  de  notaties  van  (A.  R.  §  44)  op  de  volgende 
wgze  kan  geschreven  worden: 

Dit  stemt  volgens  (A«  B,  §  51)  met  de  berekening  over- 
een. Volgens  (A.  B.  §  52)  zal  de  spiraalvormige  tak,  die 
naar  het  centrum  voert,  een  eindig  of  oneindig  aantal  win-  * 
dingen  hebben,  naar  gelang  q)  (o)  {Fr^  =  q){r)  stellende) 
oneindig  groot  of  eindig  is,  d.  w.  z.  naar  gelang  de  poten- 
tiaalkromme  voor  oneindig  groote  abscissen  de  ordinaten-as 
tot  grensrichting  heeft  of  niet.  Het  laatste  moet  het  geval 
wezen,  als  het  centrum  omgeven  is  van  een  stabilüeitS'-gebiedj 
het  eerste  kan  alleen  't  geval  wezen  als  om  het  centrum 
een  instabiliteitsgébied  ligt. 

Gevolg.  Omdat  de  potentiaalkromme  voor  alle  a&tanden, 
op  welke  de  beweging  plaats  grgpt,  boven  of  op  de  sector- 
Ign  moet  gelegen  z^n,  zoo  zal  noodzakel^k 

(?<<p{o) 

zgn,  als  de  baan  zich  tot  in  het 
centrum  uitstrekt.  Doch  deze 
voorwaarde  is,  wat  C^z=<p(0) 
betrefk,  niet  voldoende.  Woitit 
toch   het  centrum  door  een  in- 

OV^  y"^ — \ etabiliteitsgebied  omringd,  dan  zal 

de  potentiaalkromme  een  asjmp- 


y^4rcTffi(p(o) 
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toot  hebben.  Heeft  nti  de  sectorlgn  de  richting  van  die 
asymptoot,  maar  ligt  ze  boven  deze,  dan  zal  ze  de  poten- 
tiaalkromme  zeker  sngden,  zoodat  de  weg  naar  het  centrum 
is  afgesneden. 

Defelfde  uitkomst  is  door  berekening  gevonden  in  (A.  B. 
§  33 — 36),  waar  is  aangetoond,  dat  Toor  C^  =  9  (0)  het 
centmm  dan  alleen  bereikt  wordt,  als  tegelgkertgd  il  -^  ii^  is. 

7.  De  weg  naar  het  oneindige  ligt  voor  het  punt  open, 
als  voor  r  =  00    of  a?  =  O : 

is.  Nu  is  voor  r  =  00  Kzz  O  en  U —  Üq  =  —  /  Fdr^ 
zoodat  de  ongelgkheid  overgaat  in 

of  ook  in 

00 


% 


o  o 


welke  met  behulp  van  de  notaties  in  (A.  R.  §  44)  als  volgt 
geschreven  kan  worden: 

Dit  stemt  overeen  met  de  berekening  (A.  B.  §  51). 
Gevolg.  Wordt  het  bewegingsveld  b^ensd  door  een  «to- 
büUeitsgébiedj  dan  zal  voor  A  =  A^  noodzakelflk 

C*  ^  9)  (00  ) 

moeten  zgn,  terwgl  C^  >  9  (  00)  alle  be- 
weging op  zeer  grooten  afstand  van  't  cen- 
trum uitsluit.  Dit  stemt  overeen  met 
(A.   B.  §  18).     Is   echter   op    oneindigen 
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afstand  een  instabiUteitsgélned  gelegen,  dan 
zal  voor  A  =  A^  noodzakelgk : 

C2<9(oo) 

—  • 

moeten  zgn,  daar  C^  >  9  (oo  )  de  bewe- 
ging op  zeer  grooten  afstand  uitsluit. 
Dit  stemt  overeen  met  (A.  R.  §  43). 

8.   ElOENSCHAPPEN   DEE   SECTOELIJN. 

De  sectorl^n  maakt  met  de  abscissen-as  een  hoek  9),  welks 
tangens  gelgk  i  C*  is,  terwijl  ze  de  ordinaten-as  sngdt  in 
een  punt,  dat  op  een  afstand  Uq—\  vq^  van  den  coördinaten- 
oorsprong  ligt. 

Hieruit  volgt: 

1.  Een  verplaatsing  van  de  sectorlijn  evenwijdig  aan  zich 
zelve  zal  alle  hanen  leeren  kennen^  die  met  dezelfde  sector- 
snelheid  worden  beschreven. 

Geschiedt  de  verplaatsing  van  de  sectorlgn  zóó,  dat  haar 
snijpunt  met  de  ordinaten-as  zich  in  de  negatieve  richting 
van  deze  verplaatst,  dan  zal  de  energie  van  de  overeenkom- 
stige bew^ing  van  't  punt  toenemen. 

2.  Een  wenteling  van  de  sectorlijn  om  een  punt  van  de 
ordinaten-as  zal  alle  banen  doen  kennen^  welke  met  dezelfde 
energie  beschreven  worden, 

9.   In    elk  punt,  waar  de  sectorlgn  de  potentiaalkromme 

sngdt,  is  r'  =  O,  maar  i  C^  ^  i  jPr»,  of  ook,  daar  volgens 

(A.  R.  §  2,  formule  (4))  ._  =  r"  is,  r"  >  0. 

Zulk  een  sngpunt  geeft  dus  een  afetand  aan,  waar  de 
baan  een  apo-  of  pericentrum  heeft,  daar  de  berekening 
heeft  geleerd,  dat  zulk  een  afetand  steeds  door  het  bewe- 
gende punt  wordt  bereikt. 

Wg  vinden  dus: 

Elk  snijpunt  van  de  sectorlijn  met  de  potentiaalkromme 
geeft  een  apo-  of  pericentrum  van  de  baan ;  een  apocbnteum, 
als  de  potentiaalkromme  zich  boven,  een  peeicbnteum,  als  ze 
zich  OHJ>£E  de  sectorlijn  voortzet. 
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10.  In  elk  pont,  waar  de  sectorlga  de  potentiaalkromme 
laakt,  is  niet  alleen  r'  =  O  maar  ook  r"  =  0. 

Ligt  zulk  een  raakpunt  in  een  stabiliteitsgebied,  dan  kan 
de  beweging  op  den  afstand  door  het  raakpunt  aangegeven 
slechts  cirkelvormig  wezen. 

Ligt  het  raakpunt  echter  in  een  in- 
stabiliteitsgebied,  dan  bestaat  de  moge-' 
lijkheidj  dat  het  punt  de  cirkelbaan 
verlaat. 

Teneinde   dit  nader  te  onderzoeken, 
stellen  we  de  functie  C^  —  9  (r),  welke 
voor   r=zrQ  gelgk    nul   is,  onder  de 
volgende  gedaante: 

C  —  qp(r)  =  Af^(f(r — tqY  +  termen  met  hoogere  machten 

van  (r — tq). 

A  stelt  een  constante  voor  en  ()  een  functie  van  r,  die 
zoowel  op  als  even  buiten  de  cirkelbaan  eindige  positieve 
waarden  heeft.  Yerdei:  is  €  in  zooverre  willekeurig,  dat  ze 
grooter  dan  O  moet  zgn  en  voor  g)  (r)  dus  ook  voor  F  een 
bestaanbare  waarde  levert  voor  r  <  tq. 

Is  £  b.  V.  een  breuk  met  oneven  teller  en  noemeri  dan 
ligt  de  cirkelbaan  in  een  stabiliteitsgebied  voor  ^  <^  O,  in 
een  instabiliteitsgebied  voor  ^  ^^  O ;  is  de  teller  echter 
eoen,  de  noemer  dus  oneven,  dan  vormt  de  cirkelbaan  de 
grens  tusschen  een  stabiliteüs^  en  een  inetabiliteitsgebied,  het 
laatste  buitenwaarts  voor  il  ^  O,  echter  binnenwaarts  voor 

In  de  gemaakte  onderstelling  voor  C^ — gp(r)  volgt  uit 


-ƒ' 


i^^l'^^^r: 


ra 


1  r'2  =  Aj^  Qi  (r-ro)*+»  +  , . , 

waaruit  op  nieuw  blgkt  dat  voor  -4  ^  O  de  beweging  bui- 
ten de  cirkelbaan  onmogelgk  is. 
Verder  is 
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r'  =  ±A(r-ro)«    + (a) 

waar  X  een  veranderlgke  factor  is. 

Wordt  deze  yergel^king  geïntegreerd,  dan  komt  er 

1— f 
<-eo  =  Al  (r-ro)  *    + (6) 

als  e  ongelgk  aan  1  is;  echter 

voor  6=1. 

Hieruit  bl^kt,  dat  voor  £  >•  1  de  eenig  mogelgke  oplos- 
sing is  r  =  ro ;  dat  voor  fi  <^  1  de  onderstelling  r::=rQ 
uitgesloten  is.  Deze  is  een  singuliere  oplossing  van  de  bewe- 
gingsvergelijkingen,  wat  zoowel  uit  de  algemeene  oplossing 
(b)  als  uit  de  differentiaalvergelgking  (a)  bl^kt. 

dr  dr 

Volgens  (6)  is  —  op  het  teeken  na  gelijk  aan  — ,  zoodat 

dtQ  d  t 

dr  ,  «±1 

—  =zpX  (r—ro)  2    +  . . . 

dtQ 

dr 
is.   Omdat   deze   uitdrukking    voor  — -  nul  is  voor  r  =  Tq, 

dtQ 

zal  de  oplossing  r  =  Tq  een  singuliere  wezen. 

Evenzoo  volgt  uit  (a): 

dr'        r"  «^ 

—  =  T  =  =*=  i" (r—rQ)  ^    +  ... 

dr        r 

dr' 
zoodat  - —   voor    r=:rQ   een   oneindig   groote  waarde  ver- 
dr 

krggt,   als   €  <  1    is,   waaruit  op  nieuw  blgkt,    dat  r=zrQ 

een  singuliere  oplossing  is. 

(Yergel^k  Boolb,  A  Treaiise  on  Differential  Equations, 
Chap  VIII,  art.  11). 

In  het  laatste  geval  moet  de  baan,  die  het  punt  be- 
schrgft,  met  de  cirkelbaan  een  aanraking  van  hoogere  orde 
hebben.  Terw^l  bg  de  singuliere  oplossing  r  =irQ  alle  a%e- 
leiden    rM    van   r    naar  den  tijd  nul  zgn,  zal  dit  niet  het 
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geval  kunnen  zgn  met  alle  afgeleideni  zooals  die  door  di£Pe- 
reniiatie  uit  de  bewegingsvergelgkingen  yoortvloeien,  als 
daarin  r:=rQ  gesteld  wordt.  Is  r^C*)  de  eerste  onder  deze, 
die  niet  nul  wordt,  zal  de  aanraking  Tan  de  (n — 1)®  orde 
wezen. 
Omdat 

r(«)  = .  r' 

dr 

is,    zal    de    exponent  van  de  laagste  macht  van  (r — Vq)  b^ 
elke  Yolgende  afgeleide   met  1  yerminderd  doch   met  -—r — 

1— fi 
Yermeerderd,  dns  in  't  geheel  met  — —  verminderd  worden. 

Die   exponent   is    bg    r<")   c,   dns  bg  r(»)  6— (n — 2) of 

n  n — 2 

-  «  —  — — .  Hieruit  volgt : 

^  .  >  n— 2 

ro^*)  =  eindig  voor  e  = 


00 


<  «  ' 


ro(*+^)  =  eindig  voor  e  =  , 

00  <^  n+l 

zoodat  de  aanraking   van    de  n®  orde  zal  wezen,  als  e  vol- 
doet aan  de  ongelgkheid 

n—2    ^       ^  n—1 

<«<  -TT' 

n  =  n+1 

welke  ook  op  de  volgende  wgze  kan  geschreven  worden: 

2 
n<- <n  +  l 

1 — €  = 

waar   (1-— £)    den    graad    van    oneindigheid    van    —  q)'  (vq) 
Toorstelt. 

Is  dns  —  q>'  (tq)  =  oo  ,  dan  zal  het  punt  de  cirkelbaan 
onmiddellgk  verlaten;  of  het  zich  buiten  dan  wel  binnen 
deze  zal  gaan  bewegen,  bl^fb  onbeslist;  beide  richtingen 
zgn  even  goed  mogelijk,  onverschillig  van  welke  orde  de 
aanraking    zg.    Vormt'  de  cirkelbaan  evenwel  de  grens  tus- 
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schen  een  stabiliteits-  en  een  instabiliteitsgebied,  dan  zal 
de  bew^ng  in  het  laatste  plaats  grijpen. 

Anders  is  bet,  als  het  punt  gedurende  zijn  beweging  op 
de  cirkelbaan  komt  in  den  toestand  r'  =  O  en  r"  =  0.  Dit 
zal  het  geval  zijn,  als  de  sectorsnelheid  en  energie  van  de 
beweging  gel^k  z^n  aan  dezelfde  grootheden  bg  het  begin 
der  beweging  op  den  cirkel.  Is  de  aanraking  van  even  orde, 
dan  zal  het  punt  de  cirkelbaan  overschrijden^  is  ze  van  on" 
even  orde,  dan  zal  het  punt  terugkeeren,  na  de  cirkelbaan 
bereikt  te  hebben.  De  cirkelbaan  is  dan  de  omhullende  van 
alle  mogelgke  banen,  die  het  punt  onder  dezelfde  krachten- 
wet  kan  beschreven. 

De  gevonden  uitkomsten  laten  zich  in  de  volgende  woor- 
den samenvatten,  als  onder  (C,  Tq)  een  cirkelbaan  verstaan 
wordt  met  den  straal  Tq,  waar  langs  het  bewegende  punt 
voortbewogen  wordt  met  de  sectorsnelheid  -1  C 

Ligt  de  cirkelbaan  ((7,  Tq)  in  een  stabiliteitsgébiedj  dan  is 
ze  de  eenig  mogelijke  baan. 

Ligt  ze  in  een  instabiliteitsgebied^  dan  evenzoo  als  —  g)*  (ro) 
een  eindige  waarde  heeft.  Is  echter  —  q>^  {tq)  een  oneindig 
groot  van  de  orde  );,  dan  zal  de  cirkelbaan  niet  beschreven 
worden.  De  baan  van  het  punt  zal  met  de  cirkelbaan  een  aan^ 
raking    hebben^    waarvan    de    orde  wordt  aangegeven  door  het 

2 

grootste  geheele  getal,  dat  kleiner  is  dan  -  *). 

n 

Voor  elke  cirkelbeweging  vinden  we: 

De  sectorsnelheid  \  Cj  waarmede  de  cirkelbeweging  op  eeni' 
gen  afstand  plaats  grijpt  j  wordt  bepaald  door  den  hoek  <p 
=  Are.  Tg.  i  C®,  dien  de  raaklijn  aan  het  overeenkomstige 
punt  der  potentiaalkromme  met  de  abscissen^as  macJct. 

11.  De  afstand  van  het  raakpunt  tot  de  Ign,  die  even- 
wgdig  aan  de  abscissen-as  getrokken  wordt  door  het  snë- 
punt  van  de  raaklgn  met  de  ordinaten-as,  wordt  gege- 
ven door 


*)  Deze  nitkomst  kwam  ook  voor  in  de  verhandeling,  sooals  ik  die 
voor  de  werken  van  de  Kon.  Akad.  van  Wetenschappen  aanbood;  even- 
wel was  ze  daar  op  een  andere  wijze  a%eleid. 
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als  Ve  de  snelheid  der  cirkelbeweging  voorstelt. 
Bflgevolg : 

Bet  halve  vierkant  van  de  snelheid^ 
waarmede  de  cirkelbeweging  op  zekeren 
afstand  plaats  grijpt,  wordt  gegeven 
door  den  afstand  van  het  overeenkom^ 
stige  punt  der  potentiaalkromme  tot 
de  lijn^  die  evenwijdig  aan  de  abscis' 
-X  een-as  getrokken  wordt  door  het  snij^ 
punt  van  de  ordinaten^as  met  de  raak' 
lijn  aan  de  potentiaalkromme. 

12.  De  a&tand  van  een  punt  der  potentiaalkromme  tot 
de  l^n,  die  evenwgdig  aan  de  abscissen-as  getrokken  wordt 
door  het  sngpunt  der  sectorlgn  met  de  ordinaten -as  wordt 
bepaald  door 

r 

Bggevolg : 

Het  halve  vierkant,  waarmede 

de    beweging   op  zekeren  afstand 

plaats  grijpt,  wordt  gegeven  door 

den  afstand  van  liet  overeenkom^ 

stige  punt  der  potentiaalkromme 

tot  de  lijn,  die  evenwijdig  aan  de 

abscissen'-as  getrokken  wordt  door 

het  snijpunt  van  sectorlijn  en  or^ 

X  dinaten^a^. 

Tevens  blijkt,  dat  de  injioud  van  den  driehoek^  die  door  de 

ordinaat  wordt  afgesneden  van  den  hoek,  dien  de  sectorlijn  met 

bovengenoemde  lijn  maakt,  gelijk  is  axm 

het  vierkant  van  de  halve  hoeksnelheid,  waarmede  de  voerstraal 
van  het  bewegende  punt  wentelt 


•}  PuscB  f  719. 
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13.     De  hoek  (/',  dien  de  verbindingslijn  van  een  punt  der 
potentiaaÜcromme    met    het   snijpunt   der  sectorlijn  en  de  ordi- 

C  noJten-as  maakt  met  de  abscissen'as^ 

wordt  bepaald  door 

tg  ipz=: =  i  r*  r*. 


/if-^Mrlc' 


" 


E 


14.     Is  (r^  s)  de  hoek,  dien  de 
Yoerstraal    van  't  bewegende   pont 
met  de  raaklgn  aan  de  baan  maakt, 
dan  Yolgt  uit  het  beginsel  der  vlakten,  nl.  t7rm(r,«)=  C: 


^%  igA 


tgtp 


als  1/;  de    hoek   is  in  §  13  genoemd,  en  9  =  Are.  Tg  ^  C^ 
de  hoek,  dien  de  sectorlgn  met  de  abscissen-as  maakt. 
15.     Is  ^  de    kromtestraal    van    de  baan,  dan  volgt  uit 


—  =  jPm(r, «): 


Q  sin  (r,  s) 
r 


Fr  ~  v^  ^^* 


B^geyolg:  de  projectie  van  den  kromtestraal  der  baan  op 
den  voerstraal  staat  tot  dien  voerstraal  zelf  als  het  vierkant 
der  snelheid  tot  dat  der  cirkelenelheid. 


IIL    Eigenschappen  tan  de  banen  der  centrale  beweging. 

16.  Met  behulp  van  de  ontwikkelde  eigenschappen  van 
potentiaalkromme  en  sectorlgn  worden  de  volgende  eigen- 
schappen der  banen  uit  een  figuur  afgelezen. 


*)  Fbircb  geeft  ««'  (r,  s)  = 


BC 


t)  Fbirce  geeft  in  §  712  een  eenigszins  andere  uitdrukking  voor  den 
kromtestraftl. 
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a.  Elke  cirkelbaan  in  een 


etabiliteitê^ 
instabüiteite^ 
gebied  snijdt  aUe .  banen  in  dat  ger 
biedy  die  met  dezelfde  eeetorenelheid 
als  deze  maar  met  grootere  energie 
beschreven  worden. 

In  het  snijpunt  is  de  radiale  sneU 


heid 


maximum 


0 


A.  R. 


§12en§19 


)• 


minimum    \  §  29 

Volgt  hieruit  (A.  R.  §  19),  dat 
alle  banen,  die  met  dezelfde  sector- 
snelheid beschreven  worden  volgens 
de  krachtenwet  /ur-^j  gelgke  para* 
meters  hebben,  toegepast  op  de 
krachtenwet  fir  leert  de  eigenschap,  dat  alle  ellipsen  met 
dezelfde  sectorsnelheid  1)e8chreven  gelgken  inhoud  hebben. 
Zgn  toch  a  en  6  de  halve  assen  der  ellips,  dan  is  de  radiale 
snelheid  het  grootst  als  de  voerstraal  [/^  lang  is.  De  om- 
loopstijden zgn  dus  ook  gelgk. 

stabiliteitS" 
b.    Elke    cirkelbaan  in  een   .       ,  ,.    .       gebied  snijdt  alle 

instabiliteitS' 

banen    in  dat  gebied^  die  met  dezelfde  energie  als  deze  maar 

met   kleinere    sectorsnellieid    beschreoen    worden,     In  het  snij^ 

jmnt  is 


1. 
2. 


maximum 

minimum 

minimum 


V  r 


3.  sin  (r,  s) 

maximum 

4.  Ve  projectie  van  den  kromtestraal 
der  baan  op  den  voerstraal  gelijk 
aan  den  voerstraal. 

De  stellingen  onder  1,  2  en  3  komen 
overeen  met  de  stellingen  U  en  UI  van 
Prof.  KoRTEWso,  die  daaruit  afleidde,  dat 
alle    elliptische  banen,  die  met  dezelfde 
energie  beschreven'  worden  onder  de  werking  van  een  kracht 


(80) 

fit-^^^  gel^ke  groote  assen  hebben;  worden  ze  echter  be- 
schreven onder  de  werking  van  de  kracht  //r,  dan  zal  de 
diagonaal  van  den  rechthoek  op  de  assen  beschreven  b^  elke 
ellips  evenlang  zgn. 

De  stelling  onder  4  toegepast  op  de  krachten  wet  fiv^ 
geeft,  dat  het  krommingsmiddelpunt-  van  een  punt  eener 
ellips,  dat  gelegen  is  in  een  der  uiteinden  van  de  kleine 
as,  het  sngpunt  is  van  deze  as  met  de  loodlijn,  uit  een  der 
brandpunten  opgericht  op  de  lijn,  die  dat  brandpunt  met 
het  beschouwde  punt  der  ellips  verbindt.  Toegepasit  op  de 
krachtenwet  /^T  leert  ze,  dat  het  krommingsmiddelpunt  van 
een  punt  in  een  der  uiteinden  van  de  gelgke  geconjugeerde 
middellonen  gelegen  gevonden  woixlt  in  het  sngpunt  van 
twee  loodlgnen,  de  eene  opgericht  uit  het  middelpunt  der 
ellips  op  de  middellön  van  't  punt,  de  andere  uit  het  punt 
neergelaten  op  de  geconjugeerde  middellyn. 

c.  In  een  stahHiteUsgebied  kan  de 
beweging  nimmer  cirkelvormig  worden. 
In  een  instabiliteitsgebied  zal  elke 
cirkelbaan  asymptotische  binnen-  of 
buitencirkel  wezen  voor  alle  banen  in 
dat  gebied^  die  met  dezelfde  energie 
en  sectorenelheid  als  deze  beschreven 
worden  *). 

Uit  de  figuur  blgkt,  dat  de  cirkelbaan 
in  een  instabiliteitsgebied  vanweers- 
zijden  kan  genaderd  worden,  en  de  be- 
rekening in  (A.  R.  §  28  en  §  30)  heeft 
doen  zien,  dat  daartoe  een  oneindig 
groot    tgdsverloop  noodig  is,  behalve 

dFf^ 

wanneer  op  de  cirkelbaan  oneindig  groot  is,  in  welk 

dr 

geval  het  bewegende  punt  de  cirkelbaan  zal  bereiken.  Op 
dat  oogenblik  is  r'  =  O,  r"  =  O,  sin  (r, «)  =  1  en  de  krom- 
testraal van  de  baan  gelgk  aan  den  straal  des  cirkels,  zoo- 


dF 
♦)  Zie  voor    —  =  oo  op  de  cirkelbaan  J  10. 
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dat  deze  de  bromtecirkel  van  de  baan  is  ter  plaatsoi  waar 
het  punt  de  cirkelbaan  betreedt.  Op  dat  oogenblik  heeft 
dos  het  punt  een  beweging,  die  in  alle  opzichten  gelgk  is 
aan  de  cirkelbeweging,  zoodat  om  die  reden  in  (A.  B.  §  28) 
beweerd  werd,  dat  het  punt  de  cirkelbaan  voortaan  zalbe- 
schrgyen  *). 
Verder   moge    nog   de    opmerking  gemaakt    worden,  dat 

voor =  —  00     de    potentiaalkromme  in  het  overeen- 

dr 

komstige  pnnt  een  oneindig  groote  kromming  zal  hebben. 

Als  nu  b:g  een  buigpunt  de  kromming  nul  is,  zcU  een 
cirkelbaan  op  de  grens  van  een  siabiliteitS'  en  instabiliteit^gebied 
oit/mpiotieche  cirkel  wezen  van  alle  banen  in  het  instabiliteitS'' 
gebied^  die  met  dezelfde  eectorsnelheid  en  energie  als  de  dr-' 
keB>aan  beschreven  worden  jf). 

d.  Een  geringe  storing  van  een  cirkelbeweging  in  een  stabi" 
Uteitsgebied  zal  aanleiding  geven  tot  een  nieuwe  beweging  in 
een  regelmatig  gegolfde  baan,  wier  peri^-  en  apocentra  zeer 
vmnig  verwijderd  zullen  liggen  van  de  oorspronkelijke  cirkel- 
haan  (A.  B.  §  20). 

Bestaat    de    storing    alleen    uit    een 

vermeerdering 

van  de  tangentiale  snelheid, 
vermindering 

dan   zullen  de  centra  der  nieuwe 

apo" 

baan    op  de  oorspronkelgke  cirkelbaan 

gelegen  zgn. 

Veroorzaakt  de  storing  slechts  een 
radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan 
hare  pericentra  binnen,  hare  apocentra 
nagenoeg  even  ver  buiten  de  oorspron- 
kelgke  cirkelbaan  gelegen  hebben. 

Veroorzaakt  de  storing  zoowel  een 
verandering  van  de  tangentiale  als  een 


*)  Zie  echter  voor  dit  geval  §  10. 
t)  Ko&TSiTEG,  stelling  VI,  gevolg  a. 
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radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan  de  cirkelbaan  regel- 
matig sngden. 

e*  Een  geringe  storing  van  een  cirkelbeweging  in  een  insta- 
biliteitsgebied  zal  een  nieuwe  beweging  geven  in  een  baan^  die 
zich  bf  naar  den  binnenkant^  bf  naar  den  buitenkant^  b f  naar 
beide  kanten  tot  op  eindigen  afstand  van  de  cirkelbaan  zal 
verwijderen  (Jl.  R.  §  24)*). 

Geeft    de    storing    alleen    een 
vermeerdering 


.    ,    .         van  de  tangeiitiale 
vermindering 

snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan 

pcri' 
een  centrum  op  de  cirkelbaan 

apo' 

hebben,    en  overigens  het  gebied 

buiten" 
aan  de  zgde  verlaten,  of 

binnen' 

zich    tot    het  uitstrek- 

centrum 

ken,   als   dit  met  het  gebied  het 
geval  is. 

Geeft  de  storing  slechts  een 
radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe 
baan  geen  apo-  of  pericentrum 
in  het  instabiliteitsgebied  kunnen 
hebben. 

Is  eindelijk  de  storing  geheel 
willekeurig,  dan  zal  de  nieuwe 
baan  behalve  de  vormen  in  de 
vorige  gevallen  nog  een  asympto- 
tischen  binnen-  of  buitencirkel  kunnen  hebben  in  plaats 
van  een  apo-  of  pericentrum. 

ƒ.  Een  storing  van  een  cirkelbeweging  op  de  grens  van  een 
stabiliteitê"  en  instabiliteitsgebied  zal  een  nieuwe  beweging  ge^ 
ven    in    een    baan^    die   altijd   een  apo^  of  pericentrum  heeft^ 


*)   Deze  en  de  vorige  stelling  komen  overeen  met  stelling  lY  van 
Prof.  Ko&iswBQ. 
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ook  heiden  kan  hebben,  of  ook  een  van  beiden  met  een  asym^ 
ptotiichen  cirkel. 

g*      Voor    de    spiraalj    die    naar 
het  centrum  voert  geldt 

Urn  ein  (r,  a)  = *) 

9(0)   ' 


Hm  (f 


=     0. 


JrvTgiC 


Met  het  oog  op  (A.  R.  §  52)  vin- 
den we: 

Een  spiraal,  die  met  een  eindig 
aantal  windingen  (du«  voor  <3p  (0)  =  oo)  naar  het  centrum 
voert,  zal  in  de  richting  van  den  voerstraal  in  het  centrum 
komen. 

Een  spiraal,  die  met  een  oneindig  aantal  windingen  naar 
het  centrum  voert  (dus  voor  O  <  9  (0)<  oo  ),  zal  onder 
een  scherpen  hoek  met  den  voerstraal  in  het  centrum  ko- 
men  ida  C»  <  9  (0)  is,  daarentegen  onder  een  rechten  hoek, 
als  C*  =  <p  (0)  is. 

De  tgdruimte,  waarin  het  punt  de  spiraal  naar  het  een- 
trum  doorloopt,  is  eindig,  tenzij  het  centrum  omringd  wordt 
door  een  instabiliteitsgehied,  4  =  ^^  (dus  .p'  (0)  =  ^,"  (0)  =  0) 
18,  en  daarenboven  ook  ^."•  (0)  =  O  is.  in  welk  geval  het 
centrum  asymptotisch  genaderd  zal  worden  (k.  R.  §*35). 

h.  De  tak,  die  naar  de  oneindige  ruimte 
voert,  heeft  de  volgende  eigenschappen: 

Is  ^>^„,  dus  de  tak  hyperboolvor- 
mig  (A.  R.  §  52),  dan  is  Urn  sin  (r,  t)  =  0. 
_  r>i 

Is  ^  =  ^^ ;  dan  is  lim  sin  (r,«)=-^:^— . 

Js  dusy  (  00)  =  00,  de  tak  bflgevolg  para- 
boolvormig (A.  R.  §  52), dan  islim  (r,»)=0. 

Is  echter  <p  (00  )<  00,  dus  de  tak  een 
spiraal  met  oneindig  veel  windingen  (A. 
R.  §  52),  dan  voert  deze  onder  een  scher- 
pen   hoek   met  den  voerstraal  naar  het 


')  £oKi£W£0,  stelliogen  X»,  X»,  X«,  X"*. 
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oneindige.  Alleen  wanneer  het  be- 
wegingsveld eindigt  in  een  instabili- 
teitsgebied  kan  C^  =  q>{co)  zijn,  in 
welk  geval  Hm  sin  (r,  «)  =  1  is. 

Tevens  doen  de  figuren  zien,  dat 
zoowel  de  hyperbool-  als  de  parabool- 
vormige  takken  naar  het  oneindige 
toe  steeds  steiler  worden,  evenals  de 
spiraalvormige  tak,  die  in  een  stabi- 
liteiUgehied  ligt;  terw^l  zulk  een  tak 
in  een  instabilitettagebied  op  grooteren 
afstand  minder  steil  zal  z^n  dan  op 
kleineren. 

k.  Worden  alle  raaklijuen,  die  een  hoek  q>  =i  Are  Tg  ^  C^ 
met  de  abscissen-as  maken,  aan  die  deelen  der  potentiaal- 
kromme  getrokken,  wier  holle  zyde  naar  de  positieve  ordi- 
naten-as gekeerd  is,  dan  zullen  de  raakpunten  alle  afstanden 
geven,  waarop  de  cirkelbeweging  met  de  sectorsnelhcid  i  C 
mogelijk  is.  Deze  afstanden  worden  natuurlijk  gegeven  door 
de  positieve  wortels  van  de   vergelgking  Fr^ — C^  =  O,  die 


dFf^ 


<^  O  maken. 


D  E 


Is  bovenstaande  kromme  l^n  de  poten iiaalkromme  voor 
zekere  krachtenwet,  dan  zullen  uit  een  punt,  welks  afstand 
tot  het  centrum  door  het  punt  A  wordt  aaogegeven,  twee 
banen  met  asymptotischen  binnencirkel  en  geen  enkele  met 
asymptotischen  buitencirkel  kunnen  afgezonden  worden  met 
een  sectorsnelheid  ^  C 

De   figuur    doet   tevens   zien,  hoe  de  baan  van  het  punt 
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gewgzigd  wordt,  als  de  energie  der  beweging  bg  standvas- 
tige sectorsnelheid  langzamerhand  toeneemt. 

Is  de  energie  het  kleinst,  dus  de  beweging  loodrecht  op 
den  Yoerstraal  Tan  *t  punt,  dan  ligt  het  pericentrum  van 
de  baan  in  ^.  Bij  toenemende  energie  van  de  beweging  zal 
het  pericentrum  allengs  alle  afstanden  A  B  verkriïgen  ter- 
wgl  in  jS  de  eerste  binnencirkel  ligt;  daarna  zal  het  plot- 
seling overspringen  in  C,  zoodat  o^  B  C  geen  pericentrum 
kan  gelegen  zgn,  en  verder  zich  over  CD  verplaatsen,  in 
B  den  tweeden  asjmptotischen  cirkel  naderen,  om  daarna 
weer  over  te  springen  tot  J?,  van  waaruit  het  zich  allengs 
verder  tot  het  centrum  zal  verplaatsen.  De  baan  zal  in  alle 
gevallen  met  een  hyperboolvormigen  tak  naar  het  oneindige 
voeren  *). 

Een  beschouwing  van  de  figuur  geefl  de  volgende  stel- 
ling: 

binneti" 
Het  aantal  banen  met  asymptotUchen      .  cirkel^  die  met 

hutten^ 

standvastige  eedorsnelheid  beschreven  van  uit  een  punt  kunnen 

afgezonden  worderij  is  gelijk  aan  het   aantal  cirkelbewegingen^ 

die  in  een  inaiaiiliteitsgebied  met  dezelfde  sectorsnelheid,  maar 

centrum 
in  volgorde  van  het  punt   tot  het         .    ,.      geteld,  met  steeds 

oneindige 

grootere  energie  beschreven  worden. 

Daar  volgens  (A.  R.  §  47,  form.  (14)) 


I 


^qp(r)-C2^ 
—  dr 


^ 


het  bedrag  voorstelt,  waarmede  de  energie  van  de  cirkel- 
beweging, die  op  den  afstand  r^  met  de  sectorsnelheid  ^  C 
plaats  gr^pt,  die  van  het  punt  overtreft,  als  bet  zich  op 
den  afstand  r  met  dezelfde  sectorsnelheid  en  loodrecht  op 
zgn  voerstraal  beweegt,  zal  deze  stelling  het  volgende  ana- 
lytische kenmerk  geven: 


^)  Yergeiyk  §  é  van  de  verhandeling  van  Prof.  Kobtkwbo. 

8* 
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Bepaal  van  alle  waarden.,  die  de  integraal 

•P(p{r)  —  C^ 


f 


^ 


dr 


verkrijgt^  als  daarin  voor  (f  achtereenvolgens  de  wortels,  ge- 
centrum 

rangschikt    in    grootte  van  r^  tot  het         .    ,,    i  vafi  de  verge- 

oneindige 

dF'fi 
lijking  Fr^  —  C*  =  O  genomen  worden^  welke  — - —  <^  O  ma- 

dr 

ken^  diegenen^  welke  een  klimmende  reeks  van  positieve  waarden 

vormen.  Het  aantal  termen  dezer  reeks  is  gelijk  aan  het  aantal 

binnen^ 
banen  met  asymtotischen     ..  cirkel^   die   van  uit  een  puut 

buiten^ 

op  den  afstand  rj  met  de  sectorsnellmd  ^  C  kunnen  afgezon- 

den  worden. 

l.  Uit  de  figuur  bl^'kt  tevens,  dat  er  banen  mogelijk  z^n, 
die  zoowel  een  asymptotischen  binnen-  als  buitencirkel  hebben. 

Elke  l^n  toch,  die  twee  deelen  der  potentiaalkromme 
raakt,  welke  hunne  holle  zijde  naar  de  positieve  ordinaten- 
as  gekeerd  hebben,  terwijl  het  tusschen  de  raakpunten  ge- 
legen deel  geheel  boven  de  raaklijn  is  gelegen,  zal  in  de 
raakpunten  de  afstanden  geven,  waarop  de  cirkelbanen  ge- 
legen zijn,  die  door  het  punt,  dat  zich  tusschen  deze  in 
beweegt  met  een  sectorsnelheid  en  energie  gel^k  aan  die, 
waarmede  elk  dier  cirkels  doorloopen  wordt,  asymptotisch 
zullen  genaderd  worden. 

Het  analytische  kenmerk  voor  het  bestaan  van  zulke  ba- 
nen bestaat  hierin,  dat  in  de  integraal 


ƒ 


-  dr 


^ 


voor    Q    twee  wortels,  de  een  grooter  en  de  andere  kleinei 

dan  ri,  van  de  vergelijking  Fr^  —  (7^  =  O  gekozen  kunnen 

d  Fr^ 
worden,  die-— —  <^  O  en  tevens  de  waarde  van  de  integraal 

dr 

positief  en  gelgk  maken. 
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Het  aantal  paren  van  zulke  wortels  geeft  het  aantal  banen, 
die  uit  een  plaats  op  den  afstand  r  van  het  centrum  met 
de  sectorsnelheid  \  C  kunnen  afgezonden  worden,  en  zoowel 
ifl  de  richting  van  het  centrum  als  van  het  oneindige  een 
cirkelbaan  asymptotisch  zullen  naderen. 

m.  Worden  van  uit  een  punt  der  ordinaten-as  onder 
een  scherpen  hoek  met  deze  as  alle  lynen  getrokken,  die 
de  potentiaalkromme  in  deelen  raakt,  welke  hun  holle  z^de 
naar  de  positieve  ordinaten-as  gekeerd  hebben,  dan  zullen 
de  raakpunten  de  afstanden  aangeven,  op  welke  de  cirkel- 
bew^ingen  met  dezelfde  energie  plaats  grgpen. 


Stelt  bovenstaande  kromme  Ign  de  potentiaalkromme  voor 
een  zekere  krachtenwet  voor,  dan  zullen  van  uit  een  plaats, 
aangegeven  door  A^  een  baan  met  een  asjmptotischen  bin- 
nen- en  een  met  een  asjmptotischen  buitencirkel  kunnen 
afgezonden  worden  met  een  snelheid  j/  2  Plj. 

Ook  hier  zien  we  hoe  de  ligging  en  grootte  van  de  baan 
gew^zigd  wordt  met  de  sectorsnelheid  van  de  beweging. 
Is  deze  het  grootst,  dan  heeft  de  baan  in  P^  en  peri-,  in 
A  zelf  een  apocentrum.  Wordt  de  sectorsnelheid  allengs 
kleiner,  dan  zal  het  pericentrum  zich  verplaatsen  over  den 
a&tand  P  P^,  en  het  apocentrum  gel^kt^dig  over  den  afstand 
A  Pj,  terwgl  in  B-^  de  buitencirkel  ligt,  die  asymptotisch 
genaderd  wordt.  Neemt  de  sectorsnelheid  nog  meer  af,  dan 
zal  de  baan  geen  apocentrum  meer  hebben ;  het  pericentrum 
echter  zal  zich  verplaatsen  over  den  aistand  P2&1,  terwgl 
in  bi  de  asymptotische  binnencirkel  gelegen  is.  B^  nog 
kleinere  sectorsnelheid  zal  de  baan  ook  geen  pericentrum 
meer  hebben. 

Uit  de  figuur  blgkt  de  waarheid  van  de  volgende  stelling. 


J 
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Het  aantal  banen  met  asymptotischen      ,  cirkel,  die  met 

buiten" 

standvastige  energie  beschreven  van  uit  een  punt  hunnen  afge-^ 

zonden  worden,  is  gelijk  aan  het  aantal  cirkelbewegingen,  die  in 

een    instabiliteitsgebied    met  dezelfde  energie  maar  in  volgorde 

centrum 
van  het  punt  tot  het        .    ,.      geteld,  met  steeds  kleinere  sec- 

oneindige 

torsnelheid  plaats  grijpen. 

Omdat  Yolgens  6  op  de  cirkelbanen,  die  in  een  instabi- 
liteitsgebied plaats  grijpen,  het  produkt  v  r  een  minimum- 
waarde beeft  Yoor  alle  banen,  die  met  dezelfde  energie  als 
de    cirkelbeweging    beschreven    worden,  zoo  vinden  we  het 

volgende  analytische  kenmerk: 

binnen' 
Het    aantal    banen  met  asymptotischen  cirkel,   die 

buiten-- 

van  uit  een  afstand  r^  met  de  snelheid  Vi  kunnen  afgezonden 

worden,  is  gelijk  aan  het  aantal  onder  de  minimum^waarden, 

die  V  r  verkrijgt,   welke   kleiner  dan  Vi  rj  zijn,  en  geteld  van 

centrum 
den    afstand  r^  tot  het        .  een  dalende  reeks  van  post^ 

oneindige 

iieve  waarden  vormen  *). 

Ook  hier  bl^kt,  dat  elk  paar  gelijke  minimum-waarden, 
die  in  beide  reeksen  voorkomen,  wijst  op  een  baan  met 
asymptotischen  binnen^  en  buitencirkel. 

m.  Uit  k  volgt  met  in  achtnemiug  van  §  6  en  §  7  de 
volgende : 

ReOEL  voor  den  vorm  der  banen,  die  AlET  STANDVASnOB 
SEGTORSNELHfilD    ^    C  WORDEN    BESCHREVEN. 

Bepaal  de  positieve  wortels  van  de  vergelijking  Fi^ —  C*  ^  0. 

Deze    wortels    bepalen  de  afstanden,  op  welke  de  eenparige 

cirkelbeweging  met  de  sectorsnelheid  \  C  alleen  mogelijk  is  f). 

Beschrijf  in  het  vlak  van  beweging  de  cirkelbanen,  op  welke 

dFr^  . 

— <0  ts. 

dr 


♦)  KoRTBWEO,  stelling  "Vil. 

dF 
f)  Zie  voor  — -=:oo  op  de  cirkelbaan  4  10. 
dr  ' 
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Het  punt  zal  geen  dezer  cirkeB)anen  kunnen  averêehrijden^ 
als  niet  zijn  totale  arbeidsvermogen  dat  der  betreffende  cirkel* 
beweging  overtreft.  Is  het  er  aan  gelijk^  dan  nadert  het  dien 
drkel  asymptotisch^  is  het  kleiner ^  dan  keert  het  terug  vóór 
den  cirkel  bereikt  te  hebben.  Vindt  het  punt  in  de  richting 
naar  het  centrum  of  het  oneindige  geen  cirkelbaan  op  zijn 
weg,  dan  nog  zal  zijn  baan  niet  tot  het  centrum  of  het  on* 
eindige  voeren^  als  zijn  totale  arbeidsvermogen  kleiner  is^  in 
het  eerste  geval,  dan  dat  der  kradit  C^r^^f  in  het  tweede 
geval,  dan  dcU  der  beweegkracht  *). 

n.  Evenzoo  volgfc  uit  l  met  inachtneming  van  §  6  en 
§  7  een  regel  voor  den  vorm  der  banen,  die  met  dezelfde 
energie  worden  beschreven, 

Verrangt  men  de  cirkelbanen,  in  den  vorigen  regel  be« 
schoawdy  door  de  cirkelbanen,  die  met  gel^ke  energie  wor- 
den bescbreyen,  en  wier  stralen  gegeven  worden  door  de 
wortels  van  de  vergelgking 

iFr-^  f  Fdr=:ivi^ 


ƒ"'= 


1  » 


als  vi  de  standvastige  snelheid  is,  waarmede  de  beweging 
op  den  a&tand  r^  plaats  grgpt,  dan  zal  geen  van  deze  cir- 
kelbanen door  het  pnnt  overschreden  worden,  als  de  sec- 
torsnelheid van  zgn  beweging  grooter  is  dan  die  van  de 
betreffende  cirkelbeweging.  Is  die  er  aan  gelgk,  dan  zal 
de  cirkelbaan  asymptotische  cirkel  wezen;  is  die  kleiner, 
dan  zal  de  cirkelbaan  overschreden  worden.  Voor  't  overige 
moet  de  r^el  gelgkluidend  z^n  met  den  vorigen. 


dF 
*)  Zie  {  10  voor  't  geval,  dat  —  op  de  cirkelbaan  oo  is. 

dr 

Deze  regel  komt  overeen  met  (A.  K.  §  51). 
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IV.     Toepassingen. 


a. 


boll 


Is  het  geheele  veld  yan  be- 
weging een  afstootingsgébied^  das 
de  potentiaalkromme  dalende  b^ 
toenemende  abscissen,  dan  heeft  de 
baan  altyd  een  pericentrum  en  hyper- 
boolvormigen  tak.  Omdat  ^M*n(r,«) 
hier  negatief  is,  zal  de  baan  hare 
zgde  naar  het  centrum  gekeerd  hebben.  (A.  B.  §  9). 

b.  Is  het  geheele  veld  van 
beweging  een  omgekeerde  derde^ 
machU-gebied,  dus  de  beweegkracht 
van  den  vorm  ^r—^  en  de  poten - 
V  tiaalkromme  een  rechte  lijn,  die 
met  de  abscissen- as  een  hoek  ge- 

ArcTqiC  Ifl^   -^**<J-  '^9  ï  f^   maakt  en  door 

~"  den    coördinaten-oorsprong  gaat, 


dan  geeft  de  figuur: 


Voor  C^  —  fi: 


A  =z  Aq=:  A^:  Overal  slechts  eenparige  cirkelbeweging. 

Ay>'  AQ=i  A^ :  ^Sc  —  -É?yi  de  baan  wordt  naar  het  cen- 
trum heen  steeds  minder  steil,  en  is  in  het  centrum  zelf 
loodrecht  op  den  voerstraal.  De  radiale  snelheid  is  stand- 
vastig. 

Voor  (7'<//: 

A<:A^=zAo:'^Sc-A,de 
baan  wordt  van  het  apocen- 
trum  af  steeds  steiler ;  in  het 

centrum  is  Urn  sin  (r,  è)  :=  — . 

Verder  is  Vc^  —  v^  standvastig,  en  de  projectie  van  den 
kromtestraal  der  baan  op  den  voerstraal  steeds  kleiner  dan 
de  voerstraal. 


O 


ArvT^it^ 
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langs  de  geheele  baan  is  Vc==9 
en  vr  constant ;  de  baan  overal 

i    rif'  ^^^^  steil,  zoodat  ze  een  lo- 

X  garithniische  spiraal  zal  zgn. 

De  kromtestraal  van  de  baan 

A^A^  =  Aq:  "^Sa-Hj,^ 
■-A  de  baan  wordt  naar  het  cen- 
trum toe  steeds  minder  steil, 

in  het  centrum  is  lim  tin  (r,  «)  = — •  Verder  is  t;^ — Vt,^ = ©   *. 

ft  <=  ''oo    » 

dus  de   projectie    van    den    kromtestraal  op  den  voerstraal 
steeds  grooter  dan  de  voerstraal. 

Is   eindelgk    C*>^,   dan  moet 
A^  A^  zgn,  de  baan  is  P  —  H^. 
De  uitkomsten  in   (A.  R.  §  46, 
fcabel  6)  komen    met   de  hier  ge- 
vondenen overeen, 
c.    Is    het   bewegingsveld  een  ëtaliliteiUgébied,  dan  heeft 
de  potentiaalkromme   overal  hare  bolle  zijde  naar  de  posi- 
tieve  ordinaten-as  gekeerd. 
De  figuur  geeft  nu : 


Voor  <]p(oo  )>  C»>9(0): 
A<^A^i  P-^,de 
cirkel  ingesloten. 

als  <p(oo  X  00    is. 

P — Par  als9(cX)  )=oo 
)S. 

De  baan  wordt  van 
bet  pericentrum  af  steeds 
steiler ;    Hm  sin  (r,  s)   is 


voor  r  =  00   gelgk  aan 
A>A^:P—Hj,. 


9(00)' 
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■\AreJ^i^M 


Voor  C«<(p(0): 

^<^^:*5^— ^,  de  baan 
wordt  van  het  apocentnim  af 
tot  op  zekeren  afstand  steeds 
steiler,  om  daarna  tot  het  cen- 
trum toe  weer  voortdurend  min- 
der steil  te  worden ;  in  het  cen- 

trum  is  Hm  sin  (r,  A  =  — — . 

A  =  A^:''Sc-  *5^    voor 

g(oo  )'^oo  ,  Urn  5tn(r,  s)  =  — — • 

•  g;(ao  ) 

op  oneindigen  afstand ;  naar  het  centrum  toe  wordt  de  baan 
steeds  minder  steil,  en  nadert   sin  (r,  s)  tot 


KAtcTgiTi^^ 


X 


g)(0) 

^Sc — Par   voor  9  (oo  )  =  00  . 

Eindelijk   voor    C*>9(oo)  moet  A^  A^   zgn,  en  is  de 

baan  P — Hy, 

De  uitkomsten  (A.  R.  §  46,  tabel  C)  komen  met  de  bo- 
gevondenen  overeen.  Vergelijk  ook  Pbircb  §  708. 

d.  Is  het  geheele  bew^ngsveld  een  instabiliteitsgebied^ 
dan  heeft  de  potentiaalkromme  hare  holle  zgde  naar  de 
positieve  ordinaten-as  gekeerd.  De  figuur  geeft  nu  voor 

(p(oo)<C»(=qp(;f))<9(0): 

^  "^  4<^^:"5^-.4,    de    spi- 

raal wordt  naar  het  centrum 
heen  steeds  steiler;  in  het 
centrum  zelfs  is  Um  sin  {rfS)^= 

= — --jzoodat  voor  9(0)=oo 
9(0) 

^ Um  (r,  s)  =  O    is;    in    dit 

geval    alleen    is  het  aantal 

windingen    van    de    spiraal 

eindig. 
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AxcTgtC. 


AreJffi'Pc^i 


A^>A>A^:  "5^— i4  en  P— £?„ 

f 

Voor  C«<(jp(cx)): 

Voor  C»>(j»(0)moetil>il„ 
zgn;  de  baan  is  altgd  P—Bf. 

Ook  voor  C  =  <p  (0)  moet  ^  >i4„ 
zgn. 

A<,Aq'.P-H„ 

A^Aq'.  'Sc— Hf. 

De   uitkomsten   in   (A.  R.  §  46,  tabel  D)  stemmen  met 
de  hier  gevondenen  overeen.     Vergel^k  ook  Pkikcb  §  708. 


PROCES-VERBAAL 


VAX  DB 


GBWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdair  25  Februari  188S. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  Buts  Ballot,  Voorzitter,  A.C. 
OuDEMANs  JB.,  Hoek,  ykv  Dorp,  Mac  Gillavrt,  Foboter, 
Pekelharing,  Brutel  de  la  Riyière,  Biereks  de  Haan,  Beije- 
rinck,  Treub,  Schols,  van  der  Waals,  van  Diesen,  Rauwbn- 

HOFP,  VAN  't  HoFF,  MaRTIN,  DB  VrIES,  WeBER,  FraNCHI- 
MONT,    LfORENTZ,    StoKVIS,    PlaCE,    RiJKE,    BaEHR,  VAN  DE  SaNDS 

Bakuutzen,  Mulder,  Zeeman,  Schoute,  Eorteweg,  J.  A.  C. 
Oudemans,  Bosscha,  Hubrecht,  Dibbits,  Engelmann,  van 
Bemkelen  en  C.  A.  J.  A.  Oudeh ans.  Secretaris ;  van  de 
Letterkundige  Afdeeling  de  Heer:  Boot. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de    navolgenden: 

P.  de  Gedeputeerde  Staten  van  Friesland  te  Leeuwarden^ 
16  Februari  1888;  2®.  C.  Ph.  Sluiter,  Batavia,  21  Februari 
1888;  3^.  W.  Tonckbns  Jzn  ,  Voorzitter  van  de  koloniale 
Bibliotheek  te  Paramaribo,  19  Januari  1888;  4«.  Th.  L- 
MoNTGOMKRY,  Sccretaris  van  het  Wagner  free  Institute  of 
Science  te  Philadelphia,  18  Januari  1888  ;  aangenomen  voor 
bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden : 

1^.  ket  Ministerie  van  Binnenlaudsche  Zaken  te  's  Graven- 
hage,  9,  13  Februari  1888;  2^.  Montpellibr,  Directeur  der 
Bevue  Intematiooale  de  TElectricité  te  Pargs,  30  Januari 
1888;  30.  GiLBBRT,  Directeur  der  kon.  Üniversitats-Biblio- 
thek  te  Greifewald,  9  Januari  1888  ;  4^.  Conwentz,  Secre- 
taris der  naturforscbende  Gesellschaft  te  Dantzig,  15  Januari 
1888;    5^.    Stbickb»,    Bibliothecaris    der    Senckenbergische 

• 

natarforschende  Gesellsckaft  te  Frankfort  a./M.,  20  Januar^ 
1888;  6^  A.  Grigoriev,  Secretaris  der  Société  impériale  de 
Géographie  te  St.  Petersburg,  15  Januari  1888;  7^.  den 
Directeur  van  bet  Musée  public  te  Moskou,  5  Februari  1888  ; 
8^.  den  Directeur  van  bet  geological  and  natural  History 
Survey  te  Sussex,  1888;  90.  J.  J.  Bride,  Bibliothecaris  der 
public  Library  te  Melbourne,  21  December  1887;  waarop 
het  gewone  besluit  valt  van  scbriftelyke  dankbetuiging  en 
plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  Ingekomen  zijn:  1^.  eene  uitnoodiging  ter  bijwoning 
van  het  Congres  géologique  international,  te  houden  te 
LondeUf  van  17 — 22  September  e.  k  ;  20.  twee  manuscrip- 
ten van  den  Heer  Delaurier  te  Parijs,  getiteld:  >£xpérien- 
ces  chimiques  sur  Ie  poids  de  TEther  des  pbysiciens"  en 
lObservations  sur  la  note  de  Mr.  O.  Govi  publiée  dans  la 
Revue  internationale  de  TElectricité'*.  Zij  zullen  aan  de 
chemische  en  physische  leden  der  Afdeeling,  die  daarin  be- 
lang stellen,  ter  kennisneming  worden  toegezonden. 

—  De  Heer  Martin  vertoont  eene  door  hem  vervaardigde 
geologische  kaart  van  den  loop  der  rivier  Suriname,  en 
knoopt  daaraan  de  mededeeling  vast^  dat  het  hem  gelukt 
is,  gedurende  z^n  verblgf  in  West-Indië,  de  geologische  for- 
matie te  vinden,  waarin  het  goud,  'twelk  in  die  streken 
voorkomt  en  reeds  lang  als  waschgoud  bekend  staat,  oor- 
spronkel^k  werd  neergelegd.  Die  formatie  is  de  kristallgne 
Schieferformatie:  eene  laag,  waarin  ook  in  Brazilië  het 
meeste  goud  wordt  aangetroffen,  Tusschen  Brazilië  en  Surl- 
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name  bestaat  voor  het  overige,  meent  de  Spreker,  zeeryeel 
overeenkomst  in  de  opeenvolging  en  den  aard  der  lagen, 
waaruit  de  vaste  bodem  gevormd  is. 

—  De  Heer  db  Vries  spreekt :  Over  de  bepaling  van  hei  moU' 
cxdaire  gewicht  der  raffinose  volgens  de  physiologische  methode. 

Over  het  moleculaire  gewicht  der  raffinose  (mélitose,  gos- 
sypose)  bestaan  drie  verschillende  meeningen^  die  haar  uit* 
drukking  vinden  in  de  formules,  die  door  verschillende 
schry vers  voor  deze  stof  worden  opgegeven.  Deze  z^n : 

MoLgew. 

C)2H22  0ii  +    SHjO         396  Bkrthelot  en  Ritthausbn 

C|gH32  0jQ -|-    5H2O         594  LoisEAU  en  Scheibler 

C26HQ4O32+  lOHjO       1188  Tollens  en  Rischbiet. 

Deze  formules  drukken  dezelfde  elementaire  samenstelling 
der  gekristalliseerde  stof  uit;  haar  verschil  berust  ten  deele 
op  de  verschillende  bepalingen  van  het  gehalte  aan  kristal- 
water, dat  door  Berthelot  en  Ritthausen  z-  13.6 1  pCt , 
doch  door  Loiseau  en  Scheibler  =  15.15  pCt.  gevonden 
werd.  De  formule  van  Tollens  en  Rischbiet  neemt  het 
laatstgenoemde  cijfer  als  juist  aan,  doch  tracht  rekening 
te  houden  met  de  samenstelling  van  het  natriumderivaat 
(Ci2H2iNaOii,  bevattende  6.32  pCt.  Na)  en  met  de  hoe- 
veelheid sl^mzuur  (22 — 23  pCt.),  die  door  de  inwerking  van 
salpeterzuur  op  de  genoemde  suikersoort  ontstaat. 

Om  de  vraag  te  beantwoorden,  welke  van  deze  formules 
de  juiste  is,  heb  ik  gebruik  gemaakt  van  de  stelling,  dat 
organische  stoffen  denzeltden  isotonischen  coëfi&ciënt  bezitten. 
Hieruit  toch  volgt,  dat  oplossingen,  die  per  liter  evenveel 
grammoleculen  der  opgeloste  stof  bevatten,  ongeveer  dezelfde 
osmotische  spanning  hebben.  Ik  heb  daarom  de  concentratie 
gezocht  van  eene  oplossing  van  raffinose,  die  dezelfde  osmo- 
tische spanning  heeft,  als  eene  oplossing  van  0.1  Mol.  riet- 
suiker. 

Ik  heb  daartoe  gebruik  gemaakt  van  de  plasmoljtische 
methode  en  gezocht  naar  de  concentratiën  van  rietsuiker  en 
raffinose,    die    met    het    cel  vocht    van    Tradescantia  discolor 
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isotonisch  waren.  Als  zoodanig  beschouw  ik  de  gemiddelden 
tnflschen  de  hoogste  concentratie  die  geene,  én  de  laagste, 
die  in  alle  cellen  plasmolyse  doet  ontstaan.  In  vier  proe- 
Ten,  elk  met  een  afzonderlgk  blad  genomen,  vond  ik  als 
isotonisch  met  het  celvocht: 


MoL  rietsuiker. 

pCi  raffinoBO. 

0.1  mol.  rietsui 

0.19 

10.5 

5.526 

0.17 

10.5 

0.176 

0.17 

10.0 

5.882 

0.20 

12.5 

6.250 

• 

Gemiddeld:  5.957 

Eene  oplossing  van  5.957  pCt.  rafiSnose,  die  dus  5.957 
gram  der  kristalwaterhoudende  stof  per  100  CC.  bevat, 
is  dus  met  eene  oplossing  van  0.1  Mol.  rietsuiker  isoto- 
nisch. Z:g  moet  dus  ook  ongeveer  0.1  Mol.  per  liter  be- 
vatten.  Het  moleculaire  gewicht  moet  dus  ongeveer  595.7 
zgn.  Dit  komt,  zooals  men  ziet,  voldoende  overeen  met  de 
formule  van  Loisbau  en  Scheiblbb,  en  slechts  deze  kan  dus, 
volgens  de  wet  der  isotonische  coëfficiënten,  juist  zgn. 

—  De  Heer  Hubbecht  behandelt  de  gegevens,  die  in  de  latere 
jaren  aan  het  licht  gekomen  zgn  over  de  vroegsfe  ontwikke- 
lingsstadiën  van  de  zoogdierkiemblaas  en  geeft  een  overzicht 
van  de  resultaten  waartoe  hij  gekomen  is,  met  betrekking 
tot  de  ontwikkeling  van  den  Egel,  Erinaceus  europaeus,  waar- 
van de  embryologie  tot  heden  nog  niet  onderzocht  is. 

De  centrale  positie  die  de  Insectivora  onder  de  Zoogdieren 
en  die  de  Egel  (met  Gymnura)  onder  de  Insectiyora  inneemt, 
gaven  hoop,  dat  de  ontogenie  van  deze  diersoort  uit  een 
vergel^kend  oogpunt  belangrgk  zou  kunnen  wezen. 

Ten  aanzien  van  meerdere  punten,  acht  spreker,  dat  de 
uitkomsten  van  zyn  onderzoek  dit  vermoeden  versterken. 

Met  name  wordt  in  de  allervroegste  stadiën  de  w^ze  van 
ontstaan  van  het  binnenste  kiemblad  afwijkend  gevonden 
van  wat  dienaangaande  voor  de  overige,  te  dier  zake  on- 
derzochte, Zoogdieren  tot  nu  toe  beschreven  is. 

In  plaats  van  zich  tegen  den  binnenwand  der  aanvanke- 
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Igk  éénbladige  kiem  blaas  gaandeweg  uit  te  breiden  en  door 
peripheren  groei  eindelgk  den  geheelen  binnenwand  te  be- 
kleeden,  is  het  hjpoblast  van  den  Egel  in  den  aanvang  een 
groepje  cellen  in  moerbei  vorm,  waarin  zich  spoedig  eene 
centrale  ruimte  vertoont,  die  toeneemt  in  grootte,  naar- 
mate de  wand  van  dezen  »h7poblastzak"  toeneemt  in  opper- 
vlakte. 

Aanvankelgk  dus  geheel  zelfstandig  van  het  epiblast,  heeft 
het  er  somt^ds  den  sch^'n  van  alsof  het  hypoblast  eerst 
tengevolge  der  preparatie  daarvan  heeft  losgelaten.  De  jong- 
ste stadiën,  zooeven  vermeld,  bewezen  dat  deze  interpretatie 
onjuist  is,  terwgl  latere  stadiën,  wanneer  de  allereerste  aan- 
duiding van  de  vorming  van  primitiefstreep  en  mesoblast 
begint,  aantoonen,  dat  eerst  op  dat  oogenblik  epiblast  en 
hypoblast  van  het  embryo  in  enger  verband  treden,  en  zich 
ook  over  de  geheele  peripherie  van  de  kiemblaas  tegen  elkaar 
sluiten. 

Het  epiblast  is  van  den  beginne  af  meerdere  cellagen  dik. 
Deze  woekeren  verder  en  vergroeien  over  den  geheelen  om- 
trek der  kiemblaas  met  het  moederl^ke  deciduale  weefsel. 
De  kiemblaas  is  daarbinnen  opgenomen  onder  vorming  eener 
decidua  reflexa.  Op  één  punt,  dat  altijd  ten  opzichte  van  de 
as  van  den  uterus  eene  vaste  ligging  heeft,  splijt  van  den 
epiblastischen  kiemblaaswand  een  celplaat  af,  die  daarna  in 
omvang  belangr^k  toeneemt  en  het  epiblast  van  het  embryo 
wordt,  maar  aan  den  rand  met  den  kiemblaaswand  blgft  sa- 
menhangen. 

Het  mesoblast  ontstaat  allereerst  in  de  primitiefstreep 
door  woekering  van  het  epiblast.  Kort  daarna  neemt  men 
waar,  dat  in  dat  gedeelte  van  de  kiemschijf  vóór  de  primi- 
tiefstreep, waar  het  embryo  zich  zal  gaan  vormen,  ook  het 
hypoblast  aan  de  vorming  van  het  mesoblast,  en  wel  door 
directe  afspl^ting,  aandeel  neemt. 

Verder  achterwaarts  versmelten  de  z^delingsche  mesoblast- 
platen,  die  uit  het  hypoblast  ontstaan,  met  het  mesoblast 
van  de  primitiefstreep. 

£r  ontstaat  reeds  vroeg  eene  area  viuculosa,  die  zich 
tegen  den  kiemblaaswand  aanlegt.  De  bloedrijkdom  van  deze 
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laatste,  ook  in  vroege  stadiën,  werd  door  injectieSi  van  de 
moederlgke  aorta  uit,  yastgesteld. 

Een  sterk  ontwikkeld  proamnion  is  aanwezig. 

De  allantois,  die  tot  het  ontstaan  der  scliigfvormige  pla- 
centa medewerkt,  blijft  een  ruime  holte  bevatten. 

De  segmentaal-gang  ontstaat  ook  bij  den  egel  uit  het 
epiblast. 

De  vroegste  stadiën  der  egel-kiemblaas  maken  eene  inter- 
pretatie van  de  jongste  kiemblazen  van  den  mensch,  die  tot 
nu  toe  bekend  z^n,  gemakkelgker.  In  overeenstemming  met 
His  is  het  waarschynlijk  te  achten,  en  thans  door  het  fei- 
telgk  voorbeeld  van  den  egel  gestaafd,  dat  de  dojerblaas  van 
den  mensch  door  uitholling  van  een  aanvankelgk  solide  cel- 
groep  ontstaat.  De  vorming  van  het  epiblast  van  het  embryo 
zal  echter,  in  afw^king  van  His,  veeleer  als  een  afisplgtings- 
proces  in  den  kiemblaaswand,  zooals  thans  bg  den  egel  is 
waargenomen,  moeten  worden  opgevat. 

De  vasthechting  van  het  embryo  aan  den  kiemblaaswand, 
die  men  bg  het  vroege  menschelijk  embryo  waarneemt  en 
waaraan  His  den  naam  ibuiksteel"  gegeven  heeft,  is  ook 
l^  Erinaceus  van  den  aanvang  af  aanwezig,  als  gevolg  van 
de  boven  beschreven  ontwikkelingsversch^nsels  der  primaire 
kiembladen. ,  Alleen  langs  dien  weg  kan  de  vorming  van 
dien  buiksteel  op  afdoende  w:yze  verklaard  worden  en  moeten 
de  onderling  afwekende  interpretaties  van  His,  Köllikea  en 
Hertwio,  voor  de  hier  aangegevene  plaats  maken. 

—  De  Heer  Tbeub  deelt  mede,  dat  het  hem  gelukt  is, 
eene  som  van  f  2400  bijeen  te  brengen,  waaruit  reeds  dade- 
lijk de  onkosten  bestreden  kunnen  worden  voor  de  uitzen- 
ding van  een  Nederlandsch  natuuronderzoeker  naar  het 
Bnitenzorgsche  Station.  Des  sprekers  keuze  viel  op  den 
Heer  Dr.  Boerlage,  Conservator  aan  's  Rijks  Herbarium  te 
Leiden,  voor  wien  een  bezoek  aan  Buitenzorg,  om  er  de 
Javaansche  en  andere  plantenvormen  in  levenden  staat  te 
onderzoeken  en  na  te  gaan,  zeker  een  leerzame  afwisseling 
zou  zgn  met  zgne  tegenwoordige  betrekking,  die  hem  slechts 
met  gedroogde  voorwerpen  in  aanraking  brengt. 

nUL,  t»  XKDBD.   AYD.  NATUVU.  8de  EUKB.  OBBL  V.  4 
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Spreker  dankt  de  Afdeeling  voor  den  steun,  hem  verleend 
bg  de  pogingen  'om  zijne  plannen  verwezenlgkt  te  zien,  en 
beveelt  het  Buitenzorgsche  Station  bg  voortduring  in  hare 
belangstelling  aan. 

De  Voorzitter  dankt  den  Heer  Tbeub  wederkeerig  voor 
den  doortastenden  gver,  waarmede  hg  een  voor  de  weten- 
schappelijke eer  onzer  natie  gewichtig  plan  in  vervulling 
heeft  weten  te  doen  overgaan,  en  wenscht  hem,  bg  eene 
voorspoedige  reis,  al  verder  toe,  dat  hg  moge  blgven  voort- 
gaan de  botanische  wetenschap  te  dienen,  zooals  hg  tot  hiertoe 
op  uitnemende  wgze  gedaan  heeft. 

—  Ter  plaatsing  in  de  werken  der  Akademie  worden 
aangeboden: 

1.  door  den  Secretaris  een  opstel  van  den  Heer  Dr. 
Jan  de  Yeies,  leeraar  aan  de  H*  B.  S.  te  Kampen:  >Over 
vlakke  configuraties"  ; 

2.  door  den  Heer  Buts  Ballot  eene  verhandeling  van 
den  Heer  Dr.  J.  D.  van  dee  Plaats,  leeraar  aan  de  Vee- 
artsengschool  te  Utrecht:  >Over  Standaardbarometers,  in  het 
bgzonder  over  dien  van  het  Eon.  Ned.  Meteorol.  Insti- 
tuut"; 

3.  door  den  Heer  van  dee  Waals  een  opstel  van  den 
Heer  Dr.  Ch.  M.  van  De  ventee  te  Amsterdam:  lOvereenige 
belangrgke  thermodjnamische  vergelgkingen" ; 

4.  door  den  Heer  Loeentz  eene  verhandeling  van  den 
Heer  Dr.  V.  A.  Jülius,  leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Breda, 
»Over  de  lineaire  spectra  der  elementen"; 

5.  door  het  lid  der  Akademie  Dr.  P.  H.  Schoüte,  een 
opstel  van  hemzelven :  >Het  lineaire  complex  en  de  con- 
gruentie (I,  1)"; 

6.  door  den  Heer  Engelmann,  uit  naam  van  den  Heer 
Dondees,  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  J.  L.  Hooe- 
weg:  >  Experimenteel  onderzoek  naar  de  polsbeweging". 

—  Tot  rapporteurs  worden  benoemd: 

a.  over  den  arbeid  van  den  Heer  de  Yeibs,  de  Heeren 
BiEEENS  DE  Haan  en  van  den  Beeo  ; 
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b,  oyer  dien  yan  den  Heer  van  dbu  Plaats,  de  Heeren 
Bosscha  en  tan  de  Sakde  Baxhuyzen  ; 

e.  over  dien  yan  den  Heer  tan  Dj£y£NT£B,  de  Heeren 
yAN  DEB  Waals  en  Lorentz  ; 

d  oyer  dien  yan  den  Heer  Jülitts,  de  Heeren  GuiHWis 
en  LoBENTz; 

e.  oyer  dien  yan  den  Heer  Hoorwbq,  de  Heeren  Plaob 
en  EoBTEWBO. 

«  Voor  de  bibliotheek  der  Akademie  wordt  aangeboden: 

1.  door  den  Heer  Fbanchihont,  uit  naam  yan  de  redac- 
tie, het  6^^  deel  yan  het  >Becaeil  des  trayaux  chimiqaes 
dans  les  Pays-Bas'' ; 

2.  door  den  Heer  STOxyis  diens  yoordrachten :  »Oyer 
Homoeopathie",  gehouden  aan  de  Amsterdamsche  Uniyer- 
siteit. 

—  Daar  er  yerder  niets  te  yerhandelen  is,  sluit  de  Voor- 
sitter  de  yergadering. 


UEBER  DIE  ANWENDUNG  DER  PLASMOLYTISCHEN 

METHODE 

AUF  DIB 

BESÏIMMUNG  DES  MOLEKÜLARGEWICHTS 
CHEMISCHER  SUBSTANZEN 


VON 


HUOO   DE   VRIES. 


Die  relative  Grosse  der  osniotischeii  Spaiinkraft  chemischcr 
Verbindungen  in  verdünuten  wassrigen  Lösungen  wird  durch 
die  Zahlen  angegeben,  fiir  welche  ich  den  Namen  der  iso- 
tonischen  ;CoëfiScienten  gewahlt  habe.  Diese  Wertlie  sind 
iür  samratliclie  Glieder  einer  und  derselben  Gruppe  nahezu 
dieselben  *).  ünd  da  diese  Grappen  ausserst  natürliche  sind, 
so  kann  man  für  sammtliche  zu  ihnen  gehörige  aber  bis- 
jetzt  darauf  noch  nicht  geprüfte  Körper  den  isotonischen 
CoëflScienten  im  Voraus  angeben. 

Ist  nun  das  Molekulargewicht  des  betroffenden  Körpers 
bekannt,  so  kann  man  aus  diesem  und  dem  Coëfficiënten 
die  Concentratlonen  berechnen,  welche  dieselbe  osmotische 
Spannkraft  besitzen,  als  irgend  welche  verdünnte  Lösung 
einer  anderen  gegebenen  Substanz.  In  dieser  Weise  finden 
die  isotonischen  Coëfficiënten  bei  plasmolytischen  Versuchen 
regelraassig  Anwendung. 

Ist  aber  das  Molekulargewicht  einer  fraglichen  Verbin- 
dung  noch  nicht  bekannt,  so  wird  man  offenbar  umgekehrt, 


*)  P&ingheik's  Jahrhücher  fur  wiss.  Bot.^  Bd.  XIV,  S.  514. 
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aas  ihrem  isotonischen  Coë£5cienten  und  dem  Resultate 
einer  experimentellen  Erinittelung  ihres  isotonischen  Werthes 
die  Grosse  dieses  Molekulargewicbis,  wenigstens  annaherud 
ableiten  konnen.  Die  Ermittelung  des  isotonischen  Werthes 
ist  aber  für  alle  Eörper,  deren  Lösungen  in  Pflanzenzellcn 
die  Erscheinung  der  normalen  Plasmolyse  hervorrufen  kon- 
nen, eine  leichte  und  einfache  Operation,  welche  in  genau 
derselben  Weise,  wie  die  Bestimmung  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten, ausgeführt  wird. 

In  ahnlicher  Weise  wie  für  Gase  bat  die  Berechnung  des 
Molekulargewichts  auf  physikalischem  Wege  in  allen  jenen 
Pallen  Werth,  in  denen  das  Studium  der  chemischen  Eigen- 
schaften eines  Körpers  die  Wahl  oflFen  lasst  zwischen  mehre- 
ren,  aus  derselben  elementaren  Zusammensetzung  abgeleiteten 
Formeln,  welche  verschiedenen  Molekulargrössen  entsprechen. 
Und  WO  es  sich  um  wassrige  Lösungen  von  Substanzen 
handelt,  welche  als  plasmolytische  Reagentien  benutzt  wer- 
den konnen,  empfiehlt  sich  zu  diesem  Zwecke  also  die  plas- 
molytische Methode. 

Ihre  Resultate  erreichen  denselben  Grad  von  Genauigkeit, 
wie  die  zur  Ermittelung  des  Molekulargewichts  vorgeschla- 
genen  rein  chemischen  oder  physikalischen  Methoden,  da 
die  Eudreactiou,  das  Eintreten  des  ersten  Anfanges  der  Plas- 
molyse, sich  bei  den  von  mir  gewahlten  Indicatorpflauzen 
stets  mit  der  gewünschten  Scharfe  erkennen  lasst. 

Meine  Methode  weist  nicht  die  absolute  Grosse  der  c  saio- 
tischen  Spannung  der  untersuchten  Lösung  an,  sondern  nur 
das  Verhaltniss  zu  dem  analogen  Werth  einer  anderen  Ver- 
bindung.  Denn  man  hat  für  zwei  Substanzen  diejenige 
Concentration  zu  ermitteln,  welche  grade  den  Anfang  der 
Plasmolyse  hervorruft.  Diese  sind  unter  sich  isotonisch, 
d.  h.  sie  haben  dieselbe  osmotische  Spannung.  Hat  man 
aber  beide  Substanzen  aus  derselben  Gruppe  gewahlt,  d.  h. 
besitzen  beide  denselben  isotonischen  Coëfficiënten,  so  ver- 
halten sich  die  Concentrationen  der  isotonischen  Lösungen 
offenbar  wie  die  Molekulargewichte.  Ist  dieser  Werth  für 
die  eine  der  beiden  Substanzen  bekannt,  so  kann  man  ihn 
also  fur  die  anderen  berechnen.  Trotzdem  sie  also  nur  rela- 
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tive    Zahlen    giebt,    ist   die    Methode  aber,  wie  man  sieht, 
eine  ausserst  einfache  und  vollig  sicliere. 

Bei  der  hier  yorgeschlagenen  Anwendung  handelt  es  aich 
aber  stets  um  Körper  deren  isotonischer  Werth  noch  nicht 
experimenten  bestimmt  wurde,  für  welche  also  die  Gültig- 
keit  der  betreffénden  Gesetze  nicht  direct  bewiesen  worden 
ist.  Und  auf  die  Annahme,  dass  diese  Gesetze  auch  fOrsie 
gelten,  beruht  offenbar  die  Zuyerlassigkeit  des  Resultates. 

Es  ist  somit  erforderlich,  die  Berechtigung  dieser  An- 
nahme  ausführlich  zu  begründen.  Sie  beruht  in  erster  Linie 
auf  die  bedeutende  Anzahl  der  untersuchten  Substanzen,  und 
auf  die  Erwagung,  dass  Ausnahmen  yon  den  betreffénden 
Gesetzen  bis  jetzt  nicht  aufgefunden  worden  sind  (1.  c*  8*  512). 
Zweitens  aber  auf  alle  jene  Falie,  in  denen  der  isotonische 
Coëfficiënt  im  Yoraus  aus  den  Gesetzen  abgeleitet  xmd  nach- 
her  durch  das  Experiment  bestatigt  wurde  (1.  c,  S.  515). 
Zu  diesen  Beispielen  ist  jetzt  auch  das  Glycerin  zu  stellen  *)• 

Die  Zuverlassigkeit  der  Gesetze  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten geht  aber  besonders  klar  hervor  aus  der  Bestatigung, 
welche  diese  nach  einer  ganz  andern  aber  gleichfalls  phy- 
siologischen  Methode  erfahren  haben.  In  seinen  IJntersu- 
chungen  über  den  Einfluss  chemischer  Substanzen  auf  die 
Blutkörperchen,  und  über  die  Beziehung  dieses  Einflusses  zu 
den  Molekulargewichten  f )  hat  Hakbubger  den  Nachweis 
geliefert,  dass  die  Blutkörperchen  in  Lösungen  neutraler, 
unschadlicher  Verbindungen  ahnliche  Erscheinungen  aufwei- 
sen,  wie  die  Pflanzenzellen,  und  dass  sie  in  diesen  Lösungen 
nur  dann  unverandert  erhalten  bleiben,  wenn  deren  Concen- 
tration  mit  der  osmotischen  Spannung  des  Blutes  isotonisch 
ist.  Dabei  verhalten  sich  aber  yerschiedene  Verbindungen 
quantitativ  in  derselben  Weise,  wie  gegenüber  Pflanzen- 
zellen, und  es  sind  somit  die  Gesetze  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten filr  diese  letzteren  dieselben  wie  filr  die  Blutkor- 
perchen. 


*)  Maandblad  voor  NataorweienBchAppen  1888,  N^  7,  Bot.  JS&Umag 
1888,  N^  15  en  16. 

f)  H.  J.  HAMBüBQsa  in  de  Onderzoekingen  van  het  phjsiologiach 
Laboratorium  te  Utreclit^  3de  Keeks»  IX,  bis.  ÜÜ,  188é. 
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In  meiner  » Methode  zur  Analyse  der  Tun^rkraft**  habe 
ich  herroigehoben,  dass  die  Yemiinderang  der  Dampfspan* 
nung  des  Wassers  durch  darin  geloste  Stoffe,  die  Emiedri- 
gang  des  Dichtigkeitsmaximums  von  Lösungen  und  die  £r- 
niedngnng  der  Temperatar  des  Gefrierens  Erscheinungen 
sind,  welehe  als  Folgen  derselben  osmotischen  Krafte  za  be- 
trachten  sind,  wie  die  Plasmolyse,  und  dass  eine  Verglei- 
chang  der  isotonischen  Coëfficiënten  mit  den  Resultaten  der 
Erforschang  jener  Voi^ange  im  AUgemeinen  zu  einer  Be- 
statigung  der  betreffenden  Gesetze  fuhrt  (1.  c,  S.  522). 

Diese  Bestatigung  ist  nun  durch  die  seitdem  yeröffentlichten 
Besultate  Raoült's  über  die  molekulare  Gefrierpunktsemie- 
drigong  bedeutend  erweitert  worden,  und  etwaige  Zweifel 
über  die  Anwendbarkeit  meiner  Gesetze  auf  andere  als  die 
bisher  untersuchten  Stoffe  werden  durch  eine  Vergleichung 
der  Yon  Baoült  gewonnenen  Zahlen  yöUig  beseitigt.  Auch 
kat  dieser  Forscher  auf  die  Bestimmung  der  Gefrierpunkts- 
emiedrigung  eine  Methode  gegründet,  welehe  die  Ermitte- 
limg  des  Molekulargewichts  für  eine  ausserst  grosse  Beihe 
von  Eorpern  gestattet  und  welehe  ohne  Zweifel  in  den 
meisten  Fallen  den  Vorzug  vor  der  plasmolytischen  Methode 
verdient  *)• 

Die  Verminderung  der  Dampfspannung  des  Wassers  durch 
darin  geloste  Substanzen  ist  im  vergangenen  Jahre  von 
G.  Taiocak  f)  studirt  worden,  und  auch  hier  verhalten  sich 
die  verschiedenen  Substanzen  genau  so  wie  bei  der  Plas- 
molyse und  bei  der  Emiedrigung  des  Gefrierpunktes, 

Schliesslich  finden  alle  diese  Einzeluntersuchungen  ihre 
theoretische  Grundlage  und  ihr  gemeinschattliches  Band  in 
den  Untersuchungen  von  van  't  Hoff  über  die  Grundge- 
setze   der  osmotischen  Spannung  verdünnter  Lösungen,  und 


*)  F.  M.  Raoult,  Methode  universelle  pour  la  déterminaiion  des  poids 
moUeulairet;  Jnnales  de  ehimie  ei  de  pkynqtte,  6de  Serie,  T.  VIII,  p.  29, 
;iaület  1886. 

f)  GusTAV  Tahman,  Die  Dampftensionen  der  Lösungen,  in  Mémoires 
de  PJcad,  d.  Sc,  de  Si.  Pétersbourg,  7de  Série,  T.  XXXY,  N».  9,  1887, 
S.  171. 
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in  dem  von  diesem  Forscher  gelieferten  Nachweis,  dass  die 
Geaetze  von  Boyle,  Gay-Lussac  und  Avooadbo  nicht  auf 
Gase  beschrankt  sind,  sondern  auch  die  sammtlichen  Span- 
nungserscheinungen  in  verdünnten  Lösungen  beherrschen  *). 
Es  kann  somit  die  Berechtigung  der  hier  vorgeschlagenen 
Anwendung  meiner  Methode  keinem  begründeten  Zweifel 
mehr  ausgesetzt  sein. 

Das  MoUkulargewicht  der  Rajffinose. 

Die  im  Vorhergehenden  betonte  Leistungsfahigkeit  der 
plasmolytischen  Methode  wollen  wir  jetzt  durch  ein  Beispiel 
naher  begründen.  Ich  wahle  dazu  die  Raffinose,  und  werde 
zunachst  die  Gründe  auseinandersetzen,  welche  eine  Be- 
stimmung  des  Molekulargewichts  dieses  Körpers  erwünscht 
machen. 

Die  Raffinose  ist  eine  Zuckerart,  welche  im  Jahre  1876 
von  LoisBAU  entdeckt  wurde  in  einer  kristallinischen  Kruste, 
welche  sich  in  der  Raffinerie  von  Sommier  und  Co,  in  Paris 
allmahlig  aus  der  zuckerhaltigen  Mutterlauge  abgesetzt  bat- 
te f).  Sie  unterscheidet  sich  von  anderen  Zuckerarten  durch 
ihren  nur  wenig  sussen  Geschmack  und  durch  ihr  Vermo- 
gen, das  polarisirte  Licht  weit  starker  zu  drehen  als  der 
Rohrzucker. 

Seitdem  wurde  die  Raffinose  erkannt  als  die  Ursache 
einer  bis  dahin  haufig  beobachteten,  aber  noch  nicht  völlig 
aufgeklarten  Erscheinung.  Die  Mei  assen  der  Rübenzucker- 
industrie,  und  namentlich  die  durch  das  Strontianverfahren 
gewonnenen,  wiesen  haufig  im  Polarisations-apparate  einen 
grosseren  Gehalt  an  Zucker  auf  als  100  pCt.  Sie  mussten 
also  eineu  unbekannten,  das  polarisirte  Licht  starker  drehen- 
den  Bestandtheil  enthalten.  Dieser  lange  Zeit  vorlaufig 
als  Plus-Zucker  bezeichnete  Stoff  stellte  sich  nun,  wenigstens 


*)  J.  H.  VAN  't  Eof;,  Lois  de  Péquilibre  chimique  dans  1'état  dilué, 
gazeux  OU  dissous.  —  Kon.  Syensk.  Yetenskap.  Akademiens  Handlinger 
Bd.  21,  N«.  17,  1886  und  JrcAives  NéerL,  T.  XX,  p.  339. 

t)  CompUê  Têndui  1876,  II,  Tom.  32,  p.  1068. 


(5Ï) 

der  Hauptsache  nach,  als  Raffinose  heraus,  and  es  gelang 
ScHEiBLER  ein  einfaches  Yerfahren  anzugeben,  urn  die  Raffi- 
nose aas  diesen  Meiassen  abzuscheiden,  und  in  reiner  kris- 
tallisirter  Form  in  den  Handel  zu  bringeu  *). 

Die  Raffinose  entsteht  nicht  eiwa  wahrend  des  Fabriks- 
proeesses;  sie  kommt  bereits  in  den  Ruben  selbst  vor,  und 
zwar  in  bedeutenderer  Menge,  als  man  nach  dem  Qehalt  der 
Meiassen  annehmen  würde.  Sie  wird  also  bei  der  Zucker- 
gewinnnng  theilweise  zersetzt.  Ausser  in  Ruben  warde  sie 
von  RiCHARDsoN  und  Crampton  im  Weizen  und  von  Sulli- 
WAN  ira  Gerste  aufgefunden.  Sie  wird  demnach  voraussichtlich 
im  Pflanzenreich  wohl  eine  weite  Verbreitung  haben.  Dafür 
spricht  auch  der  Umstand,  dass  neuere  Untersuchungen  ihre 
Identitat  mit  den  aus  anderen  pflanzlichen  Produkten  berei- 
teten  Zuckerarten  Melitose  und  Gossypose  nachgewiesen  haben. 

Die  Melitose  warde  yon  Johnston  aus  der  Aastralischen 
Eucalt/ptus-mannsk  gewonnen  und  von  Berthblot  eingehend 
studirt  f).  Ihre  Identitat  mit  der  Raffinose  wurde  von 
Tollens  und  Rischbiet  entdeckt  und  ausführlich  nachge- 
wiesen §),  welche  Autoren  auch,  wie  wir  bald  sehen  wer- 
den, die  von  Beethelot  aufgestellte  Molekularformel  über- 
nahmen. 

Auf  die  Identitat  der  von  Ritthausek  und  Böhm  aus 
BaumwoUensamenkucheu  gewonnenen  Gossypose  mit  der  Raf- 
finose hatte  Tollens  bereits  früher  hingewiesen,  wahrend 
Scueibler  bald  darauf  den  endgültigen  Nachweis  dafür 
brachte  **). 

Die  Raffinose  muss  somit  eine  im  Pflanzenreich  ziemlich 
weit  verbreitete  Zuckerart  sein. 

Wahrend  ich  für  die  chemischen  Eigenschaften  dieses 
Eorpers  auf  die  betreffende  Literatur,  und  namentlich  auf 
die  ausfuhrliche  und  gründliche  Zusammenstellung  in  Stam- 


*)  C.  ScHEiBLEBf  Berichte  d,  d.  chem.  Oesellêck,  18   S.  1409. 

t)  JoHSSTON,   FAiios,  Magazine  1843,  S.  14;  Bebthelot,  Ann.  Ckim, 
Phyt.,  (3)  T.  46,  p.  66. 

{)  ToLLEHS  und  Rischbiet,  Zeihckr,  /.  Zuckerindustrie,  T.  35,  p.  1030. 

**)  SCHEIBLBB,  Ber.  d.  d,  ehm.  OeselhcA.,  Bd.  18,  8.  1779. 
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mbb's  -» Jahresbericht  über  dü  üntersuchungen  und  ForUchrtiU 
im  Oeeammtgebiete  der  Zuckerfabrikation^^  (Band  XXV,  1885, 
162 — 202),  verweise,  werde  ich  jetzfc  versuchen  eineUeber- 
sicht  desjenigen  zu  geben,  was  zu  den  yerschiedenen  An- 
sichten über  die  Molekularformel  unserer  Zuckerart  Veran- 
lassung  gegeben  hat. 

Bbbthelot  batte  für  seine  Melitose  die  Formel  C|2  Hs^O^i  4~ 
3  Hg  O  au%estellt,  und  zn  derselben  Zusammensetzung  war 
BiTTHAUSEN  ffir  die  Gossypose  gelangt.  Dagegen  hatie 
LoisEAU,  welcher  der  Raffinose  seit  1876  eine  Beihe  giünd- 
licher  Arbeiten  im  Journal  des  fabricants  de  sucre  gewidmet 
hat,  für  diesen  Körper  die  Formel  Cig  H32  O25  +  5  TS^  ^ 
angenommen.  Beide  Formeln  entsprechen  demselben  Resal- 
tate  der  Elementar-analyse,  da  beide  =  n  (Gq  Hj^  O7)  sind, 
indem  n  von  Bebthelot  and  Bitthausbn  =  2,  von  Loi- 
sxAU  =  3  gestellt  wurde.  Die  Entscheidung  hierüber  war 
in  beiden  FaUen  durch  die  Bestimmung  des  Gehalts  an 
Eristnllwasser  gewonnen,  welcher  Gehalt  für  die  erste  For- 
mel 13,64  pGt.,  für  die  zweite  aber  15,15  pOt.  betragt. 

Man  soUte  nun  glauben,  daas  die  Frage  nach  der  Eristall- 
wassermenge  sich  leicht  entscheiden  liesse.  Man  stösst  hierbei 
aber  auf  unerwartete  Schwierigkeiten.  Erwarmt  man  zn 
rasch,  so  schmilzt  die  Substanz  in  ihrem  Eristall wasser, 
und  eine  völlige  Austreibung  dieses  ist  nicht  mehr  za  er- 
reichen.  Weicht  man  dieser  Schwierigkeit  durch  sehr  lang- 
sames  Erwarmen  aus,  so  erhalt  man  bei  100^  G  allerdings 
einen  Wasser  verlust  von  etwa  13 — 14  pGt.,  aber  dieser  wird 
nicht  constant.  Erhitzt  man  bis  zu  120 — 130^  G,  sofangt 
die  Raffinose  an  sich  zu  zersetzen  und  zu  caramelisiren, 
bevor  ein  Gewichtsverlust  von  15,15  pGt.  erreicht  worden 
ist.  Dabei  entsteht  Glucose,  wie  man  mittelst  FEHLiKo'scher 
Lfosung  nachweisen  kann,  denn  die  Raffinose  reducirt  die 
Eupferlösung  nicht. 

SoHEiBLEB  hat  eine  Methode  gefunden,  um  den  Eristall- 
wassergehalt  ohne  jegliche  Zersetzung  genau  zu  bestimmen. 
Er  lasst  die  fein-kristallinische  Substanz  im  Vacuüm  über 
Schwefelsaure  etwa  14  Tage  vortrockneni  und  setzt  <^<^tiw 
die  Operation  im  Wasserbade  bei  100^  G  fort,  bis  ein  vol- 
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]%  coDstantes  Gewicht  eingetreten  ist  Der  Verlost  betrigt 
dann  genaa  15,15  pGt.,  und  Sch£Ibleb  betrachtete  die  Frage 
damit  ak  zu  Gunsten  Loisbaü's  entschieden  *). 

Dim  gegenüber  vertbeidigten  Tollens  und  Risohbubt  die 
Formel  Beethblot's  f  }•  Sie  bebaupten,  ^dass  man  je  nach 
der  Art  des  Trocknens  zu  recbt  verscbiedenen  Formeln  ge» 
kngen  kann*',  dass  mitunter  sogar  ein  Verlust  Ton  mehr 
als  15,15  pOt.  gefanden  sei.  Sie  versuchten  somit  eine 
Bestimmung  anf  rein  chemiscben  Wege,  und  wablten  dazu 
die  Darstellung  des  Natriumderivats.     Dieses  batte  die  Zu- 

sammensetzung  C^^  H^i  Na  O^^  C=^  ^-^^  P^^*  ^^)*  ^^^^ 
C^  H22  On  Na  OH  (6.02  pGt.  Na),  und  entscbied  also  f&r 
die  Formel  C13  H^a  O^  +  3  H»  O. 

Als  die  genannten  Verfasser  ibre  Untersucbungen  über 
die  chemiscben  Eigenscbaften  der  Bafi^ose  fortsetzten,  ge- 
langten  sie  aber  allmablig  zu  der  Ansicbt,  dass  die  Mole- 
küle  dieser  Verbindung  wahrscheinlicb  grosser  seien,  als 
dieser  Formel  entsprecben  würde,  ja  sogar  grSsser  als  von 
LoisKAU  und  ScHBiBLBR  augenommeu  wurde.  Mancbes  scbien 
daraof  bin  zu  deuten,  dass  die  Raffinose  sicb  den  böber  in 
der  Reibe  stebenden  Stoffen,  wie  Amylodextrin  und  Inulin 
nahert,  da  sie  sicb  in  vielen  Hinsicbten  diesen  abnlicb  ver- 
lialt.  Namentlicb  das  Verbalten  gegenüber  Salpetersaure 
fohrte  zu  diesem  Scblusse,  denn  es  entsteben  dabei  22 — 23  pCt. 
Scbleimsaure«  Dieses  ist  aus  dem  Formel  0^2  H22  Oj^  -|-  3  H2  O 
nicht  zu.  erklaren,  wobl  aber  aus  C^g  H32  O^^  +  5  H2  O 
oder  deren  Polymeren,  wenn  man  annimmt,  dass  darin  eine 
Galaciose-gruppe  G5  Hx2  O5  yorbanden  ist,  oder  doch  durcb 
die  Einwirkung  der  Saüre  daraus  entsteben  kann. 

Urn  nun  sowobl  dieser  letzteren  Reaction,  als  dem  Na- 
trimnderivate  und  endlicb  aucb  dem  Kristallwassergebalt 
von  15.15  pOt.  zu  genügen,  scblagen  die  beiden  genannten 
Forscher  yor,  die  Formel  Loiskau's  zu  verdoppeln  und  das 
Molekül  der  RafiSnose  als  der  Formel  C^qR^O^^+  IOH2O 
entsprecbend  zu  betrachten. 


•)  L  o.  8.  181—191. 

t)  2cU^A.  y.  Zuckerimduiirie,  T.  35,  S.  1030. 
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In  einer  spateren  ausföhrlicheren  im  Jahre  1886  erschie- 
nenen  Arbeit  halten  sie  diese  Meiniing  aufrecht,  indem  sie 
sagen  >Die  Formel  C30H04O32  +  10  Hg  O  ist  diejenige, 
welche  allen  bekannten  Thatsachen  genügfc'*  *)• 

üeber  die  Molekularfomiel  der  Raffinose  liegen  also  der- 
zeit  die  drei  folgenden  Ansichten  vor  f) : 

KriBUllwMSer*      Molekalar- 
gehalt.  gewichf. 

l.C„H„0,i4-  8H,0  13.6ipCt.  396       Berthelot und Ritthausbm. 

S.  CigHssOie-f-  SUjO  15.15     u  50:^       Loiseau  und  Scueiblek. 

S-CjelIe^Ojj-flOHjO  1515     ,  1188       Tollens  und  Rischbibt. 

Diese  Formeln  entsprechen  derselbcn  elementaren  Zusam- 
mensetzung  der  kristallisirten  Substanz,  tragen  aber  ver- 
schiedenen  Bestimmungen  des  Kris tall wassergehaltes  und 
verschiedenen  chemischen  Reactionen  Rechnung. 

Bestimmung  des  Afolekulargewichts  der  Rafinose 
nach  der  plasmolytischen  Methode, 

Um  zu  einer  Entscheidung  über  die  schwebende  Frage 
zu  gelangen,  wollen  wir  jetzt  den  Satz  anwenden,  dass  or- 
ganüche  Karper  in  verdünnieii  Lösungen  bei  derselben  ma^ 
lekularen  Concentration  anndhemd  dieselbe  osmotische  Spannuttg 
besitzen.  Dieses  Uesetz  ist  ein  Theil  meines  ersten  Gesetzes 
f ür  die  isotonischen  Coëfficiënten  §),  und  zwar  derjenige  Theil, 
welcher  sich  auf  die  erste  der  dort  unterschiedenen  Gruppen, 
diejenige  der  organischen  metallfreien  Verbindungen  bezieht. 

Wir  haben  also  die  osmotische  Spannung  verdünnter 
Lösungen  Yon  Raffinose  zu  yergleichen .  mit  deui  analogen 
Werthe  für  irgend  eine  andere  organische  Substanz,  und 
wahlen  dazu  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  den  Rohrzu- 
cker^  als  einen  genau  bekannten,  und  mit  der  Raffinose  am 
nachsten  verwandten,  also  am  besten  vergleichbaren  Stoff. 

Wir  haben  also  zu  erforschen,  bei  welchen  Concentrati- 
onen  die  Lösungen  beider  Substanzen  denselben  isotonischen 


*)  ZeiUchr.  /  RübenzuckeriHdustrie,  T.  36,  S.  214. 

f)  Mau   vergleiche  aucli   die   Uebcrsicht  von  Lipfm akn  über  diescn 
Streil  in  W.  39  der  Deutschen  Zuckerindustrie  (1885). 

\)  Pringsheim's  Jahrbüeher,  Band  XIV,  S.  5U. 
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Werth,  d.  h.  dieselbe  osmotische  Spannung  besitzeni  denn 
solche  LosuDgen  werden  pro  Liter  annahernd  dieselbe  An« 
zaU  7on  Molekülen  enthalten.  Es  reicht  hin,  'f&r  eine 
Concentration  des  Rohrzuckers  die  damit  isotonische  Con- 
centration  der  Raffinose  zu  ermij^teln. 

Als  Indicator  wahlen  wir  die  Erscheiuung  der  Plasmolyse. 
In  Losungen,  welche  geringere  Anziehung  für  Wasser  haben 
als  der  Zellsaft  der  betreffenden  Zeilen,  wird  sich  der  den 
Saft  umschliessende  Protoplast  nicbt  von  der  Zellhaut  ab- 
heben,  in  hype riso ton ischen  *)  Losungen  wird  solches  wohl 
der  Fall  sein.  Die  auf  der  Grenze  stehende  Concentration 
wird  offenbar  mit  dem  Zellsaft  isotonisch  sein;  bat  man 
diese  >  plasmoljtische  Grenzlösiing'*  für  zwei  Substanzen 
ermittelt,  so  sind  diese  Losungen  auch  unter  sich  isotonisch. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  eine  Pflanze  und  ein  Gewebe  zn 
wahlen,  in  denen  in  Tausenden  von  Zeilen  die  Grenze  bei 
genau  derselben  Concentration  überschritten  wird,  und  diese 
Erscheinung  sich  leicht  und  mit  voller  Scharfe  beobachten 
lasst.  Öolches  ist  aber  bei  den  sogenannten  Indicatorpflan- 
zen  der  Fall  f).  Unter  diesen  wahlte  ich  die  Tradescaniia 
discolor^  und  zwar  die  violette  Oberhaut  auf  der  Unterseite 
des  Mittelnerven  ausgewachsener  Blatter.  Dieses  Gewebe 
ist,  wie  meine  früheren  Untersuchungen  lehrten,  für  ahn- 
liche  Zwecke  durchaus  zuverlassig. 

Ich  habe  nun  in  verschiedenen  Versuchen  die  plasmoly- 
tische  Grenzconcentration  des  Rohrzuckers  für  dieses  Ge- 
webe, und  den  ihr  jedesmal  entsprechenden  analogen  Werth 
für  die  Raffinose  bestióimt.  Aus  diesen  Zahlen  lasst  sich, 
nach  dem  angeführten  Gesetze,  das  Molekulargewicht  der 
Raffinose  ohne  Weiteres  berechnen. 

Da  die  oben  mitgetheilten  Zahlen  für  das  Molekularge- 
wicht der  Raffinose  sehr  weit  auseinander  liegen,  müsste 
ich  durch  einen  Vorversuch  zuuachst  entscheiden,  welche  von 
ihnen  der  Wahrheit  am  nachsten  entsprach,  ehe  ich  an  die 


*)  Hamburger   ia    Onderzoekingen  van  hl  Physiologisch  Laboratorium 
te  Utreckt,  3e  Reihe,  Bd.  X,  S.  49,  188C. 

t)  Peikohkih's  Jahrbücher,  Bd.  XIV,  S.  444^. 
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genaue  Ermittelung  herantreten  konnte.  Ich  bin  dabei  von 
folgender  Berechnung  ausgegangen. 

Eine  Lösung  von  0.22  MoL  Rohrzucker  pflegt  in  den 
erwahntea  Zeilen  von  Tradescantia  discolor  einen  schwachen 
Grad  von  Plasmolyse  heryorzurufen.  Eine  Lösung  von  0.22 
Mol.  Raffinose  muss  sich  also,  nach  dem  obigen  Gesetze, 
gleich  yerhalten.  Eine  solche  Lösung  enthalt  aber,  je  nach- 
dem  man  eine  der  drei  Formeln  annimmt,  0.22  X  396, 
0.22  X  594  oder  0.22  X  1188  Gramm  pro  liter,  ihre  Con- 
centration  ist  demgemass  8.7,  13.1  oder  26.1  pGt.  der  kris- 
tallwasserhaltenden  Substanz.  Icli  bereitete  mir  nun  eine 
Lösung  von  13.1  pCt.  und  brachte  in  diese  ein  Praeparat 
des  nabmhafb  gemachten  Gewebes.  Ist  das  Molekularge- 
wicht  =  396,  80  muss  darin  eine  sehr  starke  Plasmolyse 
eintreten;  ist  es  =  594,  so  muss  diese  Erscbeinung  in  scliwa* 
cherm  Grade,  und  bei  einem  Molekulargewicht  von  1188 
muös  sie  gar  nicht  eintreten.  Nach  4  Stunden  zeigte  sich, 
dass  der  zweite  Fall  vorlag;  in  sammtlichen  Zeilen  war 
der  Protoplast  an  einer  kleinen  Ecke  von  der  Zellhaut 
abgehoben.  Nur  die  Ansicht  von  Loiseaü  und  Scheiblbr 
konnte  also  richtig  sein.  Zur  Controle  machte  ich  noch 
eine  Lösung  Ton  26.1  pCt. ;  in  dieser  war  nach  vier  Stan- 
den die  Plasmolyse  so  stark,  dass  die  Protoplaste  sich  bis 
auf  etwa  die  Halfte  ihres  ursprünglichen  Yolumens  contra- 
hirt  hatten.  Diese  Lösung  batte  also  eine  etwa  doppeltso 
grosse  Spannkraft  wie  der  Zellsaft,  was  mit  dem  Besnltaie 
des  ersteren  Yersuches  übereinstimmt. 

Für  die  genaue  Bestimmung  der  osmotischen  Spannkraft 
der  Raffinose  stellte  ich  mir  zwei  Reihen  von  Lösungen  her. 
Die  erste  von  reinem  Eandiszucker ;  diese  wurden  der  ein- 
facheren  Berechnung  halber  gleich  nach  Grammolekülen 
(=  342  Gramm)  pro  Liter  gewahlt,  und  zwar  in  Concen- 
trationen  von  0.16— 0.18— 0.20— 0.22— 0.24  und  0.26  Mo- 
lekül.  Für  die  zweite  Reihe  machte  ich  die  Lösungen  nach 
Prozeuten  der  kristallwasserhaltenden  Substanz.  Sieenthiel- 
ten  9,  10,  11,  12,  13  und  14  pOt.  Raffinose.  Für  jeden 
Versuch  wurde  von  jeder  dieser  Lösungen  2 — 5  CCm.  in 
einen  kleinen  Glascilinder  gebracht  und  mit  einem  Praeparat 
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BUS  der  noletten  Oberfaant  dea  Blattnerren  toq  Tradeieaniia 
dtKolor  beschickt.  Und  zwsr  wuiden  die  Praeparate  in 
jedem  VersnclL  einem  und  demselben  Blatte  entnommen, 
nnd  aas  diesem  io  möglichet  geringer  Entfemnng  von  ein- 

ander  gesclinitten.  Beuachbarte  Schnitte  kamen  dabei  stets 
in  nahezu  isotoniache  Lösungen,  urn  die  Vergleiehbarkeit 
eine  möglichst  vollslandige  zu  mauheo. 

Jeder  Versuch  dauerte  4  Stunden.  Dann  wurden  die  Prae- 
parate unter  dem  Mikroskop,  bei  etwa  100-maliger  Ver- 
grSaseruDg  untersuclit.  Nach  weiteren  zwei  bia  vier  Ston- 
den wiederholte  ich  diese  Priifung  und  überzeugte  mich  in 
jedem  einzelnen  Fall,  dasa  die  gesuchte  Grenze  sieh  nicht 
rerschoben  hatte. 

Die  Reaultate  der  vier,  mit  verschiedenen  Blattern  aus- 
geföbrten  Yersuche  enthalt  die  folgende  Tabelle.  Am  Eopfe 
der  eiazelnen  Spalten  findet  man  die  Co  neen  tra  t  ionen  der 
Lösungen  in  obiger  Weiae  ausgedriickt.  Ea  bedentet  I.  C. 
die  sich  aua  dem  Versuch  ergebende,  mit  dem  Zellsat't  iso- 
tonische  Concentration.  Das  Verhültniaa  dieaer  beiden  Zahlen, 
durch  10  dividirt,  gibt  die  mit  0.1  Mol.  Rohrzucker  iao- 
tonische  Concentration  der  Raffinose  in  pCt. 

Eb  bedentet  femer :  n  keine  Zelle  plasmolyairt,  fip  etwa 
die  Balfte  der  Zeilen  und  p  sammtliche  Zeilen  plaamoly- 
■irt.  Die  mit  n  bezeichneten  Löauugeu  waren  also,  in  Bezug 
anf  dem  Zellsaft  hypiaotoniach,  die  durcb  hp  angedeuteten 
iflotonisch,  und  die  einen  p  filhrenden  hyperisotonisch. 

lm  LJebrigen  vergleiche  man  Qber  die  Bedeutung  solcher 
Tabellen  meine  oben  citirte  Arbeit  *). 
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•)  FaoiQBZiM's  JaArèiei»,  Bd.  XIV,  8.  450-465. 
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lm  Mittel  ist  also  die  mit  0.1  Mol.  Rohrzucker  isoto- 
nische  Ooncentration  der  Raffinose: 

=  5.957  pCt. 

Zu  bemerken  ist,  dass  diese  Zahl  eine  rein  empirische 
ist,  und  dass  zu  ihrer  Ermittelung  keine  theoretische  Vor- 
aussetzung  erforderlich  war. 

Um  mich  voii  der  Zuverlassigkeit  des  erhaltenen  Resal- 
tates  noch  weiter  zu  überzeugen,  habe  ich  noch  einige  Con- 
trollversuche  nach  genau  derselben  Methode  gemacht.  Erstens 
habe  ich  die  Versuche  wiederholt  mit  einer  im  hiesigen 
chemischen  Laboratorium  aus  Baumwolie  dargestellten  Raf- 
finose, welche  nicht  so  schön  kristallisirt  und  nicht  so  toI- 
lig  aschenfrei  war  als  das  oben  benutzte,  aus  dem  Handel 
bezogene  iluster.  Zweitens  habe  ich  die  Versuche,  welche 
bei  15®  C  gemacht  waren,  bei  etwa  0^  C  wiederholt.  Drit- 
tens  habe  ich  statt  der  Tradescantia  discolor  die  Degonia 
manicata  als  Indicatorpflanze  benutzt.  In  allen  diesen  Yer- 
suchen  fand  ich  das  mitgetheilte  Resultat  bestatigt,  da  die 
Concentrationen  der  Raffinose,  welche  mit  0.1  Mol.  Rohr- 
zucker isotonisch  waren,  nur  uncrheblich  von  der  obigen 
Zahl  abwichen.  Da  die  Versuche  aber  nur  zur  Controle, 
und  also  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  ausgeführt  wur- 
den,  unterlasse  ich  es,  auf  die  erhaltenen  Zahlen  naher  ein 
zu  gehen. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  aus  dem  rein  empiri- 
rischen  Resultate  unserer  Versuche  das  Molekulargewicht 
der  Raffinose  zu  berechnen,  so  haben  wir  darauf  das  im 
Anfange  citirte  Gesetz  anzuwenden.  Dieses  lehrte  uns,  dass 
die  mit  0.1  Mol.  Rohrzucker  isotonischen  Lösungen  anderer 
organischer  Verbindungen  gleichfalls  im  Liter  annahemd 
0.1  Molekül  enthalten  mussen. 

Hieraus  folgt,  das  für  Raffinose,  annahemd: 

5.957  pCt.  —  0.1  Mol.  pro  Liter 
ist. 

Das  Molekulargewicht  der  Raffinose  ist  also  annahemd 

=  595.7. 
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Die  Ton  den  versclieidenen  Fonueln  geforderten  Moleku- 
laigewichte  waren  aber: 

C12H22O11+    3  Hg  O 396 

Ci8H8aOie+    ^^^0 594 

CseHe^Oag+lOHaO 1188 

Wir  finden  also  mit  der  zweitgenannten  Formel  eine  selir 
genügende  Uebereinstimmung.  £3  folgt  daraos  aber,  daas, 
nach  dem  Gesetze  der  isotoniachen  Coëfficiënten,  nur  diese 
Yon  LoisEAU  aufgestellte  nnd  Yon  Scheibl£b  in  so  überzen- 
gender  Weise  yertbeidigte  Formel  die  ricbidge  sein  kann« 
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HET   LINEAIRE   COMPLEX 
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CONGRUENTIE  (1,1) 


DOOB 


P.  H.  SCHOLTE. 


Onder  een  complex  van  den  n^^  graad  verstaat  men  een 
drievoudig  oneindig  aantal  lijnen  zoo  in  de  ruimte  gegeven, 
dat  er  door  elk  willekeurig  punt  P  in  elk  willekeurig  door 
dit  punt  aangenomen  vlak  n  een  aantal  n  dier  lijnen  gaan. 
Hieruit  volgt  dan,  dat  de  door  een  punt  P  gaande  lijnen 
van  het  complex  een  kegel  van  den  n^®^  graad  vormen  en 
de  in  een  vlak  n  liggende  Ignen  van  het  complex  een 
kromme  van  de  n^®  klasse  omhullen;  deze  kegel  heet  de 
complexkegel  van  het  punt  P  en  deze  kromme  de  compleX' 
kromme  van  het  vlak  n. 

Onder  een  congruentie  («i,  n)  verstaat  men  een  tweevou- 
dig oneindig  aantal  Ignen  zoo  in  de  ruimte  gegeven,  dat  er 
m  dezer  lijnen  door  elk  willekeurig  punt  P  gaan  en  n  dezer 
lijnen  in  elk  willekeurig  vlak  n  liggen ;  van  deze  getallen 
heet  m  de  grcuid  en  n  de  klaeee  van  de  congruentie. 

Volgende  bladzijden  zullen  eerst  een  meetkundige  behan- 
deling bevatten  van  het  eenvoudigste  complex,  het  complex 
van  den  eersten  graad  of  het  lineaire  complex^  en  van  de 
eenvoudigste  congruentie,  de  congruentie  (1)1).  Daarbg  zul- 
len uitsluitend  bekende  uitkomsten  verkregen  worden,  maar 
langs  een  meer  rechtstreekschen  w^,  die  bg  het  onderzoek 
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van  hei  lineaire  complex  geen  kennis  van  de  theorie  der 
reciprociteit  in  de  ruimte  onderstelt  en  bij  de  beschouwing 
Tan  de  congruentie  (14)  onafhankel^k  blgft  van  de  theorie 
van  het  lineaire  complex.  En  daarna  zullen  eenige  nieuwe 
nitkomsten  verkregen  worden  door  beide  vormingen  in  ver- 
band met  elkaar  te  beschouwen. 


I.     Het  lineaiue  complex. 

1.  Is  het  complex,  dat  we  beschouwen,  een  lineair  com- 
plex, dan  herleidt  zich  de  coraplexkegel  van  elk  punt  P 
tot  een  vlak  door  P,  het  complexvlak  tc  van  P,  en  de  com- 
plexkromme  van  elk  vlak  n  tot  een  stralenbundel  van  lij- 
nen door  een  punt  in  tt,  het  complexpunt  P  van  tt.  Daar 
dit  geen  verwarring  veroorzaken  kan,  vervangen  we  kort- 
heidshalve de  namen  complexpunt,  complexvlak  en  Ign 
van  het  complex  door  pool^  poolvlak  en  straaL 

2.  Ligt  het  punt  Q  in  het  poolvlak  n  van  het  punt  P, 
dan  ligt  P  ook  in  het  poolvlak  <p  van  Q.  Want  als  Q  in 
het  poolvlak  n  van  P  ligt,  is  PQ  een  straal  en  als  PQ 
een  straal  is,  ligt  P  ook  in  het  poolvlak  q>  van  Q. 

Indien  men  op  de  willekeurige  lyn  V  (fig.  1)  twee  pun- 
ten P  en  Q  aanneemt,  van  deze  punten  de  poolvlakken 
TT  en  9  zoekt  en  de  doorsnee  dezer  vlakken  l"  noemt,  dan 
zal  een  willekeurig  punt  R  van  Z"  volgens  de  juist  bewe- 
zen stelling  het  vlak  {R  V)  en  evenzoo  een  willekeurig  punt 
S  van  /'  het  vlak  {S  Z")  tot  poolvlak  hebben.  Omdat  in  het 
algemeen  het  poolvlak  van  een  willekeurig  punt  van  een 
der  l^nen  V  en  Z"  dus  het  vlak  door  dit  punt  en  de  andere 
lijn  is,  noemt  men  lynen  als  V  en  l"  weerkeerige  poollijnen 
van  het  complex.  Van  zulk  een  lijnenpaar  kan  men  bij  een 
bepaald  complex  steeds  een  der  twee  willekeurig  aannemen ; 
de  andere  is  dan  bepaald. 

Elke  Ign,  die  twee  weerkeerige  poollijnen  sngdt,  is  een 
straal  En  elke  straal,  die  van  twee  weerkeerige  poollenen 
er  een  sn^dt,  sn^dt  ook  de  andere. 

6* 
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a).  Wat  men  hier  b^  stralen  en  weerkeerige  poollignen  ont- 
moet, herinnert  aan  de  verhouding  tusschen  bestaanbare  en  toe* 
gevoegd  onbestaanbare  lijnen.  Even  als  elke  bestaanbare  lijn, 
die  van  twee  toegevoegd  onbestaanbare  lijnen  er  een  ontmoet,  dit 
ook  de  andere  doet,  sn^dt  elke  straal,  die  van  twee  weer- 
keerige pooll^jnen  er  een  ontmoet,  ook  de  andere.  In  dit  opzicht 
speelt  de  viervoudige  oneindigheid  van  bestaanbare  lijnen  in  het 
achtvoudig  oneindige  gebied  der  onbestaanbare  lijnen  tegenover  de 
paren  van  toegevoegd  onbestaanbare  1^'nen  dezelfde  rol,  die  in 
het  lineairo  complex  de  stralen  met  betrekking  tot  de  paren  van 
weerkeerige  poollenen  vervullen.  Maar  terwijl  in  het  complex 
elke  lijn,  die  twee  weerkeerige  poollijnen  sn^'dt,  een  straal  is^zal 
elke  lijn,  die  twee  toegevoegd  onbestaanbare  lignen  snijdt,  nog 
geen  bestaanbare  lign  behoeven  te  z^n. 

b).  De  namen  pool,  poolvlak  en  weerkeerige  poollijjnen  z^n 
aan  de  theorie  der  reciprociieit  ontleend,  met  welke  het  lineaire 
complex  in  nauw  verband  staat.  Zoo  als  men  weet,  noemt  men 
twee  ruimtestekels  reciprook,  als  met  een  punt  van  het  eene 
een  bepaald  vlak  van  het  andere  en  met  punten  in  een  vlak  vau 
het  eene  bepaalde  vlakken  door  een  punt  van  het  andere  over- 
eenkomeui  als  dus  met  punt  en  vlak  van  het  eene  vlak  en 
punt  van  liet  andere  overeenstemmen.  Heeft  daarb^  invotuüe 
plaats,  d.  w.  z.  komt  met  elk  willekeurig  punt  F  hetzdfde 
vlak  «•  overeen,  tot  welk  der  beide  stelsels  men  F  ook  laat 
behooren,  dan  heeft  men  met  een  pooUUUel  in  de  ruimte  te 
doen  en  zijn  de  beide  ruimtestelsels,  die  het  samenstellen,  eikaars 
weerkeerige  poolfignren  met  betrekking  tot  een  bestaanbaar  of 
onbestaanbaar  oppervlak  van  den  tweeden  graad;  tenz^*  het  ge- 
beuren mocht,  dat  elk  punt  in  zijn  poolvlak  ligt,  welk  bijzon* 
der  geval  zich  b^  het  lineaire  complex  voordoet.  Dit  bijzondere 
poolstelsel  is  door  Möbius  een  nuUteUél  genoemd.  Op  dit  nul- 
stelsel komen  we  later  terug  (nrt  W), 

Omtrent  de  stelkundige  behandeling  van  de  complexen  van 
eersten  en  tweeden  graad  verw^'zen  w^*  in  de  eerste  plaats  naar 
Flueckeb's  Neue  Geometrie  deê  Raumes  gegründet  auf  die  Be- 
irachtfmg  der  geraden  Linie  aU  Uaumélemewt^  in  1868  door  F. 
Klein  b^  Tbubneb  uitgegeven.  In  dit  werk  maakt  Pluxckxb 
gebruik  van  lyncoördinaten.  Deze  treden  echter  daarin  nog  niet 
op  in  den  meest  algemeenen  vorm,  waarin  men  ze  vindt  in  Klbiü's 
dissertatie  en  in  enkele  verhandelingen  van  lateren  tgd.  Men 
ve^el^ke  b^v.  den  herdruk  van  Klein's  dissertatie  in  deel  XTIfT 
van  de  Mathemaiiecke  Annalen. 

Voor  de  meetkundige  behandeling  van  het  lineaire  complex 
kan  men  Th.  Rite's  Geometrie  der  Lage  raadplegen.    Van  deze 


(  69) 

afiddiDg  zal  wat  hier  gegeven  wordt  slecliU  in  soorer  a^rigkeo, 
dat  het  zich  zelfstandig  ontwikkelt  uit  de  bewezen  betrekking 
tuaaohen  weerkeerige  poollenen  en  stralen  en  geen  f^bmik  maakt 
Tan  uitkomsten  verkregen  door  de  theorie  der  reoiprociteit,  die 
evenzeer  uit  de  in  den  aanvang  van  dit  artikel  bewezen  stelling 
wordt  opgetrokken.  Bij  deze  w^ze  van  voorstelling  zullen  we  ge- 
noodzaakt zijn  voorloopig  aan  te  nemen,  dat  er  een  lineair  oom- 
plex  bestaat  om  dan  eerst  later  na  te  gaan  hoe  men  het  verkrggt 
(art.  8*). 

c).  Behooren  b^  de  vier  niet  in  een  vlak  gelegen  punten  A^ 
Bf  C,D  de  dan  ook  niet  door  een  punt  gaande  Y]êkktnchP>y»it 
dan  zgn  de  twee  viervlakken  ABC D  en  »fiyi  elkaar  tege» 
l^kertijd  in-  en  omgeschreven.  Terw^l  nl.  ^  in  «  ligt,  enz.,  gaat 
het  vlak  {BCD)  door  het  punt  O  7  ^),  enz.;  want  de  lijnen, die 
het  punt  (fiy  S)  met  B^  C,  D  verbinden,  z^n  door  dit  punt  gaande 
stralen  en  liggen  das  in  het  poolvlak  van  (fi  y  l\  enz. 

Men  vergelijke  MöBiua  (Crslle'b  Jtmmal^  III^  blz.  278  ea 
NsuBSBG  {Mémoires  de  la  Société  royale  dee  edeneei  de  Liège^ 
2de  reeks»  XI.) 

3.  De  onderstelling,  dat  twee  weerkeerige  poollgnen 
elkaar  sngden,  voert  tot  een  bgzonder  geval  van  het  lineaire 
complex. 

Zgn  nl.  de  lignen  t  en  t^  (fig.  2)  twee  in  het  vlak  it 
gelden  weerkeerige  pooUgnen,  dan  zal  n  het  poolvlak  zijn 
van  elk  punt  P'  van  V  en  van  elk  punt  P"  van  t\  Daar- 
uit zal  dan  volgen,  dat  elke  Ign  PP*  van  n  straal  is  en 
n  dus  poolvlak  is  van  elk  zijner  punten. 

Is  nu  JT  (fig.  3)  een  vlak,  dat  poolvlak  is- voor  al  zgn 
punten  P,  9  het  poolvlak  van  een  willekeurig  buiten  n 
aangenomen  punt  Q  en  a  de  sn^Lgn  van  n  en  9,  dan  is  a 
de  weerkeerige  pooUgn  van  PQ.  Wgl  nu  bg  verplaatsing 
van  P  in  TT  blgkt,  dat  elke  willekeurige  Ign  P  Q  door  Q  de 
Ign  a  tot  weerkeerige  poollgn  beeft  en  bet  poolvlak  o  van 
elk  willekeurig  punt  R  dus  door  a  gaat,  is  bet  complex  de 
vereeniging  van  alle  Ignen,  die  a  sngden.  Werkelijk  voldoet 
die  verzameling  van  Ignen  aan  de  van  bet  lineaire  complex 
gegeven  bepaling.  We  noemen  zulk  een  lineair  complex  een 
oneigetilijk  complex  en  de  Ign,  die  door  al  zijn  stralen  ge- 
sneden wordt,  zgn  ae.     logt  deze  as  in  bet  oneindige,  dan 
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bestaat   het    complex    uit   alle    Ignen    evenwgdig    aan  een 
zelfde  vlak. 

a).  We  noemen  het  bgzondere  complex  een  oneigenl^k  en  niet 
een  ontaard  complex,  omdat  onder  een  ontaard  complex  van  hoo- 
geren  graad  in  overeenstemming  met  het  begrip  van  ontaarde 
kromme  een  complex  verstaan  wordt,  dat  zich  in  complexen  van 
lageren  graad  splitst 

b).  Hadden  we  er  boven  de  aandacht  op  gevestigd,  dat  het 
sn^punt  F  (fig.  2)  van  twee  elkaar  snijdende  weerkeerlge  pool- 
lijnen  pool  is  van  elk  door  dit  punt  gebracht  vlak,  dan  zonden 
we  gevonden  hebben,  dat  de  polen  van  alle  vlakken  op  een  be- 
paalde lijn  a  moeten  liggen  en  het  complex  dus  langs  dien  w^ 
ook  gebleken  zi|jn  te  bestaan  uit  alle  l^nen,  die  een  zekere  Lgn 
a  snijjden,  enz. 

Sluiten  we  het  bgzondere  geval  van  het  oneigenlijke  com- 
plex voorloopig  uit,  dan  kannen  twee  weerkeerige  pooUgnen 
elkaar  dus  niet  sngden.  Hieruit  volgt^  dat  de  weerkeerige 
pooU^n  van  een  straal  8  met  8  moet  samenvallen.  Is  nL 
P  een  punt  van  «,  dan  zal  het  poolvlak  n  van  P  door  s 
gaan.  En  nu  voert  de  onderstelling,  dat  de  in  n  gelegen 
weerkeerige  poollgn  van  8  verschilt  van  «,  tot  het  oneigen- 
l:gke  complex.  Bij  het  algemeene  lineaire  complex  zullen 
twee  weerkeerige  pooUijnen  derhalve  óf  elkaar  kruisen,  öf 
in  een  straal  samenvallen. 

c).  In  dit  opzicht  wigkt  het  lineaire  complex  af  van  het  poel- 
stelsel  in  de  ruimte.  Want  bij  het  laatste  vormen  twee  toege- 
voegde raaklijnen  aan  het  ordeoppervlak  van  den  tweeden  graad, 
dat  de  reciprociteit  beheerscht,  twee  elkaar  snijdende  weerkeerige 
poollijnen.  En  in  dit  opzicht  verschilt  het  lineaire  complex  ook 
van  het  viervoudig  oneindige  gebied  der  onbestaanbare  ügnen. 
Want,  zooals  bekend  is,  kunnen  toegevoegd  onbestaanbare  lijnen 
een  punt  gemeen  hebben,  dat  dan  even  als  het  vlak  door  beide 
Lgnen  altijd  bestaanbaar  is. 

Omtrent  de  wijze  van  samen  valling  van  twee  weerkeerige  pool- 
lijnen in  een  straal  vergelijke  men  art.  16^. 

In  zgn  Geometrie  der  Lage  noemt  Tü.  Bj&ye  de  onbestaan- 
bare l^nen  met  een  bestaanbaar  punt  imagindre  Geraden 
erster  Art  en  die  zonder  bestaanbaar  punt  imagindre  Gera- 
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dm  zweiter  Art.  Dit  is  in  zoover  minder  logisch  als  de 
groepen  niet  gelgkwaardig  z^n,  maar  de  eerste  een  onder- 
afdeeling  vormt  van  de  tweede. 

d).  Men  vindt  de  coördinaten  der  weerkeerige  pooll^n  eener 
gegeven  l^n  op  de  meest  eenvoudige  w^  in  die  der  gegeven  l^n 
uitgedralct  in  Th.  Bbte's  verhandeling  Ueber  lineaire  und  qua- 
drtdische  Strahleneomplexe  und  ÖompUxengewéie  (Ckelle's  Jour* 
nol  XCF,  blz.  330). 

Uit  liet  bovenstaande  volgt,  dat  het  algemeene  lineaire 
complex  geen  vlak  bevat,  dat  poolvlak  is  voor  meer  dan 
een  z^ner  punten.  Want  is  een  vlak  poolvlak  voor  twee 
zgner  punten,  dan  is  het  dit  voor  al  z^n  punten  en  deze 
onderstelling  leidt  tot  het  oneigenlgke  complex.  En  even- 
min kan  het  algemeene  lineaire  complex  een  punt  bevatten, 
dat  pool  is  voor  meer  dan  een  der  door  dit  punt  gaande 
vlakken.  Want  is  een  punt  pool  voor  twee  der  door  dit 
punt  gaande  vlakken,  dan  hebben  alle  vlakken  door  dit 
pxmt  in  dit  punt  hun  pool  en  ook  deze  onderstelling  leidt 
tot  het  oneigenlgke  complex.  Beide  opmerkingen  laten  zich 
vereenigen  in  de  stelling,  die  zegt,  dat  het  algemeene  com- 
plex geen  uitzonderingselementen  toelaat. 

e).  Met  het  oog  op  de  bepaling  vp.n  het  lineaire  complex  kan 
het  den  oningewijde  overbodig  schgnen  het  bewijs  van  het  ont- 
breken der  uitzonderingselementen  te  leveren.  Het  is  dit  echter 
niet.  Want  bij  het  oneigenl^ke  complex,  dat  toch  ook  alt^d  een 
lineair  complex  is,  komen  deze  uitzonderingselementen  wel  voor; 
daar  zijn  alle  punten  der  as  en  alle  vlakken  door  de  as  uitzon- 
deringselementen. Bovendien  komen  uitzonderingselementen  van 
geheel  denzelfden  aard  blQ  complexen  van  hoogeren  graad  voor. 
Wijl  de  complexkegels  en  complexkrommen  daar  geen  vlakken 
en  punten  zijn,  maar  kegels  van  den  n^«B  graad  en  krommen 
van  de  n^^  klasse,  zal  een  punt  P  daar  uitzonderingspunt  z^'n, 
als  de  complexkromme  van  elk  vlak  ^  door  P  bestaat  uit  het 
als  kromme  van  de  eerste  klasse  beschouwde  punt  P  en  een 
kromme  van  de  n — 1"*®  klasse,  en  evenzoo  een  vlak  ^  uitzonde- 
ringsvlak  wezen,  als  de  complexkegcl  van  elk  punt  P  van  dit 
vlak  zich  in  dit  vlak  en  een  kegel  van  den  »— laten  graad  splitst. 
Deze  uitzonderingselementen  heeten  dan  hoofdputU  en  hoofdvlak. 
£n    doet   zich  het  geval  voor,  dat  een  punt  als  kromme  van  de 
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èente  klasse  A-maal  tot  de  oomplexkromme  van  elk  door  dit 
punt  gaand  vlak  behoort,  of  dat  een  vlak  it-maal  deel  uitmaakt 
van  den  complexkegel  van  elk  z^'ner  punten,  dan  spreekt  men 
van  een  k»voudig  hoofdpunt  en  een  h-voudig  hoofdvlak.  Zoo  heeft 
het  onder  den  naam  van  ietraèdraalcomplex  bekende  complex  van 
den  tweeden  graad  (Th.  Hete,  die  Geometrie  der  Lage)  de  hoek- 
punten en  zijvlakken  van  een  viervlak  tot  enkelvoudige  hoofd- 
punten en  hoofd  vlakken.  Zoo  speelt,  als  P  en  P'  isogonaal  ver- 
want z\jn  met  betrekking  tot  een  viervlak,  dit  viervlak  geheel 
dezelfde  rol  ten  opzichte  van  het  complex  van  den  derden  graad 
door  de  verbindingslijnen  P  F  gevormd  (AêêodatUm  frmnqaUe^ 
Congres  de  Toulouse,  1887).  Zoo  bezit  het  complex  van  den 
vierden  graad,  waarvoor  de  afstanden  der  stralen  tot  twee  ge- 
geven l^nen  een  gegeven  verhouding  hebben,  twee  tweevoudige 
hoofdpunten,  zes  enkelvoudige  hoofdvlakken  en  één  tweevoudig 
hoofdvlak  en  heeft  het  complex  van  den  vierden  graad,  waarbijj 
het  product  dier  afstanden  standvastig  is,  twee  tweevoudige  hoofd- 
punten en  acht  enkelvoudige  hoofdvlakken  (Jnnales  de  T  Écoïe 
Polyieehnique  de  Delft,  III,  52),  enz. 

Elke  l^c,  waarvan  elk  punt  een  i--voudig  hoofdpunt  en  elk  er 
door  gaand  vlak  dan  ook  een  A-voudig  hoofdvlak  is,  noemt  men 
een  h-vaudige  hoofdlijn.  Als  een  lineair  complex  in  een  oneigen- 
lijk  complex  overgaat,  heeft  het  dus  de  as  van  dit  oneigenigke 
complex  tot  enkelvoudige  hoofdlijn.  En  indien  een  complex  van 
den  n^^^  graad  een  ib-voudige  hoofdlijn  heeft,  splitst  het  zich  in 
het  it-maal  getelde  oneigenlijke  complex,  dat  deze  hoofdlijn  tot  as 
heeft,  en  een  complex  van  den  graad  n — k. 

Behalve  de  genoemde  uitzonderingselementen  bevat  elk  complex 
van  hoogeren  dan  den  eersten  graad  nog  byzofidere  punten  en 
bijzondere  vlakken,  d.  w.  z.  punten,  waarvan  de  complexkegels  een 
dubbelribbe  meer  hebben  dan  die  der  overige  punten,  en  vlakken, 
waarvan  de  complexkrommen  een  dubbelraaklQn  meer  hebben  dan 
die  der  overige  vlakken.  Zoo  is  bij  het  algemeene  complex  van 
den  tweeden  graad  de  meetkundige  plaats  der  punten,  wiercom- 
plexk^els  een  dubbelribbe  hebben  en  dus  uit  twee  vlakken  be- 
staan, tevens  het  omhullend  oppervlak  der  vlakken,  wier  complex- 
krommen  een  dubbelraakl^n  bezitten  en  dus  uit  twee  punten 
samengesteld  zijn,  nl.  een  oppervlak  van  den  vierden  graad  en 
de  vierde  klasse  met  zestien  conische  punten  en  zestien  conische 
vlakken,  d.  w.  z.  vlakken  die  het  in  de  punten  eener  kegelsnee 
aanraken;  dit  is  het  oppervlak  van  Kummeb. 

Omtrent  de  algemeene  theorie  der  complexen  verwezen  w\j  naar 
de  verhandelingen  van  Gubbsch,  F.  Klein,  Weileb  en  Voss  in 
de  Mathematiiehe  Annalen. 
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4.  Wgl  elk  vlak  door  V  zijn  sn^punt  met  P'  tot  pool 
heeft,  liggen  de  polen  van  een  bundel  evenwijdige  vlakken 
op  een  rechte  Ign,  de  weerkeeiïge  pooU^n  van  de  in  het 
oneindige  gelegen  as  des  bundels.  Deze  meetkundige  plaats 
yan  polen  noemt  men  een  middellijn  van  het  complex.  Dus 
is  middell^n  van  het  complex  elke  Ign,  waarvan  de  weer- 
keerige  pooUgn  oneindig  ver  ligt. 

Alle  middellgnen  van  het  complex  zijn  onderling  even- 
w^'dig.  Want,  daar  de  bundels  van  evenwgdige  vlakken 
het  vlak  in  het  oneindige  gemeen  hebben,  hebben  hun  mid* 
deUgnen  de  in  het  oneindige  gelegen  pool  van  dit  vlak  met 
elkaar  gemeen.  We  noemen  dit  aan  alle  middellonen  ge- 
meenscfaappelgke  punt  het  middelpunt  van  het  complex. 

De  middellgn,  die  behoort  bg  den  bundel  van  vlakken 
loodrecht  op  alle  middellgnen,  noemt  men  de  as  van  het 
complex.  Wgl  zg  haar  in  het  oneindige  gelegene  weerkee- 
lige  poollgn  loodrecht  kruist,  zuUen  alle  lijnen,  die  haar 
loodrecht  sngden,  stralen  wezen;  omgekeerd  wordt  zg  door 
eiken  straal,  die  haar  snijdt,  loodrecht  gesneden. 

6g  eiken  bundel  van  evenwgdige  vlakken,  wier  gemeen- 
schappelgke  Ign  niet  door  het  middelpunt  gaat,  behoort  een 
middellgn  in  het  eindige;  bij  eiken  bundel  van  evenwgdige 
vlakken  door  het  middelpunt  is  de  as  des  bundels  een  straal 
en  dus  als  weerkeerige  poollgn  van  zich  zelf  de  dan  in 
het  oneindige  liggende  middellgn  des  bundels. 

Bg  het  oneigenlgke  complex  vallen  alle  middellgnen 
samen  met  de  lijn,  die  door  alle  stralen  gesneden  wordt 
en  de  as  van  het  oneigenlgke  complex  genoemd  is.  Dus 
kan  de  as  van  het  oneigenlgke  complex  werkelgk  als  as 
beschouwd  worden  in  den  zin,  dien  we  bg  het  algemeene 
lineaire  complex  aan  dit  woord  gehecht  hebben,  en  is  er 
geen  tegenstrgdigheid  tusschen  de  twee  verschillende  betee- 
kenisseu,  waarin  we  het  woord  hebben  gebezigd. 

a).  Men  komt  het  voorstellmgsvermogen  te  hulp  door  zich 
het  middelpunt  van  het  complex  in  het  zenith  (en  nadir)  te 
denken,  Alle  middellij  nen  van  het  complex  z\jn  dan  vertikaal. 
AUe  bundels  van  niet  vertikale  evenwijdige  vlakken  hebben  dan 
een  vertikale  middellijn  in  het  eindige,  alle  bundels  van  vertikale 
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evenw^dige  vlakken  hebben  dan  een  door  den  top  gaande  mid- 
dell^'n  in  het  oneindige.  Alle  horizontale  stralen  sngden  dan  de 
aa  en  alle  horizontale  lijnen»  die  de  as  sn^'den,  zijn  stralen,  enz. 
In  het  volgende  zal  men  zich  de  as  van  het  complex  steeds 
vertikaal  denken  om  alleen  hiervan  af  te  wijjken  als  men  tnree 
lineaire  complexen  met  niet  evenwijdige  assen  te  beschouwen 
heeft. 

5.  Zij  a  (fig.  4)  de  as  van  het  complex,  s  een  straal 
en  (7  het  vlak  door  8  evenwijdig  aan  a.  Omdat  dit  ylak  a 
door  het  oneindig  ver  gelegen  punt  van  a,  d.  i.  door  de 
pool  van  het  vlak  in  het  oneindige  gaat,  zal  de  pool  van 
(7  in  het  oneindige  liggen  en  dus  elke  Ign  in  a  evenwgdig 
aan  s  straal  z:gn.  In  elk  vlak  a  evenwijdig  aan  a  loopen 
de  stralen  dus  onderling  evenwijdig,  m.  a.  w.  als  geheel  ver- 
andert het  complex  niet^  toanneer  het  in  de  richting  van  de 
as  verschoven  wordt, 

6.  Als  van  het  complex  de  as  a  en  een  straal  e  gra- 
ven is,  vindt  men  gemakkelijk  de  weerkeerige  poollijn  van 
elke  lyn  /',  die  met  s  in  een  vlak  a  evenwijdig  aan  a  ligt. 
Bij  de  afleiding  dezer  constructie  wordt  eenvoudigheidshalve 
ondersteld,  dat  l'  den  straal  s  ontmoet  in  het  punt  iS  (fig.  5) 
van  den  kortsten  afstand  A  S  tusschen  a  en  8\  wjl  het 
complex  in  de  richting  van  de  as  verschuifbaar  is,  doet 
deze  onderstelling  de  algemeenheid  niet  te  kort. 

Vooreerst  sn^dt  l'  al  de  stralen  evenwijdig  aan  het  lood- 
recht op  a  staande  vlak  a,  die  op  a  en  l'  rusten  en  moet 
l"  op  de  door  deze  stralen  gevormde  hyperbolische  parabo- 
loïde  dus  een  lijn  van  het  stelsel  (a,  V)  zijn.  Ten  tweede 
sn^dt  /'  alle  stralen  in  het  vlak  a  en  moet  l"  dus,  w^l 
ze  -^  èn  als*  weerkeerige  poollijn  van  /'  èn  als  lijn  van  het 
stelsel  (a,  /')  der  hyperbolische  paraboloïde  —  niet  met  t 
in  een  vlak  liggen  mag,  door  het  gemeenschappelijk  punt 
dier  stralen  gaan  en  dus  evenwydig  aan  s  wezen.  Dus  is 
l"  de  aan  s  evenw^dige  beschryvende  lijn  der  hyperboU- 
sche  paraboloïde,  wat  voor  deze  lyn  de  volgende  constructie 
oplevert.  Breng  een  vlak  /?  aan  evenwijdig  aan  a  en  laat 
dit  a,  de  Ign  door  S  evenwijdig  aan  a  en  de  lijnen  V  en  m 
achtereenvolgens  in  B^  Q  L  en  T  snijden.  Zoek  in  dit  vlak 
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^  het  sngpnnt  V  van  B  L  met  de  Ign  door  T  evenwgdig 
aan  B  C  en  trek  door  L  de  Vqvl  V  S  evenwgdig  aan  «, 
dan  is  deze  laatste  Ign  de  gevraagde  Ifjn  ï\ 

a).  Als  r  evenwijdig  aan  a  aangenomen  is,  vereenvoudigt  zich 
de  oonstnictie,  wijl  de  hyperbolische  paraboloïde  een  vlak  wordt 
(plus  het  vlak  in  het  oneindige);  dan  is  V  een  middell^n  en  de 
weerkeerige  pooUign  V^  van  V  de  lijn  in  het  oneindige,  die  %  en 
een  gemeenschappelijke  loodlgn  van  «  en  V  snijdt.  Als  V  in  « 
ligt,  wordt  V  de  lign  door  A  evenwijdig  aan  «.  En  is  V  evenw^- 
dig  aan  a,  d.  w.  z.  valt  zij  met  «  samen,  dan  is  ze  straal  en  dus 
haar  eigen  weerkeerige  pooUijn. 

7.  De  Ign  S  T  door  S  evenwjdig  aan  S  L  getrokken 
is  een  straal;  want  ze  rust  op  Z"  en  is  evenw^dig  aan  V, 
Verandert  men  nu  in  het  vlak  g  de  richting  der  1^'n  t 
door  5,  dan  vindt  men  achtereenvolgens  alle  stralen  S  ï ', 
die  den  kortsten  afstand  A  S  van  a  en  «  loodrecht  snijden. 

Stellen  r  en  r'  de  afstanden  ^  iS  en  AS  voor  en  z^jn 
8  en  3'  de  hoeken,  waaronder  de  stralen  ST  en  S'  T  de 
as  kruisen,  dan  volgt  uit  de  evenredigheid 

CL'.C  V  =  BC\BC, 

waarin  C  het  sngpunt  van  i'  T  met  B  C  aanduidt^  on- 
middell^k  de  betrekking 

rtg  8  :=:z  T^  tg  8'  \ 

dus  behoudt  de  uitdrukking  rtg  8  steeds  dezelfde  waarde, 
als  men  den  straal  8  achtereenvolgens  door  elk  der  A  S 
loodrecht  sngdende  stralen  vervangt. 

a).  De  stralen,  die  A8  loodrecht  snijden,  snijden  het  vlak  fi 
in  de  punten  eener  gelijkz^dige  hyperbool,  die  B  tot  middelpunt 
en  B  C  tot  een  der  asymptoten  heeft.  Het  opjiervlak  dier  lijnen 
is  dus  een  orihogonale  hyperboliëche  paraboloïde  met  a  tot  as,  A 
tot  top,  a  tot  topraakvlak  en  het  vlak  ABS  tot  een  der  twee 
loodrecht  op  elkaar  staande  richtvlakken. 

Indien  het  punt  T  in  plaats  van  tusschen  C  en  L  aan 
de  zijde  van  C  buiten  CL  gelegen  was,  zou  L'  aan  de 
z^de  van    B   buiten    B  L   en  dus  ook  S  aan  de  z^de  van 
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A  buiten  A  S  gevallen  z^n ;  dan  zouden  r'  en  d'  beide  het 
tegengestelde  teeken  verkregen  en  het  product  r'  tg  d^  geen 
verandering  van  teeken  ondergaan  hebben.  Als  men  be- 
hoorlek op  het  teeken  let,  is  de  uitdrukking  rtg  8  dos 
standvastig  voor  alle  stralen  loodrecht  op  A  S,  onverschil- 
lig aau  welke  z^de  van  A  het  voetpunt  S  ligt. 

Gaat  men  nu  van  den  afstand  A  S  (fig.  6)  tot  den  ge- 
leken maar  tegengestelden  afstand  A  S  over,  dan  keert  de 
hoek  8  van  teeken  om.  Men  vindt  dan  den  straal  $\  terwgl 
de  Ijjnen  l*  en  l"  uit  S  evenw^dig  aan  s'  en  uit  iS*  even- 
wgdig  aan  s  dan  weer  twee  weerkeerige  pooUgnen  zyn. 
Draait  nu  de  lijn  s  om  a,  dan  brengt  zy  een  omwentelings- 
hyperboloïde  voort,  die  V  en  l"  bevat;  bg  die  beweging  is 
$  in  eiken  stand  een  straal  van  het  complex,  w^l  ze  in 
eiken  stand  op  ï  en  /"  rust.  B^  draaiing  van  het  complex 
om  de  as  zal  elke  l^n  «,  die  straal  is,  straal  blijven  en 
derhalve  ook  geen  Ign,  die  geen  straal  was,  straal  worden ; 
m.  a.  w.  als  gelieel  verandert  het  complex  niet,  wanneer  hei 
om  de  as  gedraaid  wordt.  Hieruit  bl^kt  tevens,  dat  de  uit- 
drukking rtg  8  niet  slechts  standvastig  is  voor  alle  stralen, 
die  A  S  loodrecht  sngden,  maar  ook  voor  alle  stralen,  wier 
kortste  afstand  tot  a  in  A  loodrecht  op  a  staat,  d.  i.  met 
het  oog  op  de  verschuifbaarbeid  in  de  richting  van  de  as, 
voor  alle  stralen  zonder  onderscheid.  Aan  die  onverander- 
lijke grootheid  /x  z=z  r  tg  8  geeft  men  den  naam  van  constante 
van  het  complex;  zij  is  de  afstand  van  de  as  tot  de  stra- 
len, die  deze  onder  een  halven  rechten  hoek  kruisen. 

b).  Als  de  constante  rtgi  nul  is,  is  het  complex  een  oneigen- 
mk  complex  met  «  tot  as;  is  ze  oneindig  groot,  dan  bestaat  het 
complex  uit  alle  l^nen  die  a  loodrecht  kruisen  en  is  het  complex 
dus  een  oneigenLgk  complex  met  een  iu  het  oneindige  liggende  as. 

8.  De  as  a  en  een  straal  s  bepalen  samen  het  complex. 
Want  de  ligging  van  dezen  straal  met  betrekking  tot  de 
as  doet  de  constante  van  het  complex  kennen  en  met  be- 
hulp van  de  as  en  deze  constante  kan  men  alle  stralen  vinden. 

Als  men  het  complex  alleen  door  stralen  bepalen  wil, 
zal    men    er    minstens    v^f   moeten  aannemen.     Want  vier 
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willekemig  gekozen  stralen  komen  met  betrekking  tot  de 
bepaling  van  het  complex  geheel  overeen  met  de  twee  deze 
vier  stralen  snijdende  lijnen,  die  nu  weerkeerige  pooUgnen 
van  het  complex  zijn  moeten.  En  is  behalve  een  paar  weer- 
keerige pooUijnen  /'  en  l"  niets  gegeven,  dan  is  van  het 
poolvlak  van  een  punt  P  nog  slechts  één  straal,  de  sn^lijn 
der  vlakken  {PI')  en  {Pl%  bekend,  terwgl  men  van  de 
pool  van  een  vlak  n  nog  slechts  weet,  dat  ze  op  één  be- 
paalden straal,  de  verbindingslijn  der  punten  {n  l')  en  {n  P% 
liggen  moet.  Geeft  men  echter  behalve  het  paar  weerkeerige 
pooUgnen  f  en  f'  nog  een  straal  «,  dan  is  het  complex 
ondubbelzinnig  bepaald.  Dan  is  nl.  de  pool  Q  van  het 
poolvlak  (P  s)  en  het  poolvlak  q>  van  het  punt  (ns)  on- 
middell^k  te  vinden ;  zoodat  men  het  poolvlak  van  P  als 
het  vlak  door  Q  en  de  sn^lijn  van  de  vlakken  (PP)  en 
(P/"),  de  pool  van  n  als  het  sngpunt  van  q)  met  de  ver- 
bindingslgn  der  punten  (i/r  V)  en  {n  V')  bepalen  kan.  Het 
complex  kan  dus  door  twee  weerkeerige.  pooUijnen  en  een 
straal  en  derhalve  ook  door  vgf  stralen  bepaald  worden. 

a).  Het  lineaire  complex  is  bepaald  door  vijjf  enkelvoudige 
voorwaarden.  Dat  een  gegeven  lijn  straal  is,  is  een  enkelvoudige 
voorwaarde;  dat  een  punt  een  bepaald  poolvlak,  of  een  vlak  een 
bepaalde  pool  heeft,  is  een  dubbele  voorwaarde;  dat  een  l^n  een 
bepaalde  weerkeerige  pooll^n  heeft,  of  as  i»,  is  een  viervoudige 
voorwaarde,  enz. 

Het  getal  vijf  volgt  b^  de  theorie  der  reciprooiteit  hieruit,  dat 
de  reciprociteit  tusschen  twee  ruimtestelaels  bepaald  is,  als  men 
vijf  willekeurig  gekozen  punten  van  het  eene  met  v^f  willekeurig 
gekozen  vlakken  van  het  andere  laat  overeenkomen.  Zoo  is  (Rete, 
dis  Geometrie  der  Laffe)  een  lineair  complex  ook  bepaald  door 
een  ndnUevy/hoek,  enz. 

Bij  stelkundige  behandeling  is  het  getal  v^f  dat  der  onderling 
onafhankelijke  verhoudingen  van  de  zes  coëfficiënten  der  lineaire 
homogene  betrekking  tusschen  de  zes  lijncoördinaten  der  stralen. 
Omtrent  de  lijncoördinaten  vergelijke  men  den  herdruk  der  dis- 
sertatie van  'S,  Klun  {Mathematische  Annalen  XXIH,  blz.  539 — 
547)  CD  omtrent  nieuwere  studie  van  het  lineaire  complex  in 
lijncoördinaten  Bete  (Ckelle's  Journal,  XCV,  blz.  380—835). 

6).    In  het  voorgaande  ligt  het  bewijs»  dat  er  niet  oneigenl^ke 
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lineaire  complexen    bestaan,   waarmee  de  bedenking  van  art.  2* 
ontzenuwd  is. 

9.  Zijn  8i  en  s^  twee  elkaar  snijdende  stralen  van  het 
complex,  dan  is  elke  lijn  in  hun  ylak  en  door  hun  sng- 
punt  straal.  Dit  volcft  uit  de  bepaling  van  het  complex. 

Zgn  8ij  «2  ^^  '3  drie  elkaar  twee  aan  twee  kruisende 
stralen,  dan  is  elke  lijn  van  het  stelsel  («i,  s^,  «3)  op  het 
door  deze  lijnen  bepaalde  regelvlak  een  straal.  Want  als 
V  een  lyn  is,  die  «j,  «2'  '3  sngdt,  dan  zal  de  weerkeerige 
poollgn  Z"  van  P  die  Ignen  ook  sngden  en  zijn  de  lijnen 
van  het  stelsel  {3^  s^y  s^)  dus  stralen,  wgl  ze  alle  de  beide 
op  het  regelvlak  liggende  weerkeerige  pooUijnen  V  en  f' 
sngden.  Op  dit  oppervlak  zyn  dan  de  l^nen  van  het  stelsel 
(/',  Z")  als  weerkeerige  poollenen  involutorisch  gepaard;  on- 
der hen  komen  dus  twee  stralen  voor,  de  dubbelelementen 
dier  involutie. 

Zgn  li\  II"  en  l^,  l^"  twee  paar  weerkeerige  poollijnen 
en  hebben  de  lijnen  van  het  eene  paar  geen  punten  gemeen 
met  die  van  het  andere,  dan  hebben  zg  hyperboloïdische 
ligging.  Want  elke  lijn,  die  op  Z^',  Z^"  en  l^'  rust,  is  straal 
als  snijlijn  van  li\  li  en  elke  straal,  die  l^  snijdt,  sngdt 
ook  l^^.  Sngden  echter  l^  en  l^  elkaar,  dan  liggen  Zj"  en 
Zg"  in  het  poolvlak  van  dit  snijpunt.  De  punten  (Zj'  Z2'y  en 
(Zi"  Zg")  hebben  dan  de  vlakken  (Zj"  Zg")  en  {l^  Zg')  tot 
poolvlakken.  De  vereenigingslijn  der  punten  is  dan  tevens 
de  8n:glyn  der  vlakken  en  dus  een  straal. 

10.  De  as  a  van  het  complex  en  een  straal  s  bepalen 
een  schroefiijn^  die  a  tot  as  en  s  tot  raakl^n  heeft.  Alle 
raaklijnen  dezer  schroefl^n  .  z^n  stralen.  Draait  men  deze 
schroeflijn  om  de  as,  dan  zullen  haar  achtereenvolgende 
standen  op  een  omwentelingscylinder  een  bundel  van  schroef- 
l^nen  vormen,  waarvan  alle  raaklijnen  stralen  z^n.  En  laat 
men  nu  den  cylinder  zich  achtereenvolgens  naar  beide  zyden 
uitbreiden  en  daarbij  tevens  de  er  op  gelegen  schroeflijnen 
zich  zoo  vervormen  als  de  standvastigheid  van  het  product 
r  tg  d  dit  vereischt,  dan  zullen  de  raukl^nen  aan  de  schroef- 
l^nen  op  de  coaxiale  cylinders  gelegen  gezamenlijk  alle  stra- 
len van  het  complex  vormen. 


(  79  ) 

a).  Na&r  aanldding  yan  fig.  6  zon  men  de  stralen  van  hefc 
complex  eveneens  kunnen  vereenigen  tot  telkens  een  der  beide 
stellen  beschr^'vende  1^'nen  van  een  tweevoudig  oneindig  aantal 
omwentelingshyperboloides. 

Beschouwt  men  op  een  der  schroeflijnen  het  punt  P  als 
het  snijpunt  van  twee  opvolgende  raaklijnen  der  schroeflgn, 
dan  is  het  duidelijk,  dat  het  door  deze  beide  raaklgnen 
gaande  kromtevlak  der  schroeflijn  in  P  het  poolvlak  van  P 
is.  En  dit  bewijst  met  betrekking  tot  een  willekeurige 
schroeflgn  de  stelling,  dat  de  kromtevlakken  in  de  snijpun- 
ten met  een  willekeurig  vlak  n  door  een  zelfde  punt  gaan, 
nl.  door  de  pool  van  n  met  betrekking  tot  het  complex, 
waartoe  de  schroeflijn  behoort. 

Met  het  oog  op  de  winding  der  schroeflgnen  noemt  men 
het  complex  rechts  of  links  gewonden^  naarmate  rtg  d  posi- 
tief of  negatief  is. 

11.  Men  zou  kunnen  meenen,  dat  elke  ruimtefiguur,  die 
bg  een  willekeurig  punt  P  een  door  dit  punt  gaand  vlak 
n  en  omgekeerd  bij  een  willekeurig  vlak  n  een  in  dit  vlak 
liggend  punt  P  doet  vinden,  ook  een  lineair  complex  op- 
levert, als  men  de  l^nen  door  P  in  het  bij  P  gevonden 
vlak  n  en  de  lijnen  in  n  door  het  bij  n  gevonden  punt  P 
als  stralen  beschouwt.  Dit  behoeft  echter  niet  het  geval  te 
z^n^  zoo  lang  men  nog  niet  heeft  aangetoond,  dat  elke 
straal  als  straal  optreedt  voor  elk  der  punten  P  op  hem 
en  elk  der  vlakken  n  door  hem. 

Als  voorbeeld  nemen  we  in  de  ruimte  twee  paren  elkaar 
kruisende  l^nen  m^)  m^  en  ni^  n^  aan.  Stellen  dan  mp  en 
ikp  de  door  een  willekeurig  punt  P  gaande  en  rw^r  en  n^r  de 
in  een  willekeurig  vlak  n  gelegene  l^nen  voor,  die  op  deze 
Ignenparen  wij,  m^  en  wj,  wg  rusten,  dan  kan  men  aan  het 
pont  P  het  vlak  (mp  rip)  en  aan  het  vlak  n  het  punt 
(to»  n^)  toewgzen  en  dus  voor  P  de  lijnen  door  P  in  het 
vlak  {mp  Tip)  en  voor  u  de  lijnen  in  n  door  het  punt  (wjr  n„) 
als  stralen  aanmerken  Onderzoeken  we  nu  of  elke  straal 
dien  naam  verdient  voor  al  zijn  punten  en  al  zgn  vlakken. 

Is  8  (fig.  7)  een  straal  voor  het  punt  P  en  het  vlak  n^ 
da^  zal  deze  Ign  in  het  algemeen   geen  straal  z^n  met  be- 
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trekking  tot  een  ander  punt  Q  willekeurig  op  haar  geko- 
zen. Immers  de  lijnen  mg  en  tiq  bepalen  in  het  algemeen 
een  niet  door  P  gaand  vlak  (p.  Want  men  kan  zich  voor- 
stellen, dat  eerst  de  Ignen  mg  en  n^  zoo  zijn  aangenomen, 
dat  het  vlak  (m^  n^)  niet  door  P  gaat  en  men  daarna  mi 
en  m2  op  mp  en  mg  en  evenzoo  n^  en  n^  op  Up  en  ng  heeft 
laten  rusten.  In  het  algemeen  is  elke  straal  s  van  P  dus 
geen  straal  van  een  willekeurig  op  hem  gekozen  punt  Q  en 
kan  deze  lijn  dit  hoogstens  voor  een  zeker  aantal  harer  pun- 
ten z^n.  Hiermee  is  niet  alleen  aangetoond,  dat  de  bedoelde 
verzameling  van  l^nen  geen  lineair  complex  vormt,  maar 
zelfs,  dat  zg  geen  complex,  van  welken  graad  dan  ook,  kun- 
nen vormen.  Want  uit  den  aard  der  zaak  laat  een  complex 
slechts  stralen  toe,  die  stralen  zgn  voor  elk  der  punten, 
die  er  op  li^en,  en  elk  der  vlakken,  die  er  door  gaan. 

a).  Bij  complexen  van  hoogeren  graad  komen  wellijnen  voor, 
die  veelvoudige  lijnen  z^n  van  den  complexkegel  van  slechts  een 
harer  punten  en  veelvoudige  radkl^nm  van  de  oomplexkromme 
in  slechts  een  der  door  haar  gaande  vlakken.  Men  vergel^ke 
AwndUê  de  Delft,  m,  62. 

Dat  de  bedoelde  l^nengroep  geen  complex  vormt,  bl^kt 
ook  hieruit,  dat  elke  willekeurige  Ign  l  tweemaal  tot  die 
verzameling  behoort.  Is  nl.  P  een  willekeurig  punt  dier 
Ign  2,  dan  zal  l  straal  zijn  voor  P,  wanneer  de  raakvlakken 
in  P  aan  de  beide  door  Z,  nixi  m^  en  l,  n^,  n^  bepaalde 
oppervlakken  van  den  tweeden  graad  samenvallen.  En  w^l 
die  raakvlakken  big  beweging  van  P  over  l  twee  vlakken- 
bundels  vormen,  die  met  de  puntreeks  P  en  dus  ook  onder- 
ling projectief  zgn,  vallen  deze  raakvlakken  voor  twee  punten 
P  van  l  samen,  enz.  Hieruit  blgkt  tevens,  dat  elke  wil- 
lekeurige lijn  Z  straal  is  voor  twee  der  door  haar  gaande 
vlakken,  de  vlakken  door  L,  die  de  beide  regelvlakken  in 
een  der  beide  juist  gevonden  punten  aanraken. 

h).  Indien  twee  stelsels  van  l^nen  zoo  uit  stralenbundels  wor- 
den opgebouwd,  dat  elk  vlak  en  elk  punt  een  stralenbundel 
meebrengt,  dan  bezitten  die  belde  stelsels  denzelfden  graad  van 
oneindigheid  als  men  rekening  houdt  met  den  graad  van  onein- 
dighci.1   van   eiken    straal.    Wijl   nu   de   stralen    mu    een  liAair 
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complex  voor  al  hun  punten  en  vlakken  stralen  zijn  en  dus  een 
oneindig  aantal  malen  geteld  worden  als  men  de  stralen  van  alle 
pnnten  en  alle  vlakken  bij  elkaar  voegt,  terw^'1  de  stralen  van  do 
OQ  onderzochte  groep  onder  deze  omstandischeden  slechts  een  ein- 
dig aantal  malen  genomen  worden,  moet  dit  bi(j  de  laatste  l^nen- 
groep  hierin  vergoeding  vinden,  dat  de  graad  van  oneindigheid 
dier  nieuwe  groep  dien  van  het  lineaire  complex  met  een  overtreft, 
m.  a.  w.  dat  alle  l^nen  in  de  ruimte  een  eindig  aantal  malen  tot 
de  nieuwe  verzameling  behooren. 

Hebben  de  l^nenparen  wj,  m^  en  tij,  n^  echter  hyperbo- 
loïdische  living,  dan  zal  elke  straal  voor  al  z^n  punten 
en  vlakken  straal  zgn  en  de  verzameling  van  stralen  wer- 
kel^k  een  lineair  complex  vormen.  Is  nl.  P  een  willekeurig 
punt  en  8  een  Ign  door  P  in  het  vlak  (m^  tip)  willekeurig 
getrokken,  dan  zal  s  straal  zgn  voor  P  en  voor  haar  beide 
sn^'punten  met  het  door  m^,  m^  en  n^  n^  gaande  opper- 
vlak van  den  tweeden  graad;  zoodat  de  beide  projectivische 
bandels  van  raakvlakken  in  de  punten  van  s  aan  de  opper- 
vlakken («,  fn^,  m^  en  {s^  ny^  n^  aangebracht  drie  samen- 
vallingen  vertoonen  en  dus  identisch  z^n.  En  als  elke.  straal 
straal  is  voor  al  z^n  punten  en  vlakken,  dan  geldt  de  aan 
het  begin  van  art.  2  bewezen  stelling  met  al  haar  gevolgen 
en  vormt  dus  de  bedoelde  verzameling  van  stralen  een  lineair 
complex;  van  dit  lineaire  complex  zjn  m^,  m^  en  nj,  n^ 
twee  paar  weerkeerige  pooUgnen,  enz.. 

c).  Aan  het  slot  van  deze  meetkundige  beschouwing  van  het 
lineaire  complex  wijzen  we  met  enkel  woord  den  weg  aan,  langs 
welken  Möbiüs  in  zijne  studie  op  het  gebied  der  statica  tot  het  met 
het  lineaire  complex  samenhangende  nulstelsel  (art.  2^)  gekomen  is. 

Zoo   als   bekend   is,  laat  een  willekeurig  in  de  ruimte  gegeven 
stelsel    van    krachten    zich   in   het  algemeen   steeds  herleiden  tot 
twee   elkaar    kruisende    krachten    of  tot  een  kracht  en  een  kop- 
pel, terwql  men  slechts  in  een  byzonder  geval  een  enkele  kracht 
of  een    koppel    vindt.     In    het  algemeene  geval  van  twee  krach- 
ten  Z'    en  Z»'  kan  de  lijn  l\  langs  welke  de  eene  kracht  werkt» 
willekeurig  aangenomen  worden ;  maar  dan  is  ook  de  lijn  V\  langs 
welke    de   andere   kracht  werkt,   ondubbelzinnig  bepaald.     Draait 
V  om    een    harer    punten  P,  dan  beweegt  Z"  zich  in  een  vlak  tt 
door  P;  beweegt  V  zich  in  een  vlak  tt,  dan  draait  Z"  om  een  punt 
P.  Gemakkelijk    herkent    men    in    de    lijnenparen  L\l'^  de  paren 
weerkeerige    poollijnen    en  in  de  met  elkaar  overeenkomende  ele- 
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meoten  P  en  t  de  b^  elkaar  behoorende  polen  en  poolvlakkea 
van  een  lineair  complex.  Elke  middell^n  van  dit  oomplex  is  dan 
omgekeerd  een  lijjn,  langs  welke  men  een  bepaalde  kraclit  kan 
laten  werken,  die  in  vereeniging  met  een  bepaald  koppel,  d.  L 
met  een  nulkracht  in  het  oneindige,  het  krachtenstelsel  kan  ver- 
vangen;  onder  deze  middellonen  is  de  as  van  het  complex  de 
centrale  a$  van  PoivsoT,  d.  i.  de  lijn,  waarb^  de  resultante  met 
het  kleinste  koppel  behoort.  De  stralen  van  het  complex  z^n, 
omdat  ze  de  twee  weerkeerige  pooUqnen  sn\jden  zoodra  men  weet 
dat  zijj  het  er  een  van  beide  doen,  de  lynen,  voor  wdke  de  iom 
der  momenten  van  de  krachten  van  het  steUél  nul  is.  En  herleidt 
het  krachtenstelsel  zich  tot  een  enkele  resultante  of  tot  een  koppel, 
dan  herleidt  zich  het  lineaire  complex  tot  een  oneigenlgk  oomplex 
met  een  as  in  het  eindige  of  in  het  oneindige.  Men  vergel^ke 
omtrent  het  nulstelsel  de  verhandeling  van  MÖbius  (C&elle*s 
Jovmal,  X,  817  of  A.  F.  Möbius'  geeammeUe  Werke  I,  489). 

Aan  deze  mechanische  behandeling  van  het  complex  heeft 
Zkuthbm  een  andere  voorstellingsw^ze  verbonden.  Verstaat  men 
onder  het  moment  van  twee  l^nen,  langs  welke  men  een  positieve 
richting  aangenomen  heeft,  het  product  van  liaar  kortsten  afstand  met 
den  sinus  van  den  hoek,  dien  haar  positieve  richtingen  met  elkaar 
vormen,  d.  i.  het  moment  van  een  eenheidêkracht  lans^  de  eene  lijn 
met  betrekking  tot  de  andere  lijn,  dan  is  het  complex  met  betrekking 
tot  elk  harer  paren  weerkeerige  pooll\jnen  l',  V'  te  beschouwen  als  de 
meetkundige  plaate  der  lijnen,  toor  Kelke  de  met  betrekking  tot  V 
en  V'  genomen  momenten  een  gegeven  verhouding  hebben,  Zeuthsk 
komt  tot  dit  resultaat  met  behulp  van  l^ncoördinaten,  die  h^  ali 
momenten  ten  opzichte  van  de  zes  ribben  van  het  coördinaten- 
viervlak  en  daarna  als  verhoudingen  van  inhouden  van  viervlakken 
leert  beschouwen  {Mathematische  Annalen  I,  482). 

Ten  slotte  zou  men  kunnen  meenen,  dat  de  beschouwing  van 
ZsuTHEN  vereenvoudiging  moet  ondergaan,  als  men  niet  de  ver- 
houding der  momenten  van  een  straal  tot  ff  en  l"  maar  de 
verhouding  zqner  afstanden  tot  /'  en  l"  standvastig  stelt  Ban 
komt  men  echter  integendeel  op  een  complex  van  den  vierden 
graad  terecht  [Annalee  de  Delft,  UI,  52). 


II.      De  OOKGEUEimE  (lyl). 

12.  Volgens  bepaling  is  de  congruentie  (1,1)  een  twee- 
voudig oneindig  aantal  lijnen  zoo  in  de  ruimte  g^even, 
dat    er    één    door    een    willekeurig  punt  P  gaat  en  één  in 
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een    willekeurig    vlak  n  ligt.    Eortbeidsbalve  zullen  we  de 
congruentiel^nen  koorden  noemen. 

De  koorden,  die  een  willekeurig  aangenomen  Ign  m  sng- 
den,  vormen  een  oppervlak  F^  van  den  tweeden  graad  door 
m.  Want,  daar  er  door  elk  punt  F  van  m  een  koorde  gaat, 
1^  m  eenmaal  op  dit  oppervlak  en  verder  bevat  elk  wil- 
lekeurig vlak  n  door  m  nog  een  l^n  van  dit  oppervlak, 
de  in  TT  gelegen  koorde. 

«)•  We  sluiten  ▼oorloopig  bet  bijzondere  geval,  waarin  m  koorde 
18»  uit.  Later  zal  blaken,  wat  dan  bet  oppervlak  F*  vervangt 
(art.  14»). 

b),  Gebeel  langs  denzelfden  weg  vindt  men,  dat  bij  een  oon- 
graentie  (m,  u)  de  een  gegeven  rechte  1^'n  sn^dende  koorden  een 
oppervlak  van  den  m  +  n^^^  graad  vormen,  dat  m-maal  door  de 
gegeven  lijjn  gaat. 

13.  Een  willekeurige  andere  l^n  mj  wordt  door  het  bg 
m  behoorende  oppervlak  F^  in  twee  punten  gesneden.  Dus 
zgn  er  twee  op  m  en  Wj  rustende  koorden,  die  natuurlijk 
bestaanbaar,  samenvallend  of  onbestaanbaar  kunnen  zijn.  Zij 
laten  zich  onmiddell^k  aanwijzen  als  m  en  m^  (fig.  8)  elkaar 
snijden.  Dan  is  de  eene  koorde'  k  in  het  vlak  n  door  m  en 
mi  gelden  en  gaat  de  andere  k^  door  het  sn^punt  P  van 
m  en  «ij. 

Beschouwen  we  nu  de  b^  de  l^nen  m  en  m^  behoorende 
oppervlakken  F^  en  -F^^,  die  de  twee  elkaar  kruisende  koor- 
den k  en  k'  gemeeu  hebben,  en  nemen  we  aan,  dat  Q  een 
niet  op  k  of  k'  gelegen  gemeenschappelijk  punt  dier  opper- 
vlakken is,  dan  is  het  duidel^k,  dat  de  lijn,  die  door  Q 
gaat  en  op  k  en  k*  rust,  drie  punten  met  elk  der  beide 
oppervlakken  gemeen  hebben  en  dus  op  elk  dier  beide  op- 
pervlakken liggen  zal.  Derhalve  bestaat  de  doorsnee  van 
F^  en  Fi^  uit  k  en  k'  en  twee  lijnen  t^  en  i^^  die  k  en  k' 
sngden.  Deze  lijnen  ti  en  t^  kunnen  weer  bestaanbaar,  sa- 
menvallend of  onbestaanbaar  zijn ;  we  bewgzen,  dat  ze  voor 
de  congruentie  (1,1)  een  belangrijke  befceekenis  hebben. 

Snijdt  tl  het  vlak  tï  in  Tj  en  is  m2  een  willekeurige 
Ign  door  dit  punt  in  n  getrokken,  dan  zal  het  bg  m^  be- 
hoorende oppervlak  F^^  drie  punten  met  ti   gemeen  hebben 
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en  deze  Ign  dus  bevatten.  Z^n  nl.  M  en  M^  de  sngpnnten 
van  m^  met  m  en  m^,  dan  zullen  de  drie  koorden  door  Jf, 
M\  en  7\,  waarvan  de  laatste  de  Ign  k  is,  in  verschillende 
punten  op  ti  rusten.  Hieruit  volgt,  dat  de  koorde  van  elk 
punt  M^  van  m^  op  ti  rust  en  —  als  we  m^  in  ;r  om  Ti 
laten  draaien  —  dat  de  koorde  van  elk  punt  van  n  —  en 
dus  ook  elke  koorde  —  ti  ontmoet.  W^l  nu  met  behulp 
van  de  oppervlakken  F^  behoorende  biï  lijnen  m^  door  het 
snijpunt  T^  van  ^2  ™^^  ^  geheel  op  dezelfde  wgs  blaken 
kan,  dat  elke  koorde  t^  snjdt,  is  hiermee  aangetoond,  dat 
elke  koorde  de  beide  l^nen  t^  en  t^  ontmoet;  m.  a.  w.  de 
congruentie  (1,1)  is  de  vereeniging  der  lijnen,  die  twee  gegé' 
vene  elkaar  kruisende  lijnen  ti  en  ^2  snijden.  Deze  Ignen  ti 
en  ^2  noemt  men  de  richtlijnen  der  congruentie. 

a).  Het  sofa^'nt,  dat  men  de  opperylakken  F*  behoorende  bq 
de  1^'nen  m«  door  T^  eyeneens  gebmiken  kan  om  te  bewqzen,  dat 
alle  koorden  t^  snijden.  Omdat  in  het  volgende  artikel  hiertegen 
bezwaren  zullen  ryzen,  is  dit  niet  geschied. 

Het  oppervlak  F^  der  lijjn  m  is  het  oppervlak  der  lijnen,  die 
op  ^1,  ^  en  m  rusten. 

b).  We  maken  opmerkzaam  op  de  rangschikking  *'an  al  de 
koorden  der  congruentie  tot  telkens  een  der  stellen  beschrijvende 
li^jnen  der  oppervlakken  (m,  t^,  ^),  die  door  draaiing  van  m  om 
F  ia  T  worden  voortgebracht.  Z^  vormen  een  bundel  van  opper- 
vlakken met  de  uit  vier  Iqnen  k^Jf^iiftt  bestaande  basiskromme. 

In  het  algemeen  vormen  de  op  eea  bundel  van  oppervlakken 
van  den  tweeden  graad  liggende  rechte  Iqnen  een  congruentie 
(2,6);  alleen  als  de  basiskromme  van  den  bundel  een  scheeve 
vierhoek  is,  splitst  deze  congruentie  zich  in  twee  congruenties 
(1,1)  die  elk  een  paar  overstaande  zqden  des  vierhoeks  tot  richt- 
lijnen hebben  en  vier  congruenties  (0,1)  die  elk  bestaan  uit  alle 
lijnen  in  een  vlak  door  twee  opvolgende  z^den  des  vierhoeks. 

Evenzoo  als  de  lijnen  in  een  vlak  hier  als  een  congruentie  (0,1) 
verschenen,  komen  alle  lijnen  door  een  punt  als  een  congruentie 
(1,0)  voor.  Zoo  splitst  de  congiuentie  (1,1)  zich  in  een  congru- 
entie (1,0)  en  een  congruentie  (0,1),  als  de  richtlenen  elkaar 
snijden.  We  noemen  de  congruenties  (1,0)  en  (0,1)  oneigeklüke 
congruentie*. 

Naderen  de  beide  richtlijnen  tot  elkaar  als  twee  nab^  eikaar 
gelegen  beschrijvende  lijnen  van  een  scheef  oppervlak,  dan  bestaat 
de  grensstand  der  congruentie  uit  de  lynen,  die  dit  oppervlak  in 
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de  ponten  der  l^n  van  samenvalling  aanraken.  Bijj  elk  punt  def 
l^n  behoort  dan  een  bundel  ?an  stralen  door  dit  punt  in  het  raak- 
vhik  aan  het  oppervhik  door  dit  punt.  Men  spreekt  dan  van  een 
hjjaonderê  eon^ruentie  en  kan  het  oppervlak  gevormd  door  de  lood- 
recht op  de  l^n  van  samenvalling  staande  koorden,  dat  de  oon- 
gmentie  bepaalt,  de  hyperbolische  parabolotde  der  congruenUe  noe- 
men (WiiLBB,  Eruugung  van  Complexen  ersieu  uud  gweüem  Oradêê 
auê  Unearem  Oongruenge»,  Zeitschrift  von  Schlomilch,  XXVII,  257). 

14.  De  ponten  van  en  de  vlakken  door  elk  der  beide 
richtlgnen  maken  uitzondering  op  den  regel,  dat  door  elk 
punt  slechts  een  koorde  gaat  en  in  elk  vlak  slechts  een 
koorde  ligt;  deze  punten  en  vlakken  zijn  dus  uitzonderingen 
elementen  der  congruentie.  Voor  elk  punt  P^  van  ti  zgn 
alle  Ignen  door  Pi  in  het  viak  (Pi  t^)  koorden,  voor  elk 
vlak  7^2  door  ti  is  dit  met  alle  l^nen  in  ni  door  het  punt 
(^1  ^)  ^^^  g^^^^j  6i^-  Sneden  twee  koorden  elkaar,  dan  is 
dus  elke  Ign  door  haar  sn^punt  en  in  haar  vlak  koorde; 
het  sngpunt  ligt  dan  op  de  eene  der  beide  richtlgnen  en 
het  vlak  gaat  door  de  andere. 

a).  Wat  zich  hier  bij  de  uitsonderingselementen  voordoet,  is 
volkomen  analoog  aan  hetgeen  men  in  de  stelkunde  opmerkt  Een 
vergelijking  van  den  ii^«°  graad,  die  »  +  1  wortels  bezit,  is  een 
identiteit,  enz. 

b).  Indien  de  1^'n  m  de  richtÜijn  t^  in  T,  en  t^  het  vlak 
(m^i)  in  T,  snijdt,  vormen  de  op  m  rustende  koorden  in  plaats 
van  het  eene  stel  beschrijvende  lijnen  van  een  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  twee  vlakke  stralenbundels  nl.  de  l^nen  door 
Tl  in  het  vlak  (Ti  U)  en  de  lijnen  door  T,  in  het  vlak  (T,  /,). 
Het  oppervlak  dier  koorden  bestaat  dan  uit  de  twee  vlakken 
(Tl  ^)  en  (Is  ^i).  En  snijdt  m  niet  alleen  ti  in  T,  maar  ook  t^  in 
T^  dan  bl^ft  het  resultaat  onveranderd,  ligt  alleen  T^  ook  opm. 

c).  Het  zon  kunnen  schijnen,  dat  door  deze  uitkomst  het  in 
art.  13  gegeven  bewijs  zi\jn  kracht  verliest.  Daar  toch  is  gevon- 
den, dat  elke  op  m^  (fig.  8)  rustende  koorde  U  sn^'dt,  omdat  drie 
dezer  koorden  dit  doen  en  het  oppervlak  F^  dier  koorden  dus^i 
bevatten  moet.  En  nu  bl^kt,  dat  de  koorden,  die  rusten  op  de  lijn 
m^  die  t\  in  T\  sn^dt,  zich  in  twee  groepen  splitsen,  waarvan 
de  eene  de  lignen  door  Ti  bevat  die  /,  snijden  en  de  andere  de 
l^nen  door  een  bepaald  punt  Tt  van  U  die  ti  sn^'den ;  zoodat  het 
mogelgk  zou  zQn,  dat  de  drie  koorden  door  Jf,  Jf„  en  T\  de 
richtlijjn    ti    niet  in  drie  verschillende  punten  sneden.     B^  nader 
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Onderzoek  blqkt  eokter,  dat  de  punten,  waarin  it  door  de  koor- 
den van  M  en  Mi  g^neden  wordt,  noodzakel^k  van  Ti  verscliil- 
len  en  het  besluit,  dat  het  oppervbik  der  op  m^  rustende  koorden 
drie  punten  met  ti  gemeen  heeft,  ook  nu  dit  oppervlak  uit  twee 
platte  vlakken  bestaat,  volkomen  geldig  blijft;  terwijl  met  behulp 
der  1^'n  m^  nog  niet  onmiddellijk  blaken  kan,  dat  tj  op  het  b^ 
tfif  behoorende  oppervlak  jP,'  ligt,  daar  de  koorden  van  M  en  Mi 
de  richtlijn  /|  in  hetzelfde  punt  snijden.  Daarom  is,  hoewel  deze 
leemte  natuurlijk  gemakkelijk  aan  te  vullen  geweest  zon  zijn,  de 
vervanging  der  lijnen  m^  door  l^nen  mt  verkozen. 

15.  De  congruentie  (1,1)  is  door  vier  willekeurig  gekozen 
koorden  bepaald.  Want  deze  doen,  mits  zg  geen  hyperbo- 
loïdische  ligging  hebben^  de  beide  richtlijnen  kennen. 

Elk  drietal  koorden  bepaalt  een  regel  vlak  van  den  twee- 
den graad,  waarvan  alle  lynen,  die  met  de  drie  gegevene 
koorden  tot  hetzelfde  stel  behooren,  koorden  z^n;  want  al 
deze  lijnen  snigden  de  beide  richtlijnen. 

Denkt  men  zich  nu  de  congruentie  door  de  vier  koorden 
^11  ^29  ^3>  ^4  bepaald  en  neemt  men  naast  deze  vier  koorden 
een  vijfde  Ign  s  willekeurig  aan,  dan  kan  men  onmiddell^'k 
bewezen,  dat  het  door  de  vgf  stralen  k^  it^,  £3,  ib^  en  «  be- 
paalde lineaire  complex  de  congruentie  door  k^  Ar^,  £^,  k^ 
bepaald  omvat  en  elke  koorde  dier  congruentie  dus  straal  is 
van  het  complex.  Immers  de  beide  richtlenen  ti  en  t^  der 
congruentie  zgn  dan  weerkeerige  pooUijnen  van  het  complex, 
w^l  met  de  Ign  f^,  die  i^,  ^2»  *3i  *é  sngdt,  de  eenige  andere 
lijn,  die  deze  vier  stralen  ontmoet,  d.  i.  t^^  als  weerkeerige 
poollgn  overeenkomt.  En  dan  is  elke  l^n,  die  ti  en  t^  snydt, 
d.  i.  elke  koorde  der  congruentie,  straal  van  het  complex. 

Het  voorgaande  leert  ons  de  congruentie  bepaald  door 
de  koorden  k^  k^^  £3,  k^  beschouwen  als  de  Tereeniging  der 
stralen  gemeen  aan  de  beide  complexen  (Ar^,  £3,  ^3,  £4,  s)  en 
(^1)  ^2)  ^31  ^41  ^1)9  waarb^  s  en  81  twee  geheel  willekeurig  ge- 
kozen l^nen  zgn;  m.  a.  w.  de  congruentie  (1,1)  U  de  door* 
snee  van  twee  Uneaire  complexen, 

0).  Gewoonlijk  wordt  de  congruentie  (1,1)  als  de  doorsnee 
van  twee  lineaire  complexen  bepaald  (RsrE,  die  Geometrie  der 
Lage),  Dit  is  echt^^r  in  zeker  opzicht  niet  algemeen,  omdat  niet 
elke  congruentie  de  doorsnee  van  twee  complexen  behoeft  tezqn. 
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Indien  een  congraentie  de  doorsnee  is  van  twee  oomplezen  Yao 
hoogeren  graad,  dan  z^n  in  het  algemeen  haar  graad  m  en  haar 
klasse  n  aan  elkaar  gelijk.  Dan  is  nl.  het  aantal  koorden  door 
een  pont  P  als  het  aantal  gemeenschappel^ke  beschryyende  1^'nen 
der  oomplexkegels  van  F  en  eveneens  het  aantal  koorden  in  een 
vlak  9r  als  het  aantal  gemeenschappelijke  raakl^'nen  der  beide 
oomplexkrommen  van  9r  aan  het  product  der  graden  van  beide 
complexen  gelqk.  Toch  zqn  er  congruenties,  wier  graad  en  klasse 
van  elkaar  verschillen.  Zoo  hebben  we  in  art.  IS*  de  oneigenl^'ke 
congruenties  (1,0),  (0,1)  en  de  congmentie  (2,6)  ontmoet  en  noe- 
men we  hier,  om  van  andere  voorbeelden  niet  te  spreken,  de 
bekende  congruentie  (»>  —  n^  +  n,  n*  —  n)  gevormd  door  de  nor- 
malen aan  een  puntalgemeen  oppervlak  F*  van  den  n^^^  graad 
(Nieuw  Archief  tfoor  Wiikunde,  VI,  blz.  24  en  26). 

Nu  er  werkelijk  congruenties  z^n,  die  niet  als  de  doorsnee  van 
twee  complexen  beschouwd  kunnen  wordeD,  moet  rekening  ge- 
houden worden  met  de  mogel^'kheid,  dat  de  meest  algemeene 
congruentie  (1,1)  oiettegenstaande  de  gelijkheid  van  graad  en 
klasse  tot  deze  groep  van  congruenties  behoort.  En  hoewel  dit 
ons  nu  gebleken  is  niet  het  geval  te  z^d,  is  toch  —  juist  omdat 
dit  langs  dezen  weg  eerst  gebleken  is  —  de  hier  gevolgde  weg 
te  verkiezen. 

3).  Bij  de  voorstelling  der  congruenties  door  tweetallen  van 
vergelijkingen  in  lijncoördinaten,  staat  men  met  betrekking  tot 
de  congruenties,  waarvan  graad  en  klasse  verschillend  zijn,  voor 
hetzelfde  bezwaar,  dat  men  bij  de  voorstelling  der  ruimtekrommen 
door  twee  vergelijkingen  iu  puntcoördinaten  ontmoet.  Alleen  de 
ruimtekromme,  die  de  volledige  doorsnee  is  van  twee  oppervlak- 
ken, kan  door  twee  vergelijkingen  worden  voorgesteld;  gedeelte- 
l^ke  doorsneden,  zoo  als  b^v.  de  ruimtekromme  van  den  derden 
graad,  vereischen  meer  dan  twee  van  elkaar  afhangende  vergelq- 
kingen.  En  evenzoo  is  het  met  congruenties  gesteld.  2i00  moet  de 
congruentie  (»i, »)  in  vereeniging  met  een  zekere  andere  congruen- 
tie {pq  —  ^  pq  —  »)  de  doorsnee  zijn  van  twee  complexen  van 
de  graden  p  en  q.  Maar  deze  aanvullende  congruentie  is  even  als 
de  graden  p  trx  q  der  complexen  in  het  algemeen  niet  te  vinden. 

Is  een  zeker  vlak  «  een  r-voudig  hoofdvlak  van  een  complex 
van  den  J9*«»  graad  en  een  #-voudig  hoofdvlak  van  een  complex 
van  den  q^^  graad,  dan  bestaat  de  doorsnee  dier  complexen  uit 
het  r«-maal  getelde  vlak  «  en  een  congruentie  (p  ^,  p  q — r«).  Een 
dergelijke  congruentie,  die  zich  door  toevoeging  van  eenige  on- 
eigenlijke congruenties  (0,1)  of  (1,0)  tot  de  volledige  doorsnee 
van  twee  complexen  laat  aanvullen,  is  de  eenvoudisrste  congruentie 
met    van   elkaar   verschillende  kenmerkende  getallen  m  en  »,  die 
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Inen  zich  denken  kan;  we  zullen  er  later  een  yoorbeeld  yan  ont- 
moeten (art.  24). 

De  uitwerking  van  deze  overeenkomst  van  bezwaren  bij  de  ana- 
lytische voorstelling  van  ruimtekrommen  en  congruenties  leidt  tot 
allerlei  opmerkingen.  Vooreerst  is  het  duidel^k,  dat  gelijkheid 
van  graad  en  klasse  niet  de  eenige  voorwaarde  behoeft  te  zqn, 
waaronder  een  congruentie  de  volledige  doorsnee  is  van  twee 
complexen;  want  was  dit  het  geval,  dan  zouden  bg  een  congru- 
entie met  een  ondeelbaar  getal  tot  graad  en  klasse  de  door  een 
punt  P  gaande  koorden  tevens  in  een  vlak  liggen  en  de  in  een 
vlak  T  liggende  koorden  tevens  door  een  punt  gaan  moeten.  Op 
dezelfde  wijze  als  Cayley  (Compies  renduê  1862  I  blz.  65,  396, 
672  en  1864  I  blz.  994)  getracht  heeft  het  oppervlak  van  den 
laagsten  graad  te  vinden,  dat  door  een  gegeven  ruimtekromme 
gaat,  —  welk  oppervlak  door  hem  een  numoïdê  genoemd  is  —  kan 
men  den  graad  van  het  complex  van  den  laagsten  graad  zoeken, 
dat  door  een  gegeven  congruentie  (m,  n)  kan  gebracht  worden,  enz. 

Omtrent  de  stralenstelsels  of  congruenties  van  hoogeren  graad 
en  klasse  raadplege  men  de  verhandelingen  van  Kumkxs  (Über 
die  algehraUehen  8irahlensy»teme  u.  s,  w,  in  de  Abhandlungen 
van  Berlijn  1864  en  Allgemeine  Theorie  der  geritdUnigeii  Strak- 
lenêyêteme  (Crelle's  Journal  LVII«  blz.  202),  een  verhandeling 
van  HiBST  (On  Oremonian  congrueneei  in  de  Proceedings  of  the 
London  Math.  Soc,  XIV,  1888)  en  de  reeds  aangehaalde  studie 
van  Voss  in  de  Math.  Annalen, 

c).  Zijn  l'  en  l"  weerkeerige  poollenen  van  een  lineair  complex, 
dan  bevat  dit  ook  de  koorden  van  de  congruentie  (1,1),  die  deze 
l\jnen  tot  richtlijnen  heeft,  als  stralen  (art.  2).  £n  de  stralen,  die 
een  gegeven  straal  sngden,  vormen  blqkbaar  een  b^'zondere  con- 
gruentie (art.  14'').  Dus  moet  men  aannemen,  dat  twee  weerkeerige 
poollijnen  in  een  straal  samenvallen  even  als  twee  opvolgende  stan- 
den der  beschrijvende  1^'n  van  een  scheef  oppervlak,  nl.  zoo,  dat 
het  vlak  door  beide  lijnen  om  de  lijn  draait  als  het  sngpuntvan 
beide  l^nen  zich  over  de  l^n  beweegt,  enz.  (art.  3<^). 

16.  Op  een  paar  willekeurige  vlakken  tt  en  tï'  teekenen 
de  koorden  der  congruentie  (1,1)  twee  vlakke  stelsels  af, 
tusschen  welke  een  kwadratische  overeenkomst  bestaat.  Want 
de  hyperboloïde  der  op  <i,  t^  en  een  willekeurige  Ign  l  van 
n  (of  Tl')  rustende  Ignen  sngdt  tt'  (of  n)  volgens  een  kegel- 
snee, lu  geval  de  sn^i^n  der  vlakken  echter  een  koorde  is, 
gaat  de  overeenkomst  in  homografie  of  collineatie  over. 

a).    Deze  door   Stejneb   gevondene  afleiding   der  kwadratische 


orereenIroiDst  (Syêtenudueke  Entwiekelung  u,  %,  w.,  N\  59,  of  ^^ 
tammeUe  JFerke^  I,  blz.  407)  heeft  htstorisohe  waarde;  zij  vormt 
de  eerste  behandeling  van  dit  onderwerp. 


m.       St£LSELS   YAIT   LINKAIUS   COMPLKXBN. 

17.  Als  een  congruentie  door  vier  koorden  A7^(i  =  l, 
2,  3,  4)  gegeven  is,  dan  bepaalt  elke  v^fde  willekeurig 
aangenomen  l^n  s  een  lineair  complex,  dat  deze  Ign  $ 
en  al  de  koorden  der  g^even  congruentie  tot  stralen  heeft. 
Laat  men  daarna  ,  veranderen,  dan  verkrijgt  men  een  en- 
kelvoudig  oneindig  aantal  lineaire  complexen;  wfji  zij  alle 
de  koorden  der  gegeven  congruentie  als  stralen  gemeen 
hebben  en  er  door  elke  willekeurige  andere  Ign  8  steeds 
een  van  hen  gaat,  geefb  men  aan  dit  samenstel  van  com- 
plexen den  naam  van  complexbundel  en  aan  de  aan  alle 
complexen  des  bundels  gemeenschappel^ke  congruentie  den 
naam  van  baêiscongrtientie  des  bundels. 

a).  De  verzameling  van  lineaire  complexen  is  enkelvoudig  on- 
eindig. Want  bij  de  onderstelling,  dat  elke  l^n  ê  een  nieuw  com- 
plex bepaalt,  zou  het  aantal  der  complexen  viervondig  oneindig 
zijn.  Maar,  wQl  elk  complex  een  drievoudig  oneindig  aantal  stralen 
heeft,  wordt  het  bij  deze  onderstelling  een  drievoudig  oneindig 
aantal  malen  geteld,  enz. 

Twee  lineaire  complexen  bepalen  samen  een  congruentie, 
die  de  gemeenschappeligke  stralen  van  beide  tot  koorden 
heeft.  Z^  bepalen  dus  ook  den  complexbundel,  waarvan  dea^ 
congruentie  de  basiscongruentie  is;  m.  a.  w.  een  complex- 
bundel is  door  twee  zgner  complexen  bepaald. 

Bepaalt  men  de  basiscongruentie  door  haar  twee  richt- 
lenen tl  en  t2  in  plaats  van  door  vier  koorden,  dan  zal 
elke  lign  a,  die  geen  der  richtlenen  sn^dt,  een  complex  be- 
palen, dat  8  tot  straal  en  ti  en  t^  tot  een  paar  weerkeerige 
pooUgnen  heeft.  Even  als  boven  vormen  al  deze  complexen 
weer  een  bundel,  enz. 

Een  eigenaardig  b^zonder  geval  doet  zich  voor,  wanneer 
de  beide  richtlijnen  elkaar  loodrecht  kruisen  en  een  van 
beide  iu  het  oneindige  ligt.    Dan   hebben  de  complexen  des 
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bundels  een  gemeenschappelgke  as,  de  in  het  eindige  lig- 
gende richtlgn  der  congruentie,  en  z^n  z^  door  de  waarde 
der  constante  fiz=i  rtg  S  van  elkaar  onderscheiden. 

De  complexbundel  bevat  twee  oneigenl^ke  complexen, 
waarvan  het  eene  ti  en  het  andere  t^  tot  as  heeft.  Wijl 
deze  twee  oneigenlijke  complexen  de  basiscongruentie  be- 
palen kunnen  zy  even  goed  als  twee  andere  complexen  des 
bundels  den  bundel  bepalen.  Men  vindt  een  dezer  oneigen- 
l^ke  complexen  als  s  een  der  beide  richtlijnen  sngdt ;  snydt 
8  beide  richtlijnen,  dan  bepaalt  ze  als  aan  alle  complexen 
des  bundels  gemeenschappelijke  straal  geen  complex. 

Als  de  richtlenen  t^j  t^  der  basiscongruentie  elkaar  sne- 
den en  de  basiscongruentie  zich  dus  splitst  in  alle  l^nen 
door    het   sn^punt    P  van    ti^  t^  en  alle  lijnen  in  het  vlak 

n  door  ^^f  ^2*  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^  complexen  des  bundels  een 
oneigenlijk  complex  zign  met  een  as  door  P  en  in  ;i.  Snydt 
ui.  de  l^n  «,  die  met  de  basiscongruentie  het  complex  be- 
paalt, het  vlak  jt  in  S,  dan  zullen  zoowel  alle  lijnen  door 
S  als  alle  Ignen  door  P  tot  dit  complex  behooren.  Want 
het  bevat  de  lijnen  door  5  in  ;r  en  *,  dus  alle  liynen  door 
iS,  enz.  Dus  moet  het  complex  een  oneigenlyk  complex  zijn 
met  de  lijn  P  S  in  ji  tot  as. 

18.  De  assen  der  lineaire  complexen  van  den  bundel,  die 
een  gegeven  congruentie  (1,1)  tot  basiscongruentie  heeft, 
noemt  men  de  assen  der  cotègruentie.  We  zoeken  het  opper- 
vlak, dat  de  meetkundige  plaats  dier  assen  is. 

De  as  van  een  complex  sn^dt  het  vlak  in  het  oneindige 
in  diens  pool  en  ontmoet  dus  al  de  in  het  oneindige  gele- 
gen stralen;  derhalve  moeten  de  assen  der  congruentie  alle 
haar  oneindig  ver  gelegen  koorde  snijden.  Maar  dan  moet 
ook  het  oppervlak  i^^,  dat  volgens  art.  12  de  meetkundige 
plaats  is  van  de  koorden,  die  een  willekeurig  gegeven  Ijn 
sneden,  voor  elk  van  de  assen  der  congruentie  een  hyper- 
bolische paraboloïde  zijn  en  wel  een  rechthoekige.  Want, 
daar  de  as  van  een  complex  al  de  haar  ontmoetende  stralen 
loodrecht  snijdt,  staat  zij  loodrecht  op  het  richtvlak  der 
haar  ontmoetende  koorden  en  staan  dus  de  beide  richt  vlak- 
ken loodrecht  op  elkaar. 
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Üit  de  beschouwingen  van  art.  6  volgt,  dat  de  aa  van 
een  complex  den  koristen  afstand  van  elk  paar  weerkeerige 
poollgnen  loodrecht  sn^dt.  Nemen  we  voor  het  complex 
een  der  complexen  des  bundels  en  voor  het  paar  weerkee- 
rige poollgnen  de  richtlenen  ti  en  t^  der  basiscongruentie, 
dan  vinden  we,  dat  alle  assen  der  congruentie  den  koristen 
a&tand  van  ti  en  t^  loodrecht  sngden. 

a).  Na  zou  men  kunnen  meenec,  dat  hieruit  in  verband  met 
ket  voorgaande  voor  het  gezochte  oppervlak  een  hyperbolische 
paraboloïde  gevonden  wordt.  Want  de  assen  moeten  evenw^dig 
blijven  aan  een  vlak  loodrecht  op  den  kortsten  afstand  tusschen 
^  en  4  en  bovendien  twee  lij  oen  snijden,  den  genoemden  kortsten 
afstand  en  de  in  het  oneindige  liggende  koorde  der  congruentie. 
Bij  nader  inzien  blijkt  echter,  dat  het  rusten  op  deze  koorde  met 
het  evenwijdig  zijn  aan  een  vlak  loodrecht  op  den  kortsten  af- 
stand identisch  is  en  dat  in  elk  vlak  loodrecht  op  dien  kortsten 
afstand  de  as  nu  verder  zoo  bepaald  moet  worden,  dat  z\j  door 
de  haar  snijdende  koorden  loodrecht  gesneden  wordt. 

De  twee  Ignen  a  (fig.  9),  die  in  het  vlak  cc  loodrecht 
op  den  kortsten  afstand  ^1^2  ^^^  ^^  richtlenen  ti  en  t^ 
in  het  midden  O  iusschen  Ai  en  A2  aangebracht  den  hoek 
tusschen  de  projecties  ui  en  u^  van  ti  en  t^  op  dit  vlak 
middendoordeelen,  zgn  assen  der  congruentie.  Want  uit  de 
beschouwing  der  hyperbolische  paraboloïde,  die  ij,  t^  en  een 
der  beide  Ignen  a  tot  richtlijnen  heeft,  blgkt  onmiddel- 
lijk, dat  deze  lijn  a  de  haar  ontmoetende  koorden  lood- 
recht sn^dt.  En  aan  den  anderen  kant  zijn  de  l^nen  a  de 
eenige  assen  door  O,  waaruit  dus  volgen  moet,  dat  er  door 
elk  punt  van  AiA^  twee  assen  der  congruentie  gaan,  daar 
de  Ign  Al  A^  zelve  niet  tot  deze  assen  behoort.  We  toonen 
dit  nog  nader  aan  door  voor  een  willekeurig  punt  van  Ai  A^ 
de  assen  te  construeeren. 

Brengt  men  een  willekeurig  vlak  aan  evenwijdig  aan 
AiA^j  dat  tl  in  jB  en  ^2  ^^  ^  snijdt,  projecteert  men  B 
in  B*  en  C  in  C'  op  het  vlak  der  assen  a,  laat  men  uit 
O  de  loodl^n  O  D'  op  de  verbindingslyn  B'  C'  neer  en 
zoekt  men  het  punt  D  van  de  Ign  B  C  waarvan  Z>'  de  pro- 
jectie is  op  het  vlak  der    assen,  dan  is  de  lijn  V  H^  uit  D 
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evenwgdig  aan  ly  O  getrokken  een  as  der  congruentie.  Want 
deze  lign  D  E  ia  richtlgn  der  hyperbolische  paraboloïde,  die 
door  de  richtlenen  ti^  ^2  ®^  ^^^  evenw^dig  aan  Ai  A^  aan- 
genomen richtvlak  bepaald  wordt;  dus  zal  z^  als  loodlgn 
op  dit  richtvlak  de  beschrgvende  lijnen  van  dit  oppervlak, 
d.  w.  z.  de  koorden  die  zij  ontmoet,  loodrecht  sngden,  enz. 
Uit  de  figuur  volgt  onmiddellgk 

AyE   _  BJD  _  B ly 
A^A^  ~  BC  ~  ff  C 

Wgl  nu  de  meetkundige  plaats  van  D  bg  draaiing  van 
het  aan  A-^  A^  evenwgdig  aangenomen  vlak  om  jB  J?*  de  in 
het    vlak   a  op  B^  O  als  middellgu   beschreven  cirkel  is  en 

AyE 

deze    door   de    bg  de  verhouding  — — —   passende  Ign  even- 

Ai  A2 

wgdig  aan  u^  in  twee  punten  27'  gesneden  wordt,  gaan  er 
twee  assen  der  congruentie  door  elk  punt  E  van  AiA^  en 
zgn  deze  assen  gemakkelgk  te  construeeren,  als  het  punt  E 
gegeven  is. 

In  elk  vlak  A^A^D  door  A-^A^  ligt  een  der  assen  van 
de  congruentie.  Want  bg  het  loodrecht  op  ^4^  ^2  Z>  staande 
richtvlak  door  B  B^  behoort  een  enkele  as.  Dus  is  de  ge- 
zochte meetkundige  plaats  een  regelvlak  van  den  derden  graad 
met  AiA^  tot  dubbellgn  en  de  haar  loodrecht  kruisende 
koorde  in  het  oneindige  tot  enkelvoudige  richtlgn. 

è)    De  verhouding    — -    =:  wordt  het  grootst,  als  men 

^i  A%         jS  g 

voor  jy   het  punt  Df^    neemt,  waar  rechts  van  jS'  O  de  raakiqn 

aan  den  hulpcirkel  evenwijdig  is  aan  C^  O,  ïbuvl  L^  O  C'  z=%  i^ 

dan  vindt  men  met  betrekking  tot  het  bedoelde  punt  D''  onmid- 

B'D"        sin*  (45°  +  i) 

dellijk  z^-rr  =  r— i; •   Eveneens  wordt   het   punt  D"', 

Jff  C^  sm  z  ^ 

waar  de  verhouding  haar  kleinste  waarde  heeft  en  dat  in  den  hnlp- 

drkel  middelli|jnig  tegenover  J>'  gelegen  is,  door  de  betrekking 

-  ^-  = : — Tr^r—  bepaald.     De  punten  D"  en  2/"  zun 

niet  in  de  figuur  aangewezen. 

De     beide   gevouden   grensverhoudingen    geven    op    ^,  A^  de 
punten  Jf'  aan,  voor  welke  de  beide  asseu  samenvalieu.  Z\j  liggen, 
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zooals  te  renrachtoD  was,  symmeirisoh  ten  opzichte  van  O,  want 

+    ~       •  =  1.    Tussolien  deze  grenspunten  F  liggen  de 

pnnten  B  met  bestaanbare,  er  bniten  lisrgen  de  punten  J7  met  on- 
bestaanbare assen.  In  het  algemeen  liggen  de  grenspunten  buiten 
het  segment  Ay  A^\  alleen  als  l  =:  45^  is,  vallen  zq  met  Ai  en 
A^  samen. 

In  Al  z^n  de  beide  assen  de  lijn  /j  behoorende  b^  een  oneigen- 
l^k  complex  en  de  loodl^n  door  Ai  op  het  vlak  {Ai  /|) ;  werke- 
zijn  deze  lijnen  altgd  bestaanbaar  en  vallen  ze  voor  l  =  46^  samen. 

Is  de  gegeven  congruentie  een  bijzondere  (art.  13^),  dan  zal 
het  voorgaande  in  hoofdzaak  doorgaan.  De  punten  Ai  A^  vereeni- 
gen  zioh  dan  in  het  centraalpunt  A  der  beschrigvende  lijn  van 
samen valb'ng  met  betrekking  tot  de  hyperbolische  paraboloïde  der 
congruentie,  l  wordt  nul  en  de  grenspunten  F  liggen  aan  weers- 
kanten van  A  op  een  afstand,  die  het  dubbel  is  van  den  para^ 
meier  dier  beschr^'vende  lijn  (de  la  Goübmesib,  Traite  de  geo- 
metrie descriptive,  deel  II,  blz.  144). 

«).  De  b^  de  afleiding  van  het  oppervlak  der  assen  gebruikte 
hyperbolische  paraboloïdes  hebben  de  zijden  van  een  scheeven 
vierhoek  {AiA^^  ^,,  de  in  het  oneindige  liggende  koorde  en  4) 
gemeen.  Zij  vormen  dus  een  bundel.  We  vinden  derhalve  hier 
de  in  art  13^  aangewezen  rangschikking  der  koorden  zoo  her- 
haald, dat  met  ieder  oppervlak  een  as  der  congruentie  in  ver- 
band staat. 

d).  Als  tl  in  het  oneindige  ligt  en  t^  niet  loodrecht  kruist, 
herleidt  het  oppervlak  van  den  derden  graad  zich  tot  een  plat 
vlak,  het  vlak  door  ^,  dat  met  een  willekeurig  vlak  door  ^,  een 
loodlijn  op  de  projectie  van  i^  op  dit  vlak  tot  doorgang  heeft. 
In  dit  vlak  zijn  de  lijnen  evenwijdig  aan  ^  de  assen  van  de  com- 
plexen des  bundels.  Kruist  de  in  het  oneindige  liggende  richtlijn 
i^  de  andere  ^s  loodrecht,  dan  vallen,  zoo  als  we  reeds  zagen,  al 
de  assen  met  i%  samen. 

19.  Alle  complexen,  die  drie  gegeven  lijnen  si^  e^^  s^  tot 
stralen  hebben,  hebben  als  stralen  al  de  lijnen  e  gemeen, 
die  op  het  door  deze  drie  Ignen  bepaalde  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  met  deze  drie  lijnen  tot  een  zelfde  stel 
behooren.  Zij  vormen  een  tweevoudig  oneindig  samenstel 
van  complexen,  waaraan  men  den  naam  van  compleanet 
geeft;  van  dit  complexnet  vormt  het  oppervlak  der  l^neu 
s  het  baeieregelvlak. 

Elke    l^n    a',    die    de    drie  gegeven  stralen  «j,  s^^  «3  ont* 
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moet,  is  as  van  een  oneigenl^k  complex  in  het  net  begre- 
pen; de  meetkundige  plaats  der  assen  a!  is  dus  eveneens 
het  basisregelvlak. 

Elke  willekeurige  liijn  /  bepaalt  met  dedrie  lynen9x)^2f^3 
een  congruentie  (1,1),  die  de  twee  op  l  rustende  lynen  a 
van  het  basisregelvlak  tot  richtlenen  heefb. 

Elk  willekeurig  paar  Ignen  /j,  l^  bepaalt  met  de  drie 
gegeven  stralen  een  complex ;  de  assen  van  deze  complexen, 
noemt  men  de  assen  van  het  complexnet.  We  zullen  later 
zien  welk  een  congruentie  zij  vormen. 

Het  complexnet  is  bepaald  door  drie  onderling  onafhan- 
kel^ke  complexen  Cj,  C^,  C^,  d.  w.  z.  door  drie  complexen, 
die  niet  tot  een  zelfden  bundel  behooren.  Z^n  nl.  ti  en  t^ 
de  richtlenen  der  congruentie  gemeen  aan  C^  en  Cg,  ti  en 
fg'  de  richtlynen  der  congruentie  gemeen  aan  Cq  en  C3,  dan 
hebben  deze  vier  lijnen  als  twee  paar  weerkeerige  pooUgnen 
van  Cj  hyperboloïdische  ligging  en  vormen  de  op  deze  vier 
lijnen  rustende  stralen  het  basisregelvlak  van  het  net. 

a).  Indien  9,  en  8^  elkaar  in  8  snijden  en  «3  het  vlak  0-  door 
«I  en  «3  in  T  ontmoet,  bestaat  het  basisregelvlak  uit  twee  stra- 
lenbundels.  Gaan  de  drie  stralen  8  door  een  zelfde  punt  8^  of 
liggen  zij  in  een  zelfde  vlak  o-,  dan  treedt  er  onbepaaldheid  in 
bij  de  in  het  net  begrepen  congruenties,  die  alle  uit  de  vereeniging 
eener  congruentie  (0,1)  met  een  congruentie  (1,0)  bestaan;  ter- 
wijl al  de  complexen  van  het  net  dan  oneigenlijke  complexen  zijn. 

20.  Alle  complexen,  die  twee  gegeven  l^nen  «j,  «2  ^^ 
stralen  hebben,  vormen  een  drievoudig  oneindig  samenstel, 
waaraan  we  den  naam  van  complexweefsel  geven ;  van  dit 
weefsel  vormen  «^  en  s^  de  hasisstralen. 

Elke  lijn  a',  die  «^  ®^  H  ontmoet,  is  de  as  van  een  on- 
eigenlijk complex  van  het  weefsel;  dus  vormen  de  assen 
der  oneigenljke  complexen  van  het  weefsel  de  congruentie 
(1,1),  die  «1  en  «2  ^ot  richtlijnen  heeft. 

Gemakkelijk  blijkt,  dat  een,  twee  en  drie  l^nen  l  met 
de  beide  basisstralen  achtereenvolgens  een  complexnet,  een 
congruentie  en  een  lineair  complex  bepalen.  En  aanstonds 
zal  blijken,  welk  een  complex  gevormd  wordt  door  de  assen 
der  in  het  weefsel  begrepen  complexen. 
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Het  complexweefeel  is  bepaald  door  vier  onderling  onaf- 
hankelgke  complexen  Cj,  C^^  C^^  C4,  d.  w.  z.  door  vier 
complexen,  die  niet  tot  een  zelfde  complexnet  behooren.  Zjjn 
nl.  tl  en  f^  de  richtlijnen  der  congruentie  gemeen  aan  Cj 
en  Cg,  tl  en  tz  de  richtlijnen  der  congruentie  gemeen  aan 
C^  en  C^^  dan  zullen  de  twee  lijnen,  die  op  deze  vier  lijnen 
rusten,  de  beide  basissfcralen  van  het  weefsel  doen  kennen. 

a).    Het   geval,    dat  $1  en  «,  elkaar  snijden,  wordt  in  verband 
met  arL  19  gemakkelijk  in  zijn  bijzonderheden  geschetst. 

21.  Alle  complexen,  die  een  gegeven  Ign  s  tot  straal 
hebben,  vormen  een  viervoudig  oneindig  samenstel,  dat  we 
een  complexstelsel  noemen;  van  dit  stelsel  mag  s  de  basis- 
straal  heeten- 

Elke  lijn  a',  die  s  ontmoet,  is  de  as  van  een  oneigenl^k 
complex  in  heb  stelsel  begrepen ;  dus  vormen  de  assen  der 
oneigenlijke  complexen  in  het  stelsel  begrepen  een  oneigen- 
l^k  complex  met  den  basisstraal  van  het  stelsel  tot  as. 

Het  hier  beschouwde  complexstelsel  is  niet  het  meest 
algemeene.  Want  dit  laatste  wordt  bepaald  door  ^ój  f  onder- 
ling onafhankelijke  complexen  fj,  Tg,  C3,  C^,  C^,  d.  w,  z. 
door  vgf  complexen,  die  niet  tot  een  zelfde  complexweefsel  be- 
hooren, en  deze  hebben  in  het  algemeen  geen  straal  gemeen. 
Dit  algemeene  complexstelsel  bepaald  door  C],  C2,  C3,  C4,  C^ 
omvat  al  de  complexen,  die  met  een  der  vijf  complexen  en 
een  der  complexen  uit  het  door  de  vier  overige  complexen 
bepaalde  weefsel  tot  een  zelfden  bundel  behooren.  En  nu 
biykt  gemakkel^k,  dat  deze  verzameling  van  complexen  met 
het  eerst  besproken  stelsel  daarin  overeenkomt,  dat  alle  er 
toe  behoorende  complexen,  die  een,  twee  of  drie  willekeu- 
rig gegeven  l^nen  tot  stralen  hebben  achtereenvolgens  een 
weefsel,  een  net  of  een  bundel  vormen  en  er  slechts  één 
complex  toe  behoort,  dat  vier  willekeurig  gegeven  lijnen 
tot  stralen  heeft.  Is  nl.  F^  het  regelvlak  van  het  net 
(Cl,  Cj,  C3),  zijn  daarop  «j,  «3  de  basisstralen  van  het  weefsel 
(Cl,  Cg,  C3,  C4)  en  «1',  «2  die  van  het  weefsel  (Ci,  C^j  C3,  C5), 
terwgl  /  een  willekeurige  lyn  aanduidt,  dan  zullen  de  beide 
^gnen    door   de    sngpunten  van   l  met  F^j  die  niet  met  de 
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l^nen  «  tot  hetzelfde  stel  behooren,  aan  de  oppervlakken 
(«19  «2f  Q  en  («/,  «2',  Z)  van  den  tweeden  graad  gemeen  zgn 
en  deze  elkaar  dus  verder  nog  volgens  een  Ign  F  van  het 
stel  der  l^nen  s  snijden.  Deze  Ign  vormt  met  l  de  basis- 
stralen  van  het  door  l  in  het  complezstelsel  bepaalde  com- 
plexweefsel, enz. 

Tevens  bl^kt  hieruit,  dat  de  assen  der  oneigenl^ke  com- 
plexen van  dit  meer  algemeene  stelsel  nu  niet  een  oneigen- 
Igk,  maar  een  eigenlek  complex  vormen.  Want  alle  assen 
die  een  Ign  l  sngden,  snijden  ook  een  tweede  Z',  enz. 

22.  De  assen  der  complexen  begrepen  in  een  complex- 
stelsel  vormen  de  viervoudige  oneindigheid  der  Ignen  in  de 
ruimte.  Dit  is  onmiddell^k  duidelgk  bg  het  stelsel  met  een 
basisstraal  s.  Want  elke  Ign  a  bepaalt  een  complex,  waar- 
van 8  straal  is.  En  bg  een  meer  algemeen  complex  kan 
men  als  volgt  redeneeren.  Z^n  op  het  basisregelvlak  F^ 
van  het  net  (Cj,  Cg,  C^)  door  «j,  «3  en  «1',  «g  weer  de  basis- 
stralen  van  de  weefsels  (C^,  Cg,  C3,  C^)  en  (Cj,  Cg,  C3,  C5) 
vooi^esteld,  dan  zullen  de  basisstralen  van  de  weefeels 
(C'j,  Cj,  Cg,  C;),  waarb^  C>  elk  willekeurig  complex  uit  den 
bundel  (C^,  Cg)  aangeeft,  op  F^  de  involutie  («1  «21  *i'*i') 
vormen.  Maar  op  dit  zelfde  oppervlak  zullen  de  basisstralen 
van  het  weefsel  (C^i  ^21  ^^1  ^f*))  waarvan  Cfx  het  complex 
is  met  een  willekeurig  gegeven  Ign  a  tot  as  en  /u  tot  con- 
stante, bfj  verandering  van  /x  een  tweede  involutie  vormen. 
Het  aan  beide  involuties  gemeenschappelgke  paar  l^nen  is 
een  stralenpaar  van  het  in  het  stelsel  begrepen  complex 
met  a  tot  as. 

23.  We  zoeken  thans  de  meetkundige  plaats  van  de  assen 
der  complexen  begrepen  in  een  weefsel.  Zyn  si  en  «^  de 
beide  basisstralen  en  a  de  as  van  een  in  het  door  ben  be- 
paalde weefsel  begrepen  complex,  dan  hebben  naar  de  uit- 
drukking van  Zeuthen  (art  ll*^)  de  lijnen  «^  en  s^  gel^ke 
momenten  ju  met  betrekking  tot  a.  Maar  dan  heeft  a  ook 
gelijke  momenten  //  met  betrekking  tot  êi  en  s^.  Dus  is  de 
meetkundige  plaats  der  l^nen  a  de  meetkundige  plaats  van  de 
congruentie  gemeen  aan  de  beide  complexen,  die  Si  en  «2  tot 
assen  en  fi  tot  constante  hebben,  als  men  /x  laat  veranderen. 
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Dese  meetkimdige  plaats  van  de  doorsnee  der  OTereenkomstige 
complexen  van  twee  projectmsche  complexbundels  is  een  rom- 
plex  van  den  tweeden  graad.  Immers  de  poolvlakken  n^  en  V^ 
Tan  een  willekeurig  gekozen  punt  P  met  betrekking  tot  de 
complexen  Cyt,  en  C^,  die  $1  en  e^  tot  assen  en  ft  tot  con- 
stante hebben,  brengen  bg  verandering  van  ^  twee  projecti- 
Yische  vlakkenbundels  voort,  die  de  loodl^nen  uit  P  op  «^  en 
«^  tot  assen  hebben,  en  de  meetkundige  plaats  van  de  sn^lgn 
dier  vlakken  n^t,  en  7^^  is  een  k^l  van  den  tweeden  graad. 
En  evenzoo  doorloopen  de  polen  Py^  en  P^  van  een  wille- 
keurig gekozen  vlak  n  met  betrekking  tot  de  complexen 
C»  en  Cyt  bg  verandering  van  ft  twee  projectivische  punt- 
reekgen,  waarvan  de  in  ;r  gelegen  loodlgnen  op  «^  ^^  ^s^le 
dragers  zgn,  en  omhult  de  verbindingslgn  dier  punten  een 
kromme  van  de  tweede  klasse.  Dus  is  de  verzameling  van 
assen  a  een  complex  van  den  tweeden  graad,  w^l  de  com- 
plexk^el  van  elk  punt  P  van  den  tweeden  graad  en  de 
complexkromme  van  elk  vlak  n  van  de  tweede  klasse  is. 

6^  de  beschouwing  van  het  complex  der  assen  a  als  de 
meetkundige  plaats  der  congruenties  gemeen  aan  de  over* 
eenkomstige  complexen  C^  en  Cy.  van  twee  projectivische 
complexbundels  (Cy)  en  {Cy)  verdient  het  opmerking,  dat 
de  onagenl^ke  complexen  van  den  eenen  bundel  met  die 
van  den  anderen  overeenstemmen,  wgl  z^  met  dezelfde  waar- 
den van  fi^  nl.  nul  en  oneindig,  overeenkomen.  En  de  assen 
der  oneigenl^ke  complexen,  die  bg  de  oneindig  groote  waar- 
de van  fi  behooren,  su^'den  elkaar  bovendien,  wijl  ze  beide 
in  het  vlak  in  het  oneindige  liggen.  Dus  bevat  de  meet- 
kundige plaats  een  congruentie  (lfl)i  die  zich  splitst  in  de 
congruentie  (0,1)  der  lijnen  in  dit  vlak  tt  qq  en  de  congru- 
entie (1,0)  der  Ignen,  die  81  en  s^  loodrecht  sneden  en  dus 
door  een  in  het  oneindige  gelegen  punt  P^  gaan ;  m.  a.  w. 
ket  vlak  tt^q  is  een  enkelvoudig  hoofdvlak  en  het  punt 
Pqo  een  enkelvoudig  hoofdpunt  van  het  complex  van  den 
tweeden  graad. 

Wanneer  de  twee  basisstralen  s^  en  e^  elkaar  snijden,  is 
bet  vlak  («2,  s^)  een  tweede  hoofdvlak  en  het  punt  («j,  s^ 
een  tweede  hoofdpunt  der  meetkundige  plaats. 

YKI*'..   KM   MIDID.    AFD.    NATUUER-    3^    EKKKS.    DKIL  Y. 
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a).  In  het  voorbijgaaD  mag  kier  wordoD  aangestipt,  dat  niet 
elk  complex  van  den  tweeden  graad  door  middel  van  twee  pro* 
jectivische  lineaire '  oomplexbundels  kan  worden  voortgebracht. 
Men    vergelijke   de   in   art.    18*    aangehaalde   verhandeling  van 

WSILEB. 

b).  Indien  er  slechts  één  hoofdvlak  en  één  hoofdpunt  is,  sal 
het  oppervlak  der  bijzondere  punten  van  het  complex  van  den 
tweeden  graad  een  oppervlak  van  den  derden  graad  en  de  derde 
klasse  wezen.  Zijn  er  echter  twee  hoofd  vlakken  en  twee  hoofd- 
punten, dan  gaat  het  bedoelde  oppervlak  in  een  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  en  de  tweede  klasse  over. 
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24.  Eindelgk  bepalen  we  de  meetkundige  plaats  van  de 
assen  der  complexen  begrepen  in  een  net,  waarvan  sijS^^sz 
de  gegeven  basisstralen  z^n.  We  slagen  hierin  onmiddellgk 
als  we  dit  net  als  aan  de  weefsels  («i,  ^2)  ^^  (^ii  ^s)  g^* 
meen  beschouwen.  Dan  bl^kt  namel^k,  dat  de  bedoelde 
meetkundige  plaats  als  de  doorsnee  van  twee  complexen 
van  den  tweeden  graad  met  een  gemeenschappelgk  hoofd- 
vlak  n^    een  congruentie  (4,3)  is. 

Zgn  de  basisstralen  é^,  «£,  «3  evenw^dig  aan  een  zelfde 
vlak,  dan  zal  het  gemeenschappel^k  punt  der  loodlijnen  op 
dit  vlak  een  gemeenschappeligk  hoofdpunt  van  beide  complexen 
van  den  tweeden  graad  z^'n  en  dus  de  doorsnee  een  ean- 
gruentie  (3,3)  wezen. 

n).  Omtrent  de  bundels,  netten,  weefsels  en  stelsels  van  lineaire 
complexen  vergelijke  men  nog  de  verhandeling  Introdusione  aUa 
ieoria  dello  spatio  rigato  van  E.  OAPoajLLi  en  P.  del  Pezzo,  op- 
genomen in  het  dit  jaar  uitgekomen  werk  Memorie  di  geonuiria 
di  Etiore  Caporali,  en  bet  eerste  gedeelte  der  verhandeling  Fw- 
damenti  di  una  ttoria  dello  epaeio  generato  dai  eompleeei  lineari 
van  B.  DE  Paolis  (Eeale  Accademia  dei  Lincei,  15  Pebroari, 
1885). 

Wo  besluiten  met  het  volgende  overzicht,  dat  uit  zich 
zelf  duidel^k  is  en  waarin  de  overeenkomst  tusschen  de 
van  boven  naar  beneden  gelezen  derde  kolom  en  de  van 
beneden  naar  boven  gelegen  vierde  kolom  in  het  oog 
springt. 
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GEWONE  VEBGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  81  lüuut  1888. 


T^enwoordig  de  Heeren :  van  dbe  Waals,  Onder- Voor- 
zitter, ScHOUTB,  Stokvis,  Forstee,  MichaSlis,  van  db  Sande 
Bakhüyzen,  Schols,  Baehr,  Hubrecht,  van  Bemmelbn,  Place, 
VAN   Riemsdijk,   Korteweg,   A.    C.   Oüdbmans  jr.,  Grinwis, 

DiBBITS,    VAN    't    HoFF,    VAN    DoRP,    HoBK,    J.  A.  C,  OuDEMANS, 

Pranchimont,  Lorentz,  Mac  Gillavry,  Pekelharing,  Mar- 
tin, Brutel  de  la  Rivièrb,  Zeeman,  Bierens  de  Haan,  vak 
Dibsen  en  C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris;  voorts  het 
correspondeerend  Lid  de  Heer:  van  der  Burg  en  van  de 
letterkundige  Afdeeling  de  Heer:  Campbell. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  De  Heer  Büys  Ballot  heeft  zich  schriftel^k  over  het 
niet  bewonen  der  vergadering  verontschuldigd.  De  Heer  va» 
DER  Waals  leidt,  als  Onder- Voorzitter,  de  vergadering. 


M 


—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  den  Secretaris  van  het  historisch  Genootschap  te 
Utrecht,  1888;  den  Directeur  van  de  Universiteits-boekerg 
te  Upsala,  7  Maart  1887;  aangenomen  voor  bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1°.  het  Ministerie  van  binnenlandsche  Zaken,  's  Graven- 
hage,  29  Februari  1888;  2^.  het  Ministerie  van  Marine, 
's  Gravenhage,  29  Februari  1888;  30.  J.  F.  L.  Schneidbe, 
Bibliothecaris  der  polytechnische  School  te  Delft,  26  Maart 
1888;  4^.  L.  Jaiocabt  db  Beoüillant,  Brussel,  1888;  5^, 
voN  Bkzold,  Directeur  van  het  kön.  preuss.  meteorologisches 
Institut  te  Berlijn,  1888;  6^.  J.  J.  Beide,  Bibliothecaris  der 
public  Libraiy  of  Victoria  te  Melbourne,  18  October  1887* 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelflke  dankbetui- 
ging en  plaatsing  in  de  boeker^. 

—  De  Heer  Bibebns  de  Haan  leest,  ook  uil  naam  van 
den  Heer  van  den  Beeo,  het  rapport  over  de  verhandeling 
des  Heeren  Dr.  J,  de  Veies  (Over  vlakke  configuraties). 

De  conclusie  strekt  om  haar  op  te  nemen  in  de  werken 
der  Akademie.  Aldus  wordt  besloten. 

—  De  Heer  Geinwis  leest,  ook  uit  naam  van  den  Heer 
Ix)EKïnz,  het  rapport  over  de  verhandeling  des  Heeren 
Dr.  V.  A.  JüLiüs  (Over  de  lineaire  spectra  der  elementen). 
Het  voorstel  om  haar  in  de  werken  der  Akademie  op  te 
nemen,  wordt  aangenomen. 

—  De  Heer  van  de  Sande  Bakhuyzen  deelt,  ook  uit 
naam  van  den  Heer  Bosscha,  mede,  dat  zij  met  den  Heer 
Dr.  J.  D.  VAN  dee  Plaats  overeengekomen  zgn,  dat  deze  zgne 
verhandeling:  >Over  Standaardbarometers,  in  het  bgzonder 
over  die  van  het  koninklp  Nederlandsch  Meteorologisch 
Instituut"  in  twee  deelen  splitsen,  en  daarvan  het  eerste  voor 
de  werken  der  Akademie  afstaan,  het  tweede  echter  voor  de 
werken  van  een  ander  wetenschappelijk  lichaam  bestemmen 
zaL  —  Dit  eerste  gedeelte,  in  ietwat  gewijzigden  vorm,  zou 
der  Commissie  van  beoordeeling  binnen  kort  opnieuw  wor- 
den toegezonden. 

—  De  Heer  Maetin  deelt  mede,  dat  hem  door  den  Heer 
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YA17  Lansbëroe,  oud  GouYemeur-Generaal  van  Nederlandsch- 
Indiê,  voor  het  Leidsch  Museum  ten  geschenke  werd  aan- 
geboden een  stuk  kaak  van  een  reusachtigen  Ichthyosaums, 
afkomstig  van  de  zuidkust  van  Ceram.  Uit  dit  fossiel  kaD 
het  bestaan  van  mesozoïsche  lagen  op  genoemd  eiland  wor- 
den afgeleid,  en,  op  grond  van  het  feit,  dat  in  Engelsch- 
Indië  en  Australië  overbl^fselen  van  hetzelfde  dier  in  het 
krijt  gevonden  zijn,  ook  tot  de  aanwezigheid  van  eene  krgt- 
formatie  op  Ceram  besloten  worden.  De  opgave  in  Bero- 
HAUs'  >  Physikalischer  Atlas"  dat  er  aan  de  zuidkust  van 
Oeram  eene  palaeozoïsche  formatie  zoude  voorkomen,  is  van 
grond  ontbloot. 

—  De  Heer  J.  A.  C.  OüdeMaks  biedt  voor  de  werken 
der  Akademie  aan  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  J. 
D.  VAN  DEE  Plaats,  leeraar  aan  de  Yeeartsengschool  te 
Utrecht,  getiteld:  tOver  den  Secundeslinger",  1«  gedeelte. 
Aan  de  Heeren  Bosscha,  van  de  Sakde  Bakhutzen  en  Schols 
wordt  opgedragen,  daarover  rapport  uit  te  brengen. 

—  De  Heer  Loeentz  biedt  voor  de  werken  der  Akademie 
aan  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  V.  A.  Julius,  ge- 
titeld: tOver  de  trillende  beweging  van  een  vervormden 
vloeistof  bol".  Tot  rapporteurs  daarover  worden  aangewezen 
de  Heeren  Geinwis  en  Eoeteweo. 
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—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 
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H A  P  P  ORT 


OYBR   XEVX 


TBBHANDELDÏG   VAN   Dr.     J.     DE     Y  B  I  E  S9 


^OVER  VLAKKE  CONFIGURATIES". 


(Uitgebracht  in  de  Yeigadering  van  31  Maart  1888). 


De  Afdeeling  heeft  ons  in  hare  zitting  van  25  Februari 
11.  opgedragen,  een  advies  uittebrengen  over  eene  verhandeling 
Van  Dr.  J.  de  Ybuss,  met  den  titel :  Otfer  vlakke  configuraties; 
z^  bevatte  9  paragrafen.  Spoedig  daarop  zond  de  schr^ver 
ons  paragraaf  10  tot  13,  die  w^  gemeend  hebben  bg  de  beoor- 
deeling in  het  stuk  te  mogen  opnemen. 

De  configuraties  z^n  door  den  Straatsburger  hoogleeraar 
Th,  Reye  het  eerst  genoemd  in  zgn  bekend  werk :  Geometrie 
der  Lagey  en  daarna  door  hem  behandeld  in  Gbellb's  Jour^ 
fialj  Bd.  86,  in  zgn  Systematische  Geometrie  der  Kugeln  und 
lifiêaren  Kugelsystemen,  en  in  de  Acta  Mathematica^  T.   1. 

Schr.  begint  met  de  bepaling  van  zulk  eene  vlakke  con- 
figuratie, en  de  nomenclatuur,  die  door  Eaktob,  Sghoenflibs, 
Amesedsb,  allengs  daarbg  werd  ingevoerd  ter  verduidelgking 
en  vereenvoudiging;  —  en  behandelt  dan,  als  punt  van  uit- 
gang de  configuratie  (I24,  I63),  gevormd  door  de  twaalf  ge- 
Igkvormigheidspunten  van  vier  cirkels. 

H^  bewgsti  dat  die  configuratie  is  samengesteld  uit  drie 
qiiadrupels,  in  iedere  waarvan  elk  drietal  punten  de  rest- 
figunr  van  het  vierde  punt  is,  en  daarop,  dat  omgekeerd 
elke  configuratie  (12^,  I63),  welke  uit  drie  zoodanige  qua- 
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dmpels  samengesteld  is,  tot  een  in  vorm  bepaald  stel  vail 
vier  cirkels  behoort.  Van  deze  configuratie  leert  hg  onder- 
scheidene merkwaardige  eigenschappen,  in  verband  met  de 
theorie  der  volkomen  vierhoeken  en  vierzgden  —  en  komt 
eerst  tot  de  configuratie  (15^,  2O3),  die  op  bepaalde  wgze 
met  de  eerste  samenhangt,  —  en  later  tot  de  (geassocieerde) 
configuratie  (I24,  I63),  die  met  de  eerste  de  hoekpuntslgnen 
gemeen  heeft,  en  weder  tot  de  gelgksoortige  configuratie 
(15^,  2O3)  voert.  De  hoekpunten  van  twee  zoodanige  ge- 
associeerde configuratiën  vormen  met  de  achttien  hoekpunts- 
Ignen  eene  nieuwe  configuratie  (243,  18^). 

Door  de  punten  van  vier  der  quadrupels  dezer  configuratie 
en  het  gemeenschappelgk  nevenhoekpunt  der  beide  overige 
quadrupels  wordt  eene  kromme  der  vierde  orde  K^  bepaald. 

Door  de  punten  eener  regelmatige  configuratie  (I24,  I63) 
gaat  steeds  eene  kromme  der  derde  orde  K^,  En  van  deze 
worden  dan  merkwaardige  betrekkingen  met  de  configuratie 
aangetoond. 

In  de  laatste  paragrafen  wordt  in  hoofdzaak  eene  configu- 
ratie (I24,  I63),  van  anderen  aard  dan  de  voorgaande,  onder- 
zocht, en  worden  hiervoor  nieuwe  eigenschappen  a%eleid  met 
betrekking  tot  eene  eentakkige,  en  tot  den  oneven  tak  eener 
tweetakkige  kromme  der  derde  orde. 

Met  eene  nadere  opsomming  der  uitkomsten  willen  wg  de 
Afdeeling  niet  lastig  vallen,  maar  merken  alleen  op,  dat  zg 
merkwaardig  zijn,  en  door  eene  eenvoudige,  heldere  methode 
worden  gevonden.  En  daarom  aarzelen  wg  ook  geenzins 
de  Afdeeling  aanteraden,  dit  stuk  in  hare  werken  optenemen, 
waarin  het  de  plaatsing  volkomen  verdient. 


Leiden  en  Uilversom, 
20  en  19  Maart  1888. 


D.  BIEKBNS  DE  HAAN, 


F.  J.  VAN  DEN  BSBQ. 


lift  f 

I 


J'. 


A.. 


OVER   VLAKKE  CONFIGURATIES, 


DOOB 


J.    DE    y  B  I  E  8. 


1  Eene  configuratie  {pmj  1%)  is  eene  vlakke  figuur,  welke 
uit  p  punten  en  l  rechte  lijnen  zoodanig  is  samengesteld, 
dat  met  elk  punt  m  Ignen  en  met  elke  l^n  n  punten  inci- 
dent zgn  "*).  Om  de  verschillende,  collineair  niet  verwante, 
configuraties,  welke  b^  vier  bepaalde  waarden  vanp,  m,  2,  n 
behooren,  van  elkander  te  onderscheiden,  kan  men  vaak 
met  vrucht  gebruik  maken  van  de  restfiguren  f).  De  rest- 
figuur  van  een  punt  der  cf.  ontstaat,  wanneer  men  de  in 
dat  punt  samenkomende  l:gnen  met  de  op  hen  gelegen  pun- 
ten der  cf.  afzondert;  zij  wordt  gevormd  door  de  overge- 
bleven punten  en  de  l^nen  der  cf.,  welke  minstens  twee 
dezer  punten  bevatten.  Eene  cf.  heet  regelmatig  §),  wanneer 
zg  ten  opzichte  van  al  haar  punten  en  Ignen  op  gel^ksoor- 
tige  wgze  is  samengesteld.  Eene  Ign,  welke  twee  punten  der 
c£  verbindt  zonder  tot  haar  te  behooren,  heet  diagonaal  ^^) : 
de  door  haar  vereenigde  punten  worden  gescheiden  ff)  pun- 
ten genoemd.  Het  uitgangspunt  der  volgende  beschouwin- 
gen is  eene  door  de  gel^kvormigheidspunten  van  vier  cir- 


*)  Kets,  das  Problem  der  Configuratioiien,  Ada  Maih,^  I. 
t)  Kaïto»,  die  Conf.  (8,  3),o,  WieMr  Sittber.,  Bd.  84.. 
{)  SCHOBNPLlss,  XJeber  einige  ebene  Conf.,  Naehr.  d.  Kon.  Oes.  d,  Wm, 
Qottbgen,  N«.  li,  1887. 
**)  Bin,  Die  Hezaeder  imd  Oktaeder  Cf.»  Ada  Matk,,  I. 

ff)  SGHOXSniBSb  1.  c. 
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!l 


^^i| 


keLs  gevormde  cf.  (I24,  I63),  welke  in  de  theorie  der  krommefl 
yan  de  derde  orde  en  der  krommen  van  de  vierde  orde  met 
twee  of  drie  dubbelpunten  een  groote  rol  speelt  *)• 

2.  De  12  gel^kyormigheidspunten,  welke  vier  cirkels  2 
aan  2  bepalen  en  de  16  gel^kyormigheidsassen,  op  welke 
z^  in  drietallen  gelegen  z^n,  vormen  eene  (I24,  I63).  Stel- 
len tii2  en  ii2  het  uitwendige  en  het  inwendige  gelgkvor- 
migheidspunt  der  cirkels  1  en  2  voor,  dan  bevat  de  vol- 
gende tabel  de  verdeeling  der  12  cf.  punten  over  de  16  cf. 
Ignen. 


t«l9  t«i3  U28 

**1S  *18  *28 

^18  «*U  «*24 

"ia  *14  *a4 


«*84  «*18  Wh 

^4  *18  *14 

"84  "28  "24 

"84  *28  *a4 


*ia  *i8  "as 

*is  "18  *as 

*12  *14  "24 

ha  "14  *24 


•84  *18  "14 

*84  "IS  *14 

*34  *28  "24 

*84  "28  *24 


..(A). 


De  punten  U34  1*22  ^349  welke  niet  gelegen  zgn  op  de  in 
U12  samenkomende  l^nen,  z^n  » gescheiden*' punten;  z^  vor- 
men dus  met  ^^2  ^^^  gesloten  groep,  waarin  elk  drietal 
punten  de  rol  van  restfiguur  van  het  vierde  punt  vervult 
De  cf.  bestaat  uit  drie  zulke  kwadrupels,  en  behoort  blik- 
baar tot  de  regelmatige. 

Elke  (I24,  I63)  waarvoor  de  verdeeling  der  cf.  punten 
over  de  cf.  l^nen  door  tabel  A  kan  voorgesteld  worden, 
kan  uit  vier  cirkels  worden  afgeleid,  waarvan  de  middel- 
punten en  de  verhoudingen  der  stralen  door  de  cf.  gegeven 
z^n.  Immers  worden  de  drie  paren  overstaande  hoekpun- 
ten van  eene  tot  de  cf.  behoorende  volledige  vierzijde  door 
"12  ^12'  "is  Msi  "28  ^28  aangewezen  en  de  drie  sngpunien 
der  diagonalen  mi  m^  m^  genoemd,  dan  geefb  de  stelling 
van  de  Oeva 

«12  ^1  X  "28  ^'*2  X  "18  *"8  .=  "12  ^^2  X  «23  »'8  X  W^g  IHx, 

en  deze  vergelgking  is  niet  in  str^d  met 


*)  Akebbdsr,   Conf    u.  Polygone  auf  biquadr.  Cunren.,  Wiener  Süt. 
ber,  Bd.  93. 


-Jï^^i^-M 
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«12  '»1  •  ^12  '"2  =  ''l  •  ••» 
«28  ^2  '  ^28  '"S  ^^  ''2  •  ^8 
"18  ^«8  •  ^18  »Wl  =  **8  •  •"!• 

3.  Worden  de  kwadrupels  eener  (I24,  I63)  door  de  let- 
ters  o»  61  ci  ({  =  1,  2,  3,  4)  ondersclieiden,  dan  kan  tabel 
A  door  het  volgende  overzicht  vervangen  worden. 


«1  *1  ^l 

^2  ^1  ^2 

Ö3  61  C3 

a4  6]  C4 

Qi    62  C2 

ag  62  «1 

Os  ^2  ^4 

a4  62  ^8 

«1  ^8  ^8 

«2  *3  ^4 

Ö3  63  Cl 

04  ^8  <^2 

Üi    &4  C4 

ag  64  ^8 

- 

«8  **  ^2  1 

04  64  Cj 

(B). 


Hierait  bl^kt,  dat  a^  het  gemeenschappelgk  hoekpnnt  is 
van  6  volledige  vierzgden,  in  welke  elk  der  punten  a^  a^  04 
tweemaal  als  overstaand  hoekpunt  van  a^  voorkomt.  De 
cf.  bestaat  dus  uit  12  volledige  vierzigden  en,  in  verband 
daarmede,  uit  48  driez^den. 

De  l^n  ai  bj  Cj  wordt  in  de  punten  a^  bi  c^  door  9 
andere  cf  l^nen  gesneden;  de  overige  6  Ignen,  namelgk 


«2  ^8  ^4 

03  &4  «2 

04  ^2   ^8 


en 


02  64  C3 

03   &2   ^4 
«4  ^8   <^2 


(C) 


vormen  eene  (Q^,  63). 

Elk  der  beide  afzonderlek  geschreven  drietallen  van  lij- 
nen bevat  de  9  punten  abc;  deze  kunnen  dus  als  de 
basis  van  een  krommenbundel  der  derde  orde  beschouwd 
worden. 

4.  Daar  b^  c^  en  63  c^  in  a^ ,  a^^  C2  en  a^  C3  in  61 ,  a^  b^ 
en  03  63  in  c^  samenkomen,  Hggen  de  cf.  driehoeken  a^^  bg  C2 « 
03  63  C3  collineair  ten  opzichte  van  a^  bi  c^  als  as  en  het 
punt  ^4  s  (02  03,  62  *8»  «2  ^)  a^  centrum.  Op  dezelfde 
wgze  blgkt,  dat  de  „diagonalen"  a^  04,  b^  64»  «2  C4  naar 
een  punt  ^3 ,  03  04 ,  63  64 ,  03  (J4  naar  ^2  convergeren.  Nu 
is  Cl  als  snjpunt  van  a^  b^j  «3  *s»  04  64  het  collineatie- 
centrum   der    diagonaaldriehoeken    02  03  04,  62  ^8  ^4*   ^^^ 
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z^iL  ^2  ^3  ^4  ^^  sn^punten  van  overeenkomstige  z^den  in'^ 
cident  met  de  collineatieas  dier  driehoeken,  die  tevens  de 
collineatieas  is  voor  de  driehoeken  a^  a^  a^,  c^  c^  c^  met 
centrum  bi  en  b^  b^  649  <?2  ^  ^4  ^^^  centrum  a^. 

„Elke  l^n  is  de  gemeenschappelijke  collineatieas  van  drie 
„cf.  driehoeken,  waarvan  de  drie  collineatiecentra  gelegen 
„zgn  in  eene  rechte,  die  tevens  de  gemeenschappel^ke  colli- 
„neatieas  van  drie  uit  dezelfde  negen  hoekpunten  gevormde 
,, diagonaaldriehoeken  is,  wier  collineatiecentra  met  de  ge- 
„noemde  cf.  Ign  incident  zijn." 

Anders  uitgedrukt: 

„Elke  cf.  lijn  behoort  met  de  9  op  haar  samenkomen- 
9ide  cf.  lijnen,  de  9  diagonalen,  die  haar  niet  in  cf.  pun- 
tten snijden,  en  de  verbindingslijn  der  drie  punten,  in 
„welke  deze  diagonalen  in  drietallen  samenkomen,  tot  eene 
„(15^,  2O3),  waarin  elk  punt  eene  volledige  vierzijde  tot 
„restfiguur  heeft." 

De  (I54,  2O3),  waartoe  a^  &i  Ci  aanleiding  geeft,  bestaat 
uit  de  lijnen: 


ai  bi  Cl 


Sa    do    8a 


'2 


ai  b^  C2 

«1    ^3   ^3 

Ui    64   C4, 

aj  &2  ^1 

03    &3    Cl 

^4   h   ^1 

^2  ^1  ^3 

«3    *1    ^3 

«4   ^1    ^é 

82   «3    04 

82   &3    64 

82   C3   C4 

^3    ^3   ^^4 

^3  ij  *4 

^8    Cg    C4 

^4  ^a  ^3 

^4   62   63 

84  Cg    C3 

.  .  .  (D.). 


tl 


tl- 

,1 

l 


üit  deze  rangschikking  blijkt,  dat  de  lijnen  a^  bi  c^  en 
82  8q  8^  met  elk  der  nevens  hen  geschreven  drietallen  eene 
volledige  vierzijde  vormen.  Met  het  oog  hierop  kunnende 
20  cf.  lijnen  tot  10  paren  gebracht  worden.  Elke  der  15 
volledige  vierzijden,  welke  in  de  cf.  voorkomen,  is  de  rest- 
figuur van  het  snijpunt  der  4  lijnen,  welke  de  zijden  der 
volledige  vierzijde  tot  paren  aanvullen. 

5.  Met  behulp  van  de  notatie  (a^  a/,  bi  b^  c^  Ci)  ^  oè, 
(ai  a,-,  bk  bij  Ci  a)  =  /?i|  (a^  o,*,  fej  6,-,  ck  ci)  =  yi,    (waar 
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t  =  2,  3,  4),  geeft  de  volgende  tabel  eene  samenstelling 
van  de  16  cf.  lijnen  der  (I24,  I63)  met  de  cf.  driehoeken, 
waarvan  zij  de  collineatieassen  zijn  en  de  overeenkomstige 
coUineatiecentra;  elke  regel  bevat  de  15  punten  eener  cf. 
(154,  2O5). 


CL  Itjnrni. 

CL  diiehoeken. 

Coll.  oentn. 

ai  61  Cl 

a^  62  ^2 

«3  63  C3 

^4  ^^  ^4 

^4  ^2  ^8 

üib^e^ 

«9  61  Cl 

«3  &4  C4 

04  ^3  ^3 

«4  Cf  8  ^8 

öj  Jj  c^ 

02  64  C4 

03  61  Cl 

H  ^2  ^2 

«4  <»8  ^8 

Oj  64  C4 

02*3^3 

^3  *2  ^2 

«4  &1  «1 

^4  «8  «8 

0^61  Ca 

«1  h  Cl 

«8  ^4  ^8 

«4  63  ^4 

fii^ifi* 

«2  &2  ^1 

üi  6|  C2 

«3  *3  ^4 

«4  h  ^3 

n  ^i  Y* 

<^h^é 

Gi  &4  C3 

Ö3  ^2  <^1 

04  &i  C2 

/^S  «2  y4 

fljiéCg 

«1  ^3  ^4 

03  &i  C2 

04  &2  Cl 

ys  «8  /^4 

0361  Cs 

«1  ^8  ^1 

^2  ^4  ^2 

^4  ^2  ^é 

/?a  ^3  /^4 

^h^é 

«1  &4  ^2 

02  63  Cl 

Ö4  ^1  <'3 

/?8  «3  74 

<hh^i 

«1  ^1  <^3 

«2  ^2  ^4 

«4  &4  C2 

72  ^8  y* 

«3''4<?2 

«1  62  ^54 

«2  ^1  ^3 

«4  ^3  ^1 

Yi"ifti 

Ö4  ^1  C4 

«1  *4  Cl 

«2  ^3  ^2 

03  62^3 

A^4/?3 

«4  h  % 

Gi  63  C2 

^2  ^4  ^1 

«3  ^1  ^4 

/?2  «*  ys 

«4  *3  ^2 

aj  ftg  C3 

flg  &1  C4 

03  64  Cl 

y2  «4  A 

«4  h  Cl 

«1  *1  ^4 

%  *2  ^3 

03^3^2 

y2  ^4  y3 

.(E) 


De  12  coUineatiecentra  cci  /3i  y*  ^i  vormen  met  de 
16  I^nen,  op  welke  zjj  in  drietallen  gelegen  zijn,  eene  cf. 
(12^ ,  I63),  die  met  de  cf,  ai  b^  c^  'gelijksoortig  is.  Immers, 
door  «4  gaan  4  l^nen,  die  achtereenvolgens  de  punten  /?3  /2  > 
fti  73  >  0:3  ^2>  ^2  ^3  bevatten,  terwgl  de  drie  overige  punten 


i 


I' 


< 


vi' 


i.l 
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/^i  /4  ^4  gescheiden  zgn;  elk  viertal  punten  aftyh  met 
gelgke  indices  vormt  een  kwadrupel  der  nieuwe  (124  ,  163)t 
die  de  geassocieerde  cf.  zal  genoemd  worden. 

In  de  volledige  vierzgde  a^  a^ ,  ^i  ^2 1  ci  c^  worden  de 
hoekpunten  a^  %  door  y^  ^  (^1  ^2  9  ^1  ^2)  ^^  /^2  ^  (^1  ^s  t 
cj  02)  harmonisch  gescheiden.  De  18  diagonalen  der  oorspron- 
kelyke  cf.  geven  dienovereenkomstig  de  in  tabel  (F)  ver- 
eenigde  harmonische  groepen. 


«2  ^4    «3   Ö3 
03    a4    «3    ^3 


61    62    «2   72 

61  64  «4  y4 

69  63  /94  ^4 
ï>2  ^4  /^3  ^3 
63    64  /?2    ^2 


Cj   «2   ^2   /^2 
(?2    C3   «3   /^s 

Cl    C4   ^   /?4 

C2   C3   ^4    ^4 

<?2   ^*   YZ    ^8 
C3  C4  y2    ^2 


(F.) 


Evenals  bg  de  cf.  ai  bi  ci  onder  4  is  geschied,  kan  ge- 
makkelijk aangetoond  worden,  dat  8^  8^  84  de  gem :  coUi- 
.  neatieas  der  driehoeken  a^  «3  <t4i  fi%  fis  /94»  Y2  /s  /* 
is,  terw^l  de  diagonaaldriehoeken  a^  ft^  /2>  ^s  /^3  /s* 
^4  /?4  /4  de  Ign  a^  h^  c^  tot  gem :  collineatieas  hebben,  zoo- 
dat de  punten  ai  fti  y%  8%  Oj  h^  Cj  eene  met  de  boven  gevon- 
dene gel^ksoortige  cf.  (154t  2O3)  vormen.  De  lijnen  axh^ci 
en  ^2  ^3  ^4  ^^^  ^^^  ^^^'  ^^^^  wederkeerige  betrekking 
verbonden. 

„Twee  geassocieerde  cf.  (I24,  I63)  hebben  de  diagonalen 
„gemeen,  en  vormen  op  deze  harmonische  groepen.  In  elk 
,,der  24  punten  komen  drie  diagonalen  samen;  elke  der 
,,32  Ignen  behoort  met  de  punten  der  andere  cf.  tot  eene 
„(154,  2O3),  waarin  z^  met  eene  bepaalde  Ign  der  tweede  cf. 
„nauwer  yerbonden  is." 

6.  De  lijnen  der  tweede  cf.  (124,  163)^  welke  in  tabel 
(E)  overeenkomen  met  vier  door  een  punt  der  eerste  cf. 
gaande  cf.  lijnen,  vormen  eene  volledige  vierzijde.  De  beide 
cf.  (92,  63),  welka  de  restfiguren  van  twe«  overeenkomstige 
l^nen  der  beide  cf.  vormen,  bestaan,  zooals  uit  (E)  volgt, 
uit  overeenkomstige  Ignen. 


(  in  ) 

„De  hoekpimten  Tan  twee  geassocieerde  (I24,  I63)  rormen 
„met  de  18  gemeenschappel^ke  diagonalen  eene  cf.  (2A^^  I84) 
„die  ait  twee  groepen  van  drie  volledige  vierhoeken  zoodanig 
„is  samengesteld,  dat  elke  vierhoek  der  eene  groep  met  eiken 
„vierhoek  der  andere  een  nevenhoekpunt  *)  gemeen  heeft.'* 

Elk  der  6  kwadrupels,  uit  welke  de  cf.  (243,  I84)  bestaat, 
bepaalt  een  volledigen  vierhoek;  het  sn^punt  der  lynen 
ai  a^  fi^  Yf^  en  a^  04  a^  S^  is  b.  v.  het  gemeenschappel^ke 
nevenhoekpunt  der  vierhoeken  a^  %  a^  04  en  a^  ft^  y^  S^. 
Uit  tabel  (F)  kan  verder  afgeleid  worden,  dat  de  8  cf.  Ignen 
der  (243,  184)9  welke  a^  <^  ^2  Y^  ^  ^^*  Pinten  sneden.,  ook 
op  03  04  a^  8^  samenkomen;  de  overige  8  vormen  eene 
(16g,  84),  waarvan  de  punten  als  de  basis  van  een  krom-> 
menbundel  der  vierde  orde  kunnen  beschouwd  worden,  daar 
zij  de  snijpunten  zijn  van  twee  uit  rechten  samengestelde 
Jr4,  n.1. 


^1    *8     «8   yS  *1   *4     CC4   f  4 

Cl     C4    «4  1^4  Cl     C^    «3   ^^ 

C2    «3    y4    ^4  ^2     C4    ^3   ^3 


(Q.) 


„Door  het  gemeenschappelijke  nevenhoekpunt  van  twee 
},kwadrupels  der  (243,  I84)  en  de  punten  der  overige  vier 
„kwadrupels  gaat  eene  kromme  £1''. 

7.  De  hoekpunten  der  volledige  vierzijden  a^  a^  &i  b^ 
Cl  c^^  üi  04  &2  ^3  ^2  C3  bepalen  eene  kromme  ^3 ;  op  haar 
behooien  a^  a2  04  ,  bi  b^  63»  cj  c^  c^  tot  drie  puntkwadrupels.  f) 
Daar  de  corresponderende  punten  bi  b^  uit  a^  in  de  corre- 
sponderende punten  c^  c^  geprojecteerd  worden,  zijn  ook 
03  =  {bi  63,  &3  Cl)  en  ai  correspondeerende  punten.  §)  Om 


*)  Het  snijpunt  van  twee  overstAande  zijden  van  een  volledigen  vier- 
hoek wordt  nevenhoekpunt  genoemd. 

t)  Een  puntkwadrupel  op  Kg  bestaat  uit  4  punten  raei  gemeenschappe* 
1$K  tangentiaalpunt  Zie  D  ^rège,  die  ebenen  Curven  3ter  Ordnung^  blz.  207. 

\)  1.  e.  bis.  209. 
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dezelfde  reden  vormen  64  ^  (04  6|,  og  e^)  en  64  ^(o^  h^<t 
04  bi)  met  &2  ^^^*  ^2  ^^^  paren  corresponderende  pnnteo. 

>Door  de  pnnten  eener  (124,163)  gaat  steeds  eene  twee- 
itakkige  kromme  der  derde  orde;  de  cf.  bestaat  nit  drie 
>puntkwadmpel8  met  coUineaire  tangentiaalpnnten/' 

»Eene  cf.  (I24,  I63)  is  volkomen  bepaald  door  twee  vol- 
>  ledige  vierzgden,  welke  eene  z^de  en  de  daarop  gelegen 
» hoekpunten  gemeen  hebben,  mits  de  overstaande  hoekpnn- 
>ten  tot  hetzelfde  kwadmpel  worden  gerekend." 

Eent  men  bgv.  03  6^  ^s*  ^3  ^3  cii  ^s  ^2  ^9  ^^^  bepalen 
ai  ^  {bi  Cl,  &3  C3)  en  a^  ^  (63  Cj,  63  C4)  met  de  7  g^even 
pnnten  de  K^^  welke  door  de  punten  der  cf.  gaat ;  voor  de 
ontbrekende  punten  heefb  men 

a4  ^  (62  C3,   &i  C4),   &4  ^  («s  ^8f   «4  Cl)t   «S  —  (^1  *2»   ^a  ^x)- 

Daar 


i>  I 


/>2  =  («1  «2»   «8  ^)»  PS  =  (<^1  «s,   ag  04),  Pé  ^  («1  04,   «2  ^) 

met  het  tangentiaalpunt  p^  van  a,-  een  puntkwadrupel  vor- 
men ♦),  gaat  de  door  (I24  ,  I63)  bepaalde  Z3  ook  door  de 
9  nevenhoekpunten  der  kwadrupels  o,-  6,-  c,- .  De  cf.  is  dus,  in 
het  algemeen,  ook  bepaald  door  een  kwadrupel  en  twee 
punten;  de  6  punten  en  3  nevenhoekpunten  van  het  ge- 
geven kwadrupel  zgn  alleen  dan  niet  toereikende  voor  da 
constructie  der  cf.,  wanneer  de  kegelsneden,  welke  het  kwa- 
drupel met  de  beide  andere  punten  verbinden,  door  de  ver- 
bindingslgn  dier  punten,  worden  aangeraakt  f). 

8.  Daar  de  nevenhoekpunten  der  kwadrupels  eener 
(I24,  I63),  in  andere  volgorde  genomen,  de  nevenhoekpunten 
der  geassocieerde  cf.  zijn,  behooren  zij  tot  de  beide  krommen 
^3,  welke  door  de  twee  cf.  bepaald  worden.  Stelt  men 

{ai  ai,  at  ai)  =  Pi,  (6i6,.,&i6;)=y,.,  («ic,-,c^c0=r,.(t  =  2,3,4) 


♦)  Dttkègb,  1.  c.  blz.  214  of  827. 

t)  BuKÈGB.  l.  c.  blz.  230.   Ook  kan  men  raadplegen  Weye,  Zur  Br- 
lengung  der  Cnrven  3.  O.  ïï'iener  Sitz,  ber,  Bd.  58. 
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dan  zgn,  blgkens  tabel  (F)  r^  i  q^^j  p^  de  neyenhoekpunten 
^n  ce^  P^  Y2  ^2  f  ^z  ?s  Pz  ^^  ^^  9^  P^  resp.  de  nerenhoek* 
punten  yan  a^  fi^  y^  ^s  ^^  ^^  /^4  /4  ^4  •  De  punten  pi  q;  n 
▼ormen  met  de  tangentiaalpunten  p|  q^  r^  der  kwadmpels 
Oi,  6,-,  Ci  eene  (I24  «  ICg),  met  de  tangentiaalpunten  t^  der 
kwadmpels  {ctiftiyi^ti  eene  tweede  (I24  ,  I63).  De  restfi- 
garen  (9^ ,  63)  der  cf.  Ignen  p^  qi  r^  en  t^  t^  t^  kannen  niet 
▼erschillen,  daar  de  9  neyenhoekpunten  geen  bestaanbare 
(94,  123)  kunnen  yormen''^);  inderdaad  bestaat  de  restfiguur 
Yoor  beide  Ignen  uit: 


Ps?8»'4t     Ps  ?*•'«»     P4?9»'8 


(H) 


P%  ?4  •'s»     P%  ft  •'4»     P4  ft  ^% 

De  oyerige  20  l^nen  der  beide  (12^  ^  I63)  zgn, 
oog  op  tabel  (B), 


met  het 


Pi  ?1  ^1 

<»  PS  P4 

• 

Pi  q%  ••» 

*9?8?4 

Pl  ?3  ^Z 

«a****** 

Pi  ?4  r4 

hPiP* 

Pa  ?i  ♦•2 

hg^g* 

Ps  ft  n 

h^i^^ 

Psft^'s 

**P»Pa 

Pa  ft  ••! 

U  gi  qs 

P4  ft  ^^ 

tir^rs 

Pé  ft  ri 

hhté 

(I) 


Z^   yormen,   met  de  15  op  hen  gelden  punten,  eene  cf* 


*)  Worden  van  eene  (94,  13,)  een  punt  on  de  4  in  dat  punt  samen- 
komende lijnen  weggelaten,  dan  ontstaat  eene  cfl  S^,  welke  niet  bestaan- 
baar is  (Kahtoa,  Ueber  die  Gonf.  (3^3)  mit  den  Indices  8,9.  Wiener 
SUzèer,  Bd.  84). 


TKB8L.  IK  KKDBO.    AYO.   NATUUMK.   8^6    EIIK8.  DBIL  V. 
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(154,  2O3),  die  collineair  verwant  is  met  de  onder  4  gevon- 
den cf.,  omdat,  zooals  gemakkelgk  uit  tabel  (I)  wordt  a%e- 
leid,  elk  cf.  punt  eene  volledige  vierzgde  tot  restfiguur  keeft. 

>Door  de  9  nevenhoekpunten  der  puntkwadrupels,  welke 
»  big  3  collineaire  tangentiaalpunten  eener  jEg  behooren,  wor- 
>den  twee  cf.  (I24  ,  I63)  bepaald,  welke  eene  cf.  (O^,  63) 
> gemeen  hebben;  de  niet  gemeenschappelgke l^nen behooren 
>tot  eene  cf.  (IS^,  2O3)." 

9.  De  bovengenoemde  (154  9  2O3)  komt  dualistisch  over- 
een met  de  cf.  (2O3  ,  I54),  welke  door  de  15  machtl^nen 
en  20  machtpunten  van  6  cirkels  gevormd  wordt.  Immers, 
worden  de  machtlgnen  der  cirkels  12  8  4  5  6  aangeduid 
door 


12 

23 

34 

45 

13 

24 

35 

46 

14 

25 

36 

15 

26 

16 

56 


(K) 


dan  wordt  12  door  de  Ignen  13,  28;  14,  24;  15,  25; 
16,  26  in  de  machtpunten  123,  124,  125,  126  gesneden, 
terwgl  de  paren  85,  45  en  36,  46  in  de  op  34  gelden 
punten  845,  846,  en  in  de  tot  56  behoorende  punten  356, 
456  samenkomen;  de  restfiguur  van  12  is  dus  een  volledige 
vierhoek,  welke  reciprook  overeenkomt  met  de  volledige 
vierzgde,  die  als  restfiguur  van  elk  punt  der  (154  ,  2O3) 
werd  opgemerkt. 

Tabel  (E)  levert  nu  tevens  eene  geschikte  notatie  voor 
de  15  punten  eener  (I54,  2O3)  waarvan  alle  punten  volledige 
vierz^den  tot  restfiguren  hebben;  de  20  l^nen  der  cf.  kan- 
nen dan  door  de  teekens  123,  124, 456  worden  voor- 
gesteld. Met  behulp  van  deze  schrijfw^ze  vindt  men: 

»Elke  lijn  der  beschouwde  regelmatige  (154,  2O3)  vormt 
»met  de  9  l^nen,  welke  haar  in  cf.  punten  ontmoeten,  drie 
^volledige  vierzgden,  terwgl  de  overige  10  cf.  l^nen  even- 
»eens  drie  volledige  vierzgden  met  eene  gemeenschappel^ke 
>zgde  opleveren." 


Voorbeeld. 
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123 

123 

123 

456 

456 

456 

124 

125 

126 

356 

256 

156 

1 

134 

135 

136 

345 

245 

145  ' 

234 

235 

1 

236 

346 

1 

246 

146 

De  l^nen  der  cf.  kunnen  dus  tot  10  paren  van  „gea^o- 
ciêerde"  Ignen  gebracht  worden.  Daar  de  in  12  samenko- 
mende  l^nen  123,  124,  125,  126  door  456,  356,  346,  345 
tot  paren  worden  aangevuld,  bestaat  de  restfiguur  van  elk 
cf.  punt  uit  de  geassocieerden  der  met  dat  punt  incidente 
cf.  I^nen. 

Op  dezelfde  w^ze  als  in  4  kan  nu  aangetoond  wordeui 
dat  elke  cf.  l^n  de  gemeenschappel^ke  collineatieas  van  3 
cf.  driehoeken  is,  waarvan  de  collineatiecentra  met  de  ge- 
associeerde l^n  incident  z^'n.  Zoo  is  123  de  collineatieas 
der  driehoeken  (14,  24,  34),  (15,  25,  35),  (16,  26,  36), 
met  de  collineatiecentra  45,  56,  46,  terwgl  omgekeerd  456 
de  collineatieas  van  (14,  15,  16),  (24,  25,  26),  (34,  35, 
36)  met  de  centra  12,  23,  13  is.  In  verband  hiermede 
blgkt  nu,  dat  de  in  4  a%eleide  (154*  2O3)  eene  bizondere 
cf.  is;  immers,  wanneer  de  12  punten  12,  23,  13 ;  14,  24, 
34;  15,  25,  35;  16,  26,  36  tot  eene  (I24,  1 63) behoorden, 
zouden  o.  a.  de  punten  35,  24,  16  collineair  moeten  z^n, 
hetgeen,  met  het  oog  op  de  reciproke  cf.  der  machtpunten 
en  machtlgnen  van  6   cirkels,  in  het  algemeen  niet  waar  is. 

„De  bovenbesproken  regelmatige  (15^,  2O3)  is  volkomen 
bepaald  door  drie  volledige  vierz^den,  welke  drie  collineaire 
hoekpunten  gemeen  hebben." 

De  cf.  (154,  2O3)  kan  nog  uit  een  ander  oogpunt  be- 
schouwd worden.  Elk  van  haar  punten,  b.  v.  12,  is  het 
gemeenschappelgk  collineatiecentrum  van  4  paar  driehoeken 

23,  24,  25  en  13,  14,  15  met  collineatieas  345 
23,  24,  26  en  13,  14,  16  met  collineatieas  346 

23,  25,  26  en  13,  15,  16  met  cqllineatieas  356 

24,  25,  26  en  14,  15,  16  met  collineatieas  456, 

8» 
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De  cf.  is  das  ook  bepaald  door  twee  volledige  yierhoekeiif 
waarvan  de  hoekpunten  op  vier  in  een  punt  samenkomende 
Ignen  liggen.  De  12  punten  en  16  l^nen  der  (124,  I63) 
geven  dus  aanleiding  tot  28  cf.  (154*  2O3). 

10.  Liggen  de  hoekpunten  a^^  ^84)  ^12  6349  Ci^c^^eene^ 
volledige  vierzigde  op  een  eentakkige  kromme  der  derde  orde 
of  op  den  oneven  tak  eener  tweetakkige  K^y  dan  behooren 
de  6  paren  a^  a^^  03  04,  6^  fr^,  b^  64,  cj  Cg,  C3  04,  welke 
de  genoemde  hoekpunten  tot  tangentiaalpunten  hebben  (en 
voor  het  geval  der  tweetakkige  K^  op  den  oneven  tak  lig- 
gen) tot  eene  cf.  (I24,  I63),  welke  slechts  4  volledige  vier- 
zijden  bevat,  n.1. 

ai  a^,  bi  &2'  ^1  ^2  ™^^  satelliet  a^^  bi2  Cif^ 

<^i  <>2)  ^3  f>éi  ^s  <^4  inet  satelliet  0^2  &84  C34 

a^  a4i  hl  62,  C3  C4  met  satelliet  034  &]^2  ^Si 

^s  <^4j  ^s  ^4)  ^1  ^2  ™^^  satelliet  034  634  Ci2- 

Deze  cf.  is  dus  niet  gelijksoortig  met  de  boven  be- 
schouwde (I24,  I63)  waarvan  de  lijnen  12  volledige  vier* 
zijden  vormen ;  z^  worde  van  de  eerste,  die  A  genoemd  zal 
worden,  onderscheiden  door  bijvoeging  van  de  letter  B. 

Komen  bi  c^,  b^  C21  b^  c^^  64  04  in  a^  samen,  dan  is  a^ 
het  snijpunt  van  bi  c^  met  &2  ^1  ^^  ^^^  ^3  Ci  met  64  c^; 
gaan  verder  bi  c^  en  b^  C4  door  03,  dan  moet  03  63  het  punt 
«2  en  03  &4  het  punt  c^  bevatten,  daar  03  en  aj,  omdat  zij 
niet  hetzelfde  tangentiaalpunt  bezitten,  niet  de  overstaande 
hoekpimten  van  eene  volledige  vierzijde  kunnen  zijn. 

De  volgende  tabel  geeft  dus  de  verdeeling  der  12  punten 
over  de  16  lijnen  der  cf.  (12i,  I63)  B. 


1 

t 


'.J! 


ai  bi  Cl 

02  61  C2 

«3   *1   <?3 

04   61   C4 

«1  62  ^2 

02  *2  ^1 

Ö3   ^2   ^4 

04   62   <^3 

öl   ^8  <^8 

«2   *3   ^4 

«3   63   C2 

«4   63   Cl 

ai  64  C4 

«2   64   C3 

«8   64   <?i 

«4   *4  ^2 

. .  (L) 


Door    permutatie    der    letters    kan  uit  tabel  (L)  afgeleid 
worden,   dat   de  cf.,  welke  door  (B)  en  (L)  worden  aange* 


Ti  J 
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Wezen,    de    eenigste   (I24,  I63)  zgn,  welke  drie  kwadrapek 
Tan  onderling  gescheiden  punten  bezitten. 

Daar  de  l^nen  6^  cj,  c^  &4f  hé  04,  C4  &£,  b^  c^t  (^  b^^ 
b^  c^j  c^  bi  beurtelings  door  a^  en  03  gaan,  zgn  deze  beide 
ponten  de  hoofdpunten  van  eene  STSiNsa'sche  achtzgde  *)• 
Blgkbaar  komen  in  de  cf .  nog  1 1  figuren  van  dien  aard  voor. 

11.  „Elke  cf.  (I24,  I63)  waarvoor  de  verdeeling  der  pon* 
„ten  over  de  cf.  Ignen  door  tabel  (L)  kan  worden  toorge* 
„steld,  bestaat  uit  6  paren  correspondeerende  punten  eener 
lyiSTs»  waarvan  de  6  tangentiaalpunten  eene  volledige  vierzgde 
t^vormen." 

Immers  op  de  K^^  welke  door  a^  a^^  bi  &<|,  Ci  c^^  03  63  (^ 
gaat,  zgn  de  eerste  6  punten  drie  correspondeerende  paren 
met  eollineaire  tangentiaalpunten  a^^  &is  t^s*  Daar  eencor- 
respondeerend  paar  uit  elk  punt  der  K^  in  een  ander  cor- 
respondeerend  paar  geprojecteerd  wordt,  en  a^  de  projectie 
van  bi  uit  c^  en  van  e^  uit  ^3  is^  zal  het  met  03  correspon- 
deerende punt  uit  C3  in  b^  en  uit  63  in  c^  geprojecteerd  wor- 
den, dus  met  04  samenvallen.  Op  dezelfde  wgze  blgkt,  dat 
^4  ^  (04  Cj^,  03  Cl)  met  63  ^  (a4  c^,  03  c^)  en  C4  ^  (04  6^1 
03  62)  1^®^  ^  ^  (^4  ^29  ^  &i)  661^  correspondeerend  paar 
vormt.  De  tangentiaalpunten  034  634  C34  der  laatste  drie  paren 
liggen  twee  aan  twee  resp.  met  C22  ^12  ^12  collineair,  zoodat 
de  16  Ignen  der  cf.  (12^,  I63)  B  eene  gemeenschappelgke 
tweede  satelliet  bezitten,  n.1.  de  satelliet  der  zgden  van  de 
door  de  6  tangentiaalpunten  bepaalde  vierzgde. 

Hieruit  volgt,  dat  de  cf.  B  bepaald  is  door  eene  volledige 
vierzgde  a^  a^^  bi  b^^  Ci  c^  en  een  driehoek  03  b^  03,  waar* 
van  de  zgden  03  63,  63  C3,  C3  a^  met  drie  niet  eollineaire 
hoekpunten  der  vierzijde  incident  zijn.  De  overige  drie  punten 
worden  dan  gevonden  uit  04  ^  (63  c^,  &2  ^3)1  hé  ^  (03  c^f 

0$  «s)i  «4^(02  ^3»  ^3  ^s)*  (^®  ^'^®'  -'^)* 

12.  De  restfiguur  van  a^  &i  Cx  bevat  de  lijnen 

102^3  C4,  03  ^2  ^4i  «4  ^2  ^ 

I     «2  ^*  /%»  ^   *3  ^»»  04  64  C2 


')  De  SruNJS&'sche  veelzeden  werden  o.  a.  behandeld  door  Dr.  P.  ü. 
ScaouzB  in  j^ie  iSTUHAft'schen  Polygone."  J.  v.  C&bllk  95. 
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Zij  bestaat  uit  twee  driehoeken  04  64  C3  en  03  (3  C4i  waar- 
van de  z^den  twee  aan  twee  in  de  niet  collineair  gelegen 
punten  C2  cl^  b^  samenkomen,  zoodat  zy  niet  gelijksoortig 
is  met  de  cf.  (92,  63),  welke  als  restfiguur  van  elke  lijn 
der  cf.  (I24,  I63)  A  werdt  opgemerkt.  De  beide  genoemde 
restfiguren  zijn  de  eenigste  cf.  (O^,  63),  hetgeen  men  gemak- 
kelijk kan  aantoonen  door  uit  te  gaan  van  twee  gescheiden 
cf.  lijnen  en  te  onderzoeken  op  welke  wijzen  de  overige 
4  lijnen  door  de  6  aangenomen  punten  kunnen   gaan. 

De  punten  a^  h^  c^  worden  uit  c^  a^  bi  in  de  collineaire 
punten  b^  03  04  geprojecteerd ;  de  overige  drie  punten  vormen 
een  cf.  driehoek.  Daar  elke  lijn  der  cf.  (12 «,  I63)  B  op 
deze  wijze  met  elke  lijn  van  haar  restfiguur  (92*  63)  B  in 
verband  gebracht  kan  worden,  bevat  de  cf.   16    cf(92,  63)A. 

De  voornaamste  punten  van  verschil  tusschen  de  beide 
(I24,  I63)  zijn  in  het  volgende  overzicht  samengesteld. 


A. 

1.  De  12  punten  vormen  3 
puntkwadrupels  van  eene  twee- 
takkige  K^ ;  de  drie  tangen- 
tiaalpunten  zijn  collineair. 

2.  Elk  punt  is  als  hoekpunt 
aan  6  volledige  vierzijden  ge- 
meen. 

3.  Elke  lijn  behoort  tot  8 
volledige  vierzijden. 

4.  De  restfiguur  van  elke 
cf.  lijn  is  eene  (92,  63)  A. 

5.  De  cf.  is  bepaald  door 
een  driehoek,  waarvan  de  zijden 
door  3  collineaire  hoekpunten 
eener  volledige  vierzijde  gaan. 

6.  De  cf.  bevat  8  kwadru- 


B. 

1.  De  12  punten  vormen  6 
correspondeerende  paren  eener 
K^ ;  de  tangentiaalpunten  voi> 
men  eene  volledige  vierzijde. 

2.  Elk  punt  behoort  tot  2 
volledige  vierzijden  en  als 
hoofdpunt  tot  2  STKiKs&'sche 
achtzijden. 

3.  Elke  lijn  behoort  tot  1 
volledige  vierzijde  en  tot  6 
SrBiNEK'sche  achtzijden. 

4.  De  restfiguur  van  elke 
cf.  lijn  is  eene  (92,  63)  B.  . 

5.  De  cf.  is  bepaald  door 
een  driehoek,  waarvan  de  zijden 
door  3  niet  collineaire  hoek- 
punten eener  volledige  vierzijde 
gaan. 

6.  De  cf.  bevat  geen   kwa- 
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A.  \  B. 

pels  van  onderling  gescheiden  drapels,   maar  82  tripels  van 

cf.  lijnen.  Door  afzondering  van  onderling  gescheiden  cf.  lijnen. 

znlk   een   kwadmpel  ontstaat 

eene  r^lmatige  cf.  I23,  welke 

als  het  samenstel  van  twee  in 

elkander  beschreven  zeshoeken 

kan  beschouwd  worden. 

13.  Behooren  de  hoekpunten  a]^2  ^34  9  ^19^84*  ci^  c^^  eener 
volledige  vierz^de  tot  den  oneven  tak  eener  uit  twee  deelen 
bestaande  j^3,  dan  vormen  de  6  pnntkwadmpels  a^  a^Oi  cc^t 

03  04  «3  «4  ,    bi  b^  P\  P%  ,    63  64  P%  A  ,    Cl  Cg  Yi  Y2  »  C3  C4  /s  Yé 

eene  cf.  (24s  ,  643),  welke  samengesteld  is  uit  de  4  cf. 
(I24  ,  I63)  A,  waarvoor  de  zijden  der  volledige  vierzgde  de 
satellieten  z^n.  Liggen  de  door  grieksche  letters  aangewezen 
pnnten  op  het  ovaal  der  £"3  ,  dan  bevat  de  (24g ,  643)  de 
volgende  cf.  (I24  ,  I63)  B: 

«1  «2 
«1  «2 
ai«2 

Elk  punt  der  (24g ,  643)  is  dus  hoofdpunt  van  8  Stbi- 
NSB'sche  achtz^den,  waarvan  het  andere  hoofdpunt  tweemaal 
samenvalt  met  elk  der  punten  van  het  kwadrupel,  waarvan 
het  taugentiaalpunt  met  het  tangentiaalpunt  van  het  eerste 
hoofdpunt  een  corresponderend  paar  vormt.  De  cf.  bevat  dus 
96  SrEiMEB'sche  achtz^den,  en  daar  in  elke  (I24,  163)312 
zulke  achtzgden  voorkomen,  zgn  de  bovengenoemde  8  cf.  B  de 
eenigste,  welke  uit  de  6  kwadrupels  kunnen  gevormd  worden. 

De  restfiguur  van  elke  Ign  L  der  cf.  is  eene  (2I3  ,  423) 
bestaande    uit    eene    (9^ ,  63)  A  als  restfiguur  van  L  in  de 


,  03  04  , 

,    «3  «4  , 

,    03  a4  , 

»   «3  «4  , 

,    «3  «4  , 

,    «3  «4  ï 

,    03    «4  , 

»    «8   ^4  > 

^1   *2» 

^8   ^*  > 

"l    «Sgl 

e»  «4  . 

h   62, 

AA. 

Cl   «8  1 

n  Y*  5 

AA, 

AA. 

yi/si 

Yi  Y*  •' 

*8    *4  , 

AA. 

«8  C4  , 

Yi  Yi  5 

*1  hj 

h  ** . 

n/s. 

ny*; 

AA. 

AA. 

«1  Cs. 

Cs  C4; 

*1    ^8» 

AA. 

C3    C4  1 

Y\Y%'-> 

AA, 

63  64 , 

Cl  Ca, 

ny*- 
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(124  f  I63)  A  waartoe  die  Ign  behoort,  en  uit  de  figareü, 
welke  uit  de  overige  8  cf.  A  gevormd  worden  door  een  punt 
van  L  met  de  4  daarmede  incidente  Ignen  weg  te  laten. 

Daar  elke  diagonaal  der  door  de  6  kwadrupels  dezer 
(24g,  643)  bepaalde  volledige  vierhoeken  tot  twee  cf. 
(I24  ,  I63)  A  behoort,  bevat  zg  twee  paar  punten  van  ge- 
associeerde cf.  A,  die  elk  met  twee  andere  diagonalen  inci- 
dent zgn;  de  punten  der  4  cf.  A  vormen  dus  met  de  pon- 
ten der  4  geassocieerde  cf.  en  de  36  diafironalen  eene  cf. 
(723  ,  36q),  waarin  op  elke  Ign  twee  punten  door  twee  paren 
van  punten  harmonisch  gescheiden  worden. 
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VEBHANDBLING    VAN   DBN   HbBB    Db.    Y.    !•    JULIUS 


rDE  LINEAIKE  SPECTRA  DEB  ELEMENTEN". 


(Uitgebraclit  in  de  Veigadering  van  31  Maart  1888). 


De  Commissie,  door  TT  benoemd  om  verslag  uit  te  bren- 
gen over  de  Terhandeling  van  den  Heer  Y.  A.  Julius, 
getiteld:  De  lineaire  spectra  der  elementen,  heeft  de  eer  het 
Tolgende  mede  te  deelen: 

Yoortdnrend  blg?en  bezwaren  bestaan  tegen  de  kinetische 
gastheorie,  Yoomamel^k  gelegen  in  het  theorema  van  Boltz- 
^  MA^N  omtrent  het  arbeidsvermogen  van  een  atoom.  De 
schr^ver  merkt  op,  dat  men  de  aanvaarding  van  dit  theo- 
rema ontgaan  kon  door  rekening  te  houden  met  de  uitwis- 
seling van  vibratorisch  arbeidsvermogen  tusschen  de  mole- 
culen en  den  aether.  Daarvoor  moet  echter  onze  kennis 
van  de  vibratorische  beweging  der  moleculen  aanmerkel^k 
worden  uitgebreid. 

De  studie  der  spectraalliguen  sch^nt  daartoe  de  aangewezen 
weg  en  hiervoor  levert  de  ingezonden  arbeid  eene  belangr^ke 
bgdrage. 

Schrgver,  die  zich  tot  de  lineaire  spectra  der  elementen 
als  de  minst  zamengestelde  bepaalt,  geeft  in  de  eerste  plaats 
een  uitvoerig  overzicht  van  het  belangrgkste,  dat  op  dit 
gebied  door  anderen  is  gevonden  en  gedacht.  Hij  doet 
daarna  in  de  bedoelde  richting  een  oorspronkelgk  onderzoek, 
dat   niet  zonder  resultaten  is  en  van  veel  beteekenis  bl^kt. 
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Wat  vooreerst  de  homologie  betreft  tusschen  de  spectraal- 
lijnen van  verschillende  elementen,  merkte  Mascaet  op,  dat 
de  zes  hoofdlijnen  van  natrium  alle  dubbel  z^n,  terw^l  h^ 
in  het  magnesium  bij  het  groen  en  ultra-violet  dergelyke 
groepen  vond ;  hij  meende  hier  geen  toevalligheid  te  moeten 
zien  en  die  groepen  van  overeenkomstige  lynen  te  moeten 
vergeleken  met  boventonen. 

Het  uitvoerigst  hield  omstreeks  1869  Leooq  de  Boisbaij- 
D&AN  zich  met  dit  onderwerp  bezig;  in  drie  mededeel ingen 
aan  de  Fransche  Akademie  ontwikkelt  by  eene  moleculaire 
theorie,  die  van  de  spectraallynen  rekenschap  moet  geven, 
doch  van  vr^  willekeurige  onderstellingen  uitgaat.  Van 
meer  gewicht  zfjn  zijne  waarnemingen  en  opmerkingen  om- 
trent de  spectra  van  kalium-  en  rubidium-chloruur,  tusschen 
wier  spectraallijnen  h^  verband  opmaakt. 

Later  hield  Ciamioiatt  zich  met  het  zoeken  naar  homo- 
logieën  bezig;  hy  is  echter  op  bet  punt  van  de  alkalische 
metalen  het  niet  eens  met  z^n  voorganger;  de  metalen  der 
alkalische  aarden  brengen  hem  in  stryd  met  zich  zelven. 

Van  meer  belang  z^n  de  resultaten  van  Cobnu,  die,  nadat 
hij  in  1871  had  opgemerkt,  dat  niet  alle  spectraallijnen, 
afkomstig  van  eene  gloeiende  dampmassa  van  een  of  ander 
metaal,  gel^k  omgekeerd  worden,  in  1885  op  dit  ontwerp 
terugkwam  en  opmerkte,  dat  de  lyngroepen,  welke  zich 
regelmatig  herhalen,  juist  tot  de  spontaan  omkeerbare  Ignen 
behooren.  Z^  worden  aan  de  meest  breekbare  zgde  het 
dichtst  bë  elkander  gevonden  en  nemen  in  die  richting  aan 
intensiteit  af. 

CoRKU  toonde  aan,  dat  de  door  Huoon^s  in  het  spectrum 
der  witte  sterren  gevonden  lijnen  tot  waterstof  behooren  en 
komt  tot  het  besluit,  dat  in  de  spectra  der  metalen  zekere 
reeksen  van  spontaan  omkeerbare  lynen  vr^  wel  dezelfde 
wetten  volgen  als  de  waterstoflijnen,  zoodat  de  wgze  van 
verdeeling  over  het  spectrum  door  eene  zelfde  functie,  de 
»function  hydrogénique"  zou  uitgedrukt  kunnen  worden. 

Van  veel  belang  is  eindel^k  eene  verhandeling  van  Gbüw- 
WALD  die  in  1887  in  de  Astron.  Nachrichten  verscheen.  Hg 
hield  zich  met  de  spectra  van  waterstof  en  waterdamp  bez% 
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en  beeft  op  groud  van  voorloopige  resoltaien  eene  reeks 
yan  golflengten  opgemaakt,  die  in  het  spectrum  van  water- 
damp  zouden  moeten  voorkomen,  maar  nog  niet  waarge- 
nomen waren,  en  die  werkelgk  later  gevonden  zgn.  Grünwald 
heeft  aan  z^e  onderzoekingen  eene  theorie  vastgeknoopt, 
omtrent  de  chemische  structuur  der  elementen  waterstof  en 
zuurstof. 

Andere  natuurkundigen  hebben  getracht  eene  betrekking 
te  vinden  tnsschen  de  spectraall^nen  van  een  zelfde  element. 
Men  tracht  aan  te  toonen,  dat  de  verschillende  Ignen  har- 
monisch tot  eene  zekere  grondl^n  zfjn,  analoog  met  de 
harmonische  tonen,  door  eene  snaar  of  orgelpgp  voortge- 
bracht. In  1871  werd  door  Stokbt  zelfs  betoogd,  dateene 
dergel^ke  harmonische  betrekking  moet  bestaan:  daar  toch 
de  ather-verstoringen  (die  gewoonlgk  als  de  oorzaken  der 
spectraall^nen  beschouwd  worden)  periodisch  zgn,  mag  de 
aether-beweging  als  de  superpositie  van  enkelvoudige  tril- 
lende bewegingen  worden  aangezien,  wier  perioden,  inge- 
volge het  theorema  van  Foubieb,  aan  de  harmonische  reeks 
voldoen.  Intusschen  geldt  deze  redeneering  slechts  als  de 
enkelyoudige  trillingstgden,  waaruit  de  zamengestelde  be- 
weging bestaat,  onderling  meetbaar  zyn,  en  dit  scheut  niet 
noodwendig.  Men  kan  echter  van  de  meening  uitgaan,  dat 
tusschen  de  l^nen  van  elk  spectrum  eene  harmonische  be- 
trekking bestaat.  Stonëy  vindt,  dat  de  drie  bekende  wa- 
terstofl^nen  de  20®,  27«  en  32^  harmonische  boventoon  van 
eene  zelfde  grondlgn  z^n. 

De  Ign  H,  door  Htjqgins  in  het  spectrum  der  witte  ster- 
ren gevonden,  verhoudt  zich  tot  de  bekende  waterstofl^n 
nab^  6,  als  de  35^  tot  de  32^  harmonische  boventgn. 

Om  z^ne  theorie  verder  te  toetsen,  heeft  Stonbt  met  Bet- 
iTOLDS  een  onderzoek  ingesteld  omtrent  het  absorptiespectrum 
van  damp  van  chromylchloiniur ;  z^  bepaaldcm  de  golflengten 
voor  32  speetraallynen  en  vonden  voor  het  verschil  tusschen 
de  trillingsgetallen  van  twee  achtervolgende  l^nen  steeds 
een  zelfde  getal;  een  zeer  opvallend  resultaat. 

ScuusTEB  maakte  in  1879  eene  bgzondere  studie  van  het 
gzeispectrum ;    7    Ignen    kunnen  beschouwd  worden  als  bo- 
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yenlgnen  van  dezelfde  grondl^n;  bovendien  bestaan  nog 
andere  merkwaardige  betrekkingen  tusschen  de  l^nen  van 
dit  metaal.  In  1881  hervatte  hg  dit  onderwerp  en  vroeg 
naar  de  waarsch^nlgkheid,  dat  de  verhouding  van  twee 
grootheden,  die  willekeurig  tusschen  twee  vaste  grenzen 
verbreid  zgn,  zamenvalt  met  eene  gegevene  breuk.  Aan 
het  antwoord  op  die  vraag  toetate  hg  het  özerspectrum  en 
kwam  tot  een  in  hoofdzaak  negatief  resultaat;  h:g  twgfelt 
er  wel  niet  aan,  dat  er  eene  wet  is,  die  de  verdeeling  der 
spectraallgnen  beheerscht,  doch  meent,  dat  die  wel  slechts 
in  b^zondere  gevallen  overgaat  in  de  wet  der  harmonische 
verhoudingen. 

Later,  in  1885,  heeft  Balmek  zonder  theoretische  be- 
schouwing naar  de  empirische  formule  gezocht,  die  de  wa» 
terstofl^nen  zou  omvatten  en  vond  daarvoor  eeue  zeer  een- 
voudige betrekking,  waaraan  de  waarnemingen  van  Huggiks 
en  CoRKU  vrg  goed  voldoen.  De  formule  heeft  echter  geene 
theoretische  beteekenis,  verklaart  dus  het  versch^nsel  niet. 

Niet  tevreden  met  het  zoeken  naar  homologieën  in  de 
verschillende'  spectra,  heeft  men  ook  getracht  eene  voldoende 
theorie  van  het  verschgnsel  der  spectraall^nen  te  geven. 
Hiertoe  dienden  o.  a.  de  theoriën  van  Stoney,  £.  WiEDKMAifir 
en  ScHusTBR.  Zg  loopen  tamelijk  uiteen,  zgn  niet  altgd 
voldoende  duidelgk  en  leiden  vooralsnog  tot  geen  bevredi- 
gend resultaat. 

Van  meer  belang  ziyn  de  bgzondere  hypothesen,  die  tot 
de  verklaring  der  spectraallgnen  den  weg  banen. 

Men  kan  bg  de  studie  der  lineaire  spectra  twee  w^en 
inslaan :  vooreerst  kon  men  trachten  empirische  betrekkingen 
te  vinden  tusschen  de  golflengten  der  spectraallgnen  van 
hetzelfde  spectrum  of  tusschen  die  van  verschillende  spectra. 
CoBKU  meent,  dat  slechts  op  deze  wgze  resultaten  te  ver« 
kragen  zgn.  Doch  de  methode  opent  een  onafzienbaar  veld 
van  getallen-combinatiën,  waarin  men  zonder  gids  rond- 
doolt, en  de  kans,  dat  men  de  ware  combinatie  maakt,  wordt 
uiterst  gering.  De  straks  genoemde  physici  Baucbb  en  6£Ün- 
WALD  z^n  de  eenige,  die  hierbg  op  succes  kunnen  w^zen,  al 
hebben  hunne  eenvoudige  formules  geen  theoretische  waarde. 
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Daarom  sdignt  den  schrgyer  de  tweede  weg  beter,  dat  men 
uitgaat  Tan  eene  of  andere  hypothese  en  nagaat  of  z^  in 
OTereenstemming  is  met  hetgeen  de  waarneming  omtrent  de 
spectraallgnen  leert.  Deze  weg  vordert  echter  zeer  veel 
arbeid. 

De  eenvoudigste  hypothese  is,  dat  er  tusschen  de  Ignen 
van  hetzelfde  spectrum  harmonische  verhoudingen  bestaan. 
Alleen  vaor  het  gzerspectrum  moest  Schüsteu,  die  haar  toe- 
paste, 20000  quotiënten  berekenen. 

Het  vormen  eener  voldoende  hypothese  is  verder  moeilijk 
genoeg ;  die  omtrent  de  harmonische  verhoudingen  der  spec- 
traall^nen  sch^nt  niet  rationeel;  omtrent  de  zamenstelling 
der  atomen  laat  zich  evenmin  a  priori  iets  vaststellen.  Yan 
belang  is  misschien,  in  verband  met  eene  door  Zöllvbr  ge- 
maakte opmerking,  de  formule  van  Wilhelm  Wsbbe  voor 
de  potentiaal  van  twee  electrische  deeltjes;  z^  kan  als  uit- 
gangspunt dienen  en  zou  wel  resultaten  beloven,  zoo  niet 
het  onderzoek  van  Schttsteb  bewezen  had,  dat  de  analogie 
der  vibratorische  beweging  der  atomen  met  de  trillende  be- 
weging van  een  electrisch  atomenpaar  onwaarsch^nl^k  is 
en  dat  men  in  elk  geval  de  moleculen  uit  een  groot  aantal 
electrische  atomen  zou  moeten  opbouwen. 

Door  te  onderstellen,  dat  de  atomen  elastische  bollen  zfjn 
of  liever  kernen  met  aetherhulsels  omgeven,  heeft  men  ge- 
tracht, doch  te  vergeefs,  de  verschynselen  der  spectraall^nen 
te  verklaren.  Veel  verwachting  gaf  eindelijk  de  vortex 
theoiie  van  Thomsom  ;  verschillende  gronden  beletten  evenwel 
den  schrigver  die  verwachting  te  deelen. 

Schrgver  wgst  nu  een  geheel  nieuwen  weg  aan,  langs 
welken  men, .  zonder  den  oorsprong  der  spectraalLynen  geheel 
te  kennen,  toch  een  verband  tusschen  de  verschillende  ignen 
op  het  spoor  kan  komen. 

Het  valt  hem  vooral  op,  dat  het  aantal  spectraallgnen 
zoo  groot  is,  en  de  verschillende  Ignen  zoozeer  in  intensi- 
teit kunnen  uiteenloopen.  Hg  vraagt  daarom,  of  in  een 
lineair  spectrum  niet  de  analogen  aanwezig  zgn  van  de 
combinatie-tonen,  allereerst  de  verschil-  en  somtonen  volgens 
Hblmholtz;  zulks  is  niet  onwaarschgnlgk,  wanneer  vaneen 


J 
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lichtuitzendend  atoom  of  molecule  de  trillingen  niet  onein- 
dig klein  zijn. 

Schrgver  gaat  nu,  volgens  het  door  Ratleigh  ontwikkelde, 
de  mogelgkheid  voor  het  bestaan  van  dergelyke  secundaire 
trillingen  na  en  betoogt,  dat  hun  optreden  zeer  waarschgn- 
l^k  is.  Daar  hunne  amplitude  evenredig  is  aan  het  pro- 
duct van  de  amplituden  der  primaire  trillingen,  laat  zich 
b^  groote  lichtintensiteit  verwachten,  dat  het  oog  gevoelig 
geno^  is  om  die  combinatietrillingen  waar  te  nemen. 

Hierop  volgt  de  uitvoerige  uiteenzetting  eener  methode 
van  onderzoek  naar  het  bestaan  van  deze  som-  en  verschil- 
lenen. Wanneer  een  dergelijk  verschil  zich  tusschen  twee 
spectrale  lijnen  voordoet,  in  hoever  is  dit  dan  toevallig? 
Deze  vraag  wordt  in  het  breede  onderzocht,  ook  volgens 
eene  methode,  door  den  tweeden  ondergeteekende  van  dit 
verslag  aangegeven.  Op  uitmuntende  wgze  wordt  dit  on- 
derzoek, dat  van  zuiver  wiskundigen  aard  is,  doorgevoerd 
en  daarbë  berekend,  hoeveel  coïncidentiën  van  verschillen 
bg  n  grootheden  te  verwachten  zyn;  want  is  het  aantal 
waargenomen  coïncidentiën  van  verschillen  grooter  dan  het 
aantal,  dat  men  gemiddeld  kon  verwachten,  zoo  wordt  het 
vermoeden  gevestigd,  dat  som-  of  verschillenen  bestaan  en 
hier  dus  geen  louter  toeval  in  het  spel  is. 

Na  deze  theoretische  ontwikkelingen  deelt  de  schrgver  de 
uitkomsten  van  zijn  onderzoek  bg  waterstof,  kalium,  natrium, 
koper,  mangaan,  zilver,  rubidium,  zuurstof  en  waterstof  mede. 
Hg  geeft  deze  in  uitvoerige  tabellen,  waarby  hij  uit  de 
waarnemingen  der  verschillende  natuurkundigen  de  som-  en 
verschillenen  tracht  op  te  sporen. 

Hy  vindt  bë  waterstof  dat  het  aantal  waargenomen  coïn- 
cidentiën vrg  wat  grooter  is  dan  het  te  verwachten  aantal; 
de  waarschënlëkheid,  dat  deze  coïncidentiën  aan  toeval  moe- 
ten worden  toegeschreven,  is  daarom  vrg  klein. 

Het  onderzoek  bij  kalium  heeft  ook  eene  uitkomst  ge- 
leverd, gunstig  voor  de  meening  dat  in  het  kaliumspectrum 
som-  en  verschillijnen  voorkomen;  ook  voor  natrium  en  de 
andere  genoemde  stoffen  vindt  hij  hetzelfde  resultaat. 

Pe   uitgebreide  verhandeling  van  den  Heer  Jülius  levert, 
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behalve  z^n  oorspronkelijk  onderzoek,  eene  zeer  belangrgke 
bgdrage  tot  de  geschiedenis  en  kritiek  van  de  theorie  der 
speetraallgnen. 

W^  hebben  de  eer  U  Yoor  te  stellen,  deze  verhandeling 
met  de  daaraan  toegevoegde  tabellen  in  de  werken  der  Aka- 
demie  te  doen  opnemen. 

AmHerdamj  31  Maart  1888. 

C.  H.  C.  GRINWIS. 
H.  A.  LOBENTZ. 
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GKWONE  VEKGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE. 


op  Zaterdag  87  April  1888. 


Tegenwoordig     de    Heeren :     Buts    Ballot,    Voorzitter, 

HOFFMANN,     ZeEKAIT,     BdSKENS    DE    HaAN,    BeUTEL    DE   LA    Bi- 

viÈEB,  Baeha,  Mac  Gillavry,  Peanchimont,  de  Vries, 
Hoek,  Donders,  Baüwenhoff,  Hübrecht,  Stokvis,  A.  C. 
Oqdemaks  jr.,  Grinwis,  Dibbits,  Place,  ENOELMAini,  J.  A. 
G.    OüDEMAirs,    Pekelharing,    Forster,    tan    Dorp,    Ruks, 

LORENTZ,     TAN     RlEMSDUK,     MaRTIN,    TAN    DB   SaNDE   BaKHUT- 

ZEN,  Mulder,  Eortewbg,  Schoxtte  en  G.  A.  J.  A.  Oudemans, 
Secretaris. 

—  Het    Proces- Verbaal   der  Torige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 


—  Worden  gelezen  BricTen  Tan  dankzegging  Toor  oot- 
Tangen  werken  der  Akademie  Tan  de  naTolgenden: 

1^.  H.  C.  Rogge,  Bibliothecaris  der  UniTersiteits-Biblio- 
theek  te  Amsterdam,  21  April  1888 ;  2^.  A.  J.  tan  Pb9CH, 
Bibliothecaris  van  het  wiskundig  Genootschap  >Een  onTcr- 
moeide  arbeid  komt  alles  te  boven"  te  Amsterdam,  21  April 
1888;  3".  A.  J.  Enschede,  Bibliothecaris  der  Stads-Biblio- 
theek te  Haarlem,  18  April  1888;  40.  J.  Tidbman,  Secre- 
taris van  het  Eoninkl^k  Instituut  van  Ingenieurs  te'sGra- 
venhage,    19  April  1888;  5^.  Buys  Ballot,  Directeur  van 
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het  Eoninklgk  Nederlandsch  meteorologisch  Instituut  te 
Utrecht,  17  April  1888;  6o.  W.  F.  C.  van  Laak  jï,, 
Bibliothecaris  der  Gemeente-Bibliotheek  te  Arnhem,  1888; 
7°.  L.  B&OBEE1CA,  Directeur  der  Bgkslandbouwschool  te 
Wageningen,  19  April  1888;  80.  H.  Enoblaücu,  Voorzit- 
ter der  Eais.  Leopoldinisch-Oarolinischen  deutschen  Akademie 
der  Naturforscher  te  Halle  a/S.,  20  Maart  1888;  90.  den 
Secretaris  der  Eoninklgke  Academie  van  Wetenschappen  te 
Bologna,  25  Mei  1888;  lO»,  H.  G.  Zbuthen,  Secretaris  der 
Académie  royale  danoise  des  Sciences  et  des  Lettres  te  Kopen- 
hagen, 12  December  188 7;  11^.  den  Directeur  kerNicolai- 
Hauptstemwarte  te  Pulkowa,  1888 ;  12^.  J.  S.  Billhtos, 
Bibliothecaris  van  het  Surgeon  GeneraFs  Office  te  Washing^ 
ton,  11  April   L888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts    Brieven    ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden : 

1^.  A.  TiELEifANS,  Bibliothecaris  der  üniversité  Catholique 
te  Leuven,  Januari  1888;  2^.  Föbstemann,  Archivaris  der 
kon.  sachsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  te  Leipzig, 
25  Oetober,  26  November  1887;  5,  10  Februari  1888; 
3^.  den  Secretaris  van  het  historischer  Verein  ftlr  Unter- 
fcanken  und  Aschaffenburg  te  Würzburg,  1  Oetober  1887; 
4*^.  A.  S.  RiLLiBT,  Secretaris  der  Société  de  Physique  et 
d'BGstoire  naturelle  te  Genève,  22  Maart  1888;  S^.  den 
Bibliothecaris  der  Societa  Italiana  delle  Scienze  te  Rome, 
7  September  1887;  6^.  den  Secretaris  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen  te  Bologna,  13  Augustus  1887 ; 
7®.  H.  Wild,  Directeur  van  het  physikalisches  Central-Ob- 
servatorium te  Petersburg,  December  1887 ;  8^,  H.  C.  Hb- 
FTTES,  Directeur  van  het  Institut  météorologique  de  Rou- 
manie  te  Bucharest,  1888:  waarop  het  gewone  besluit  valt 
van  schriftelgke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren :  1^.  brieven  van 
de    Heeren    van    de  Sande  Bakhuyzbn  en  van  de»  Waals,, 
de  kennisgeving  behelzend,  dat  z^  de  op  hen  in  de  Maart- 
vergadering   uitgebrachte    keuzen  tot  Voorzitter  en  Onder- 

TikBSL.   m   MEDKD.    AFD.   MATHUBK.   S^e   BSBKS.    OBKL  V.  9 


A 


(  180) 

voorzitter  der  Afdeeling  aanoemen;  2^.  een  schryven  van 
den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken  (25  April  1888} 
waarin  wordt  meegedeeld,  dat  Z.  M.  de  Koning  de  benoe- 
ming van  de  Heeren  H.  G.  van  de  Sakde  6Ax:HT7YZEif  en 
J.  D.  VAN  DER  Waals,  respectievelgk  tot  voorzitter  en 
ondervoorzitter  der  Afdeeling,  heeft  goedgekeurd;  3^.  ken- 
nisgevingen van  de  Heeren  Schols,  van  Diesbn  en  Subinoab, 
dat  zg  verhinderd  zijn  de  Vergadering  b:g  te  wonen ;  4^.  een 
brief  van  het  correspondeerend  lid,  den  Heer  tan  der  Buro, 
ter  begeleiding  van  een  paar  brochures  over  geneeskundige 
onderwerpen. 

De  voorzitter  richt  eenige  waardeerende  woorden  tot  de 
Heeren  tan  de  Sande  Bakhutzen  en  van  der  Waals,  en 
wenscht  hen  zoowel  als  de  Afdeeling  met  de  bekrachtiging 
door  Z.  M.  den  Koning  van  de  op  hen  uitgebrachte  keuzen 
geluk. 


—  De  Heeren  Place  en  Kortewbo  brengen  een  gunstig 
rapport  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  J.  L 
Hoorweg  (Experimenteel  onderzoek  over  de  polsbeweging), 
waarna  de  Vergadering  besluit  haar  in  de  werken  der 
Akademie  op  te  nemen. 

Gunstig  ook  luidt  het  verslag,  uitgebracht  over  het  opstel 
van  Dr.  V.  A.  Julius  (Over  de  trillende  beweging  van  een 
vervormden  vloeistofbol),  weshalve  ook  hieraan  eene  plaats 
in  de  werken  der  Akademie  zal  worden  ingeruimd. 


—  De  Heer  J.  A.  G.  Oudemans  spreekt  over  den  dubbele 
beelden-mikrometer  van  Airt  en  deelt  de  uitkomst  mede 
van  het  onderzoek  naar  de  eigenschap,  waaraan  dit  instru- 
ment voldoen  moet,  opdat  de  waarde  eener  schroefomwen- 
teling  onafhankelijk  zij  van  de  accomodatie  van  het  oog. 
De  spreker  vond,  dat  hiertoe  de  a&tand  van  de  1^  tot  de 
2^  lens  gelijk  moet  zijn  aan  den  brandpuntsafstand  der  1' 
lens  —  eene  voorwaarde,  die  reeds  voor  een  ander  doel  in 
den  mikrometer  vervuld  was. 


I 


—  Poor   den    Heer  Biesens  o£  Haak  worden,  uit  naam 
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ran  den  hoogleeraar  Le  Paigb  te  Luik,  voor  de  boeker^  der 
Akademie  eenige  overdrukken  aangeboden  van  wiskundige 
opstellen. 

—  De  Heer  Lobektz  biedt  ter  opneming  in  de  wer- 
ken der  Akademie  aan :  1^  eene  verhandeling  van  den  Heer 
Dr.  Y .  A,  Jcnjus,  leeraar  aan  de  Hoogere  Burgerschool 
te  Delft;  >Over  de  dubbellijnen  in  de  spectra  van  natrium, 
magnesium  en  aluminium";  en  2^.  eene  verhandeling  van 
den  Heer  Dr.  P.  H.  Dojes:  >Over  de  vermeerdering  der 
maximale  spanning  van  een  damp  en  daarmede  samenhan- 
gende versch^nselen". 

De  Voorzitter  benoemt  tot  verslaggevers  over  de  1«  ver- 
handeling de  Heeren  Grinwis  en  Lorentz,  en  over  de  2®  de 
Heeren  van  der  Waals  en  Bosscha. 

—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  vergadering. 
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VBRHAKDBLING   VAN    Dr.    J-     L.    HOORWEG: 


EXPERIMENTEEL  ONDERZOEK  NAAR   DE  POLSBEWEGING 


(Uitgebracht  in  de  vergadering  van  27  April  1888). 


'•i 


De  verhaadeling  van  den  Heer  Hoorweg  :  » Experimenteel 
onderzoek  naar  de  polsbeweging",  welke  ons  ter  beoordeeling 
is  gegeven,  heeft  in  hoofdzaak  ten  doel,  al  de  versch^nselen 
der  polsbeweging  in  elastische  buizen  en  in  het  slagader- 
stelsel te  verklaren :  uitsluitend  uit  de  bekende  wetten  der 
terugkaatsing  en  interferentie  van  golven,  en  dat  wel  in 
tegenstelling  met  andere  onderzoekers,  die  dikw^ls  meer  op 
het  mechanisme  zelf  de  aandacht  gevestigd  houden,  door 
hetwelk  deze  versch^nselen  tot  stand  komen.  W^  kunnen 
de  vraag  laten  rusten  óf  en  in  welke  mate  deze  het  verwyt 
verdienen,  hun  door  den  Heer  Hoorweo  gedaan,  van  vaak, 
na  ter  verklaring  van  hoofdverschijnselen  de  wetten  der 
golfbeweging  te  hebben  toegepast,  nog  bijkomende  verschijn- 
selen aan  de  traagheid  der  stof  of  de  uitrekking  van  den 
wand  te  willen  toeschrijven,  maar  merken  op  dat,  naar 
onze  meening,  ook  al  wordt  deze  fout  vermeden,  de  methode 
van  Hoorweg  veel  vóór  heeft.  Inderdaad  toch  is  de  mathe- 
matische physica  er  in  geslaagd,  de  wetten  der  golfbewe- 
ging een  zoo  eenvoudigen  vorm  te  geven,  dat  ons  voor- 
stellingsvermogen gemakkelijker  werkt  met  die  wetten  dan 
met  het  mechanisme,  waardoor  zij  ontstaan. 

In    Hoofdstuk  I  geelt  de  schrgver  een  kritisch  overzicht 
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der  Terschillende  sphjgmographen  en  stelt  h\j  de  eischen 
?ast,  waaraan  een  goede  sphygmograaph  moet  voldoen.  Bg 
de  bespreking  van  het  luchttransport,  dat  bg  het  registree- 
ren  van  den  pols  wel  de  beste  uitkomsten  geeft,  gaat  de 
schrgver  het  onderzoek  van  Donders  met  stilzwggen  voorbg, 
dat  in  deel  I  der  tweede  reeks  van  de  » Onderzoekingen 
gedaan  in  het  physiologisch  Laboratorium  der  Utrechtsche 
Hoogeschool",  te  vinden  is.  Omtrent  de  voortplantingssnel- 
heid  der  luehtgolven  in  elastische  buizen,  wgken  de  resul- 
taten van  den  schrgver  van  die  van  Donders  af. 

Aan  het  slot  van  dit  hoofdstuk  wordt  nauwkeurig  nage- 
gaan, op  welke  wgze  de  uitslag  van  den  sphygmograaf 
afhangt  van  de  kracht,  waarmede  de  veer  op  den  buiswand 
drukt.  De  uitkomst  wordt  in  een  formule  samengevat  en 
experimenteel  getoetst. 

Het  volgende  hoofdstuk  vangt  aan  met  de  mathematische 
theorie  der  golfbeweging.  Met  de  wgze,  waarop  de  Bes- 
SEL'sche  functiën  uit  de  formules  (23),  (24),  (25)  verwgderd 
zgn,  kunnen  wg  ons  niet  vereenigen.  Evenmin  houden  wg 
de  toepassing  der  formule  (26),  door  Lamb  voor  eene  geheel 
andere  golfbeweging  opgesteld,  op  polsgolven  met  wrijving 
Yoor  geoorloofd.  Wg  kunnen  deze  beide  punten  echter  laten 
rusten,  daar  zg  op  het  vervolg  der  verhandeling  van  geen 
iüTloed  zgn.  Voor  zooverre  dit  gedeelte  als  inleiding  dienen 
moet  van  't  geen  volgt,  kunnen  wg  er  gunstig  over  oor- 
deelen. 

Terecht  wijst  de  schrgver  op  het  belangwekkende  feit,  dat 
de  formule  voor  de  voortplantingssnelheid  van  polsgolven, 
waarvan  de  ontdekking  tot  heden  aan  Resal  werd  toege- 
schreven, reeds  bijna  zeventig  jaar  vroeger  door  Tuohas 
TomïG  is  gevonden.  Zonderling  is  het  echter  dat  Yoüno 
in  dezelfde  verhandeling  {PhiL  Trans.  1809,  p.  1),  waarin 
hg  later  de  juiste  uitkomst  geeft,  de  voortplantingssnelheid 
op  p.  12  ten  onrechte  uit  de  *actual  arterial  pressure" 
berekend  wil  hebben  en  dan  ook  daar  ter  plaatse  tot  eene 
aanzienlgk  geringere  waarde  komt  dan  die,  welke  uit  de 
juiste  formule  volgt  (p.  16)  en  door  Dr.  Hoorweg  wordt 
aangehaald,  en  dat  wel  zonder  tusschen  beide  tegenstrgdige 
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Yoorstellingen  eene  besliste  keuze  te  doen,  al  helt  hg  blik- 
baar tot  de  juiste  over. 

Tot  zijn  eigenlek  onderwerp  komt  de  Heer  Hoorweg  in 
§10.  Hier  en  in  §  11  tracht  h^  door  graphische  con- 
structies eenige  door  anderen  verkregen  sphygmographiscbe 
krommen  als  gevolg  van  meervoudige  terugkaatsingen  te  ver- 
klaren. Zonder  het  welslagen  van  deze  poging  in  tw^fel 
te  willen  trekken,  meenen  w^'  toch  op  hare  zwakke  zgde 
te  moeten  w^zen.  De  schrgver  geeft  namel^k  niet  aan, 
hoe  de  afneming  der  intensiteit  als  gevolg  der  terugkaat- 
singen en  der  wrgving  door  hem  in  rekening  is  gebracht 
Waar  het  proeven  van  anderen  geldt,  over  wier  'toestellen 
men  niet  te  beschikken  heeft^  is  een  zekere  willekeur  niet 
te  vermeden,  maar  een  eigen  experimenteel  onderzoek  zou 
toch    over  dit  punt  allicht  meer  licht  kunnen  verspreiden. 

In  Hoofdstuk  III  geeft  de  schrijver  verslag  van  zgne 
eigen  proeven.  Door  middel  van  een  caoutchouc-ballon, 
die  met  de  hand  wordt  samengeknepen,  wordt  het  vocht 
stootsgewgs  voortbewogen  door  een  caoutchouc-buis,  waarop 
twee  luchtkussens  geplaatst  zijn,  die  door  luchttransport 
twee  op  een  cylinder  schr^vende  hefboompjes  in  beweging 
brengen.  De  eigenaardigheid  van  den  toestel  bestaat  voor- 
namel^k  daarin,  dat  het  oogenblik  der  sluiting  van  de  me- 
talen kleppen,  vóór  en  achter  den  ballon,  in  de  geregis- 
treerde kromme  wordt  aangegeven  door  een  inductie- vonk,  die 
door  het  papier  slaat.  Uit  de  analyse  der  kromme  leidt  de 
schrgver  af,  dat  de  verheffing  in  het  neerdalende  deel  van 
de  sluiting  der  klep  achter  het  kunsthart,  de  nagebootste 
valvulae  semilunares,  afhangt.  In  Hoofdstuk  IV  wordt  de 
zooeven  besproken  kromme  vergeleken  met  die,  welke  men 
door  middel  van  het  luchttransport  van  de  menschelgke 
carotis  kan  registreeren.  Ook  in  deze  wordt  door  middel 
van  een  inductie-vonk  het  oogenblik  der  sluiting  van  de 
valvulae  semilunares  aangeteekend^  en  wel  door  den  stroom 
te  sluiten  telkens  wanneer  de  tweede  hartstoon  gehoord 
wordt.  De  schr^ver  komt  hierb^  tot  de  uitkomst,  dat  het 
zoogenaamde  dicrotisme  een  klepgolf  is  en  ontwikkelt  alle 
gronden,  waarom  die  verheffing  niet  aan  een  teruggekaatste 
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golf  mag  worden  ioegesclireyen.  Ook  experimenteel  wordt 
de  afwezigheid  van  teruggekaatste  golven  in  het  vaatstelsel 
aangetoond.  Hiervoor  werd  de  aorta  van  een  kongn  dicht 
b^  het  hart  afgesneden  en  door  een  lange  caoatchouc-buis 
verbonden  met  het  knnsthart.  B^  het  rhytmisch  inpompen 
van  vocht  was  in  de  kromme,  geregistreerd  door  middel  van 
een  aan  het  begin  der  buis  geplaatst  lachtkussen,  nauwe- 
lijks een  spoor  van  een  teruggekaatste  golf  te  aden. 

Eindel^k  wordt  de  vraag  besproken,  in  hoeverre  de  ge- 
registreerde krommen  der  polsgolf  een  aanw^zing  kunnen  geven 
Tan  de  drukking  in  de  arteries,  en  aangetoond,  dat  die 
drukking  niet  onmiddell^k  uit  de  krommen  is  op  te  maken. 
Aangezien  by  den  mensch  directe  manometrische  bepalingen 
wegvallen,  moet  men  zijn  toevlucht  tot  indirecte  bepalingen 
nemen.  De  schrgver  bespreekt  de  methode,  door  anderen 
gevolgd  en  de  door  hem  daarin  aangebrachte  wgzigingen, 
komt  echter  tot  de  slotsom,  dat  wel  is  waar  bij  caout- 
ehouc-buizen,  door  de  kracht  te  bepalen,  die  voor  dicht 
drukken  noodig  is,  met  tamel^ke  nauwkeurigheid  de  span- 
ning  van  het  in  de  buis  bevatte  vocht  kan  worden  gevon- 
den, maar  dat  dezelfde  methode  ook  by  de  het  best  toe- 
gankel^ke  arteries  van  het  menschel^k  lichaam  slechts  zeer 
onvoldoende  resultaten  oplevert. 

Ten  slotte  bespreekt  de  schrgver  de  mogelgkheid  om  uit  het 
oppervlak,  door  de  abscissen-as  en  de  polskrommen  begrensd, 
de  hoeveelheid  bloed  te  berekenen,  die  in  de  arterie  is  ge- 
drongen, als  men  den  straal  van  het  vat  en  de  vergrooting 
door  den  hefboomsarm  kent  en  buitendien  een  factor  in 
aanmerking  neemt,  die  van  de  drukking  van  het  luchtkus- 
sen  op  de  arterie  afhangt. 

De  bepalingen  geschieden  in  de  carotis  en  daaruit  wordt 
de  grootte  van  de  blóedgolf  in  de  aorta:  het  debiet  van 
den  linker  ventrikel,  berekend  met  ten  gronde  legging  der 
door  Heitle  opgegeven  waarden  voor  den  diameter  derartt. 
carotis,  subclavia,  anonyma  en  aorta.  Schrgver  vindt  daar- 
voor 68  cM^,  dus  veel  minder  dan  men  in  navolging  van 
VoLKKAim  doorgaans  ziet  opgegeven,  doch  niet  veel  minder 
als  anderen  daarvoor  hebben  gevonden. 
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Schrgyer  knoopt  daaraan  een  berekening  vast  van  den 
arbeid,  dien  het  hart  verricht  en  de  warmte,  die  daardoor  wordt 
ontwikkeld,  evenwel  zonder  nieuwe  gezichtspunten  te  geven. 

Het  experimenteel  onderzoek,  door  den  schryyer  uitge- 
voerd, draagt  de  kenmerken  van  groote  nauwgezetheid  en 
zgn  beschouwingen  verdienen  alleszins  overweging;  daarom 
adviseeren  de  ondergeteekenden  tot  opneming  van  zgne  ver- 
handeling in  de  werken  der  Akademie. 

T.  PLACE. 

D.  J.  KOBTEWBG. 
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Ys&HAimsLiiiG  VA»  De.  V.  A.  JULIUS: 

OVER  DE  TRILLENDE  BEWEGING  VAN  EEN  VERVORMDEN 

VLOEISTOFBOL. 

(Uitgebracht  in  de  vergadering  van  S7  Apiil  1888). 


De  aangeboden  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  V.  A. 
JvLivs  >  Over  de  trillende  beweging  van  een  vervormden  vloei' 
itofboV^  is  eene  merkwaardige  bgdrage  tot  de  toepassing  van 
bolfanctiën  bJJ  reeksen-ontwikkeling. 

Batlsioh  had  omstreeks  1879,  aan  het  einde  van  z^ne 
verhandeling  over  capillaire  versch^nselen  bij  vloeistofstralen, 
de  theorie  vto  de  trillende  beweging  van  een  vloeistofbol 
ontwikkeld,  die  eene  oneindig  kleine  vervorming  heeft  on- 
dergaan en  aan  de  werking  der  moleculaire  krachten  is 
overgelaten.  Terwgl  hierb^  de  vervorming  synmietrisch  is 
ten  opzichte  van  eene  middell^n,  voegt  h^  hieraan  toe, 
doch  zonder  zulks  te  bewgzen,  dat  de  oplossing  van  het 
meer  algemeene  geval  eener  willekeurige  verstoring,  tot  ge- 
heel dezelfde  uitkomst  zou  voeren. 

De  schr^ver  meent,  dat  deze  bewering  onwaarsch^nl^k 
is  en  dus  betoog  behoeft,  en  hiertoe  dient  de  ingezonden 
bgdrage. 

De  schrgver  neemt  aan,  dat  de  onsamendrukbare  vloeistof 
zonder  vortex-be  voeging  is  en  dus  eene  snelheidspotentiaal 
bezit,  die  aan  de  bekende  partiëele  differentiaalvergelijking 
der  tweede  orde  van  Laplace  voldoet.  Dientengevolge  laat 
zg  zich  in  eene  reeks'  volgeus  de  opklimmende  machten  vau 
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r  ontwikkelen,  terwgl  de  coëfficiënten  uit  producten  yan 
bolfunctiën  en  functiën  van  den  t^d  bestaan.  Het  goed 
recht  dier  ontwikkeling  wordt  betoogd. 

Na  meer  andere  herleidingen,  die  hier  onmogel^k  kunnen 
worden  wedergegeven,  komt  de  schryver  tot  het  besluit,  dat 
inderdaad,  bg  eene  willekeurige  vervorming,  elk  punt  van 
het  boloppervlak  eene  samengestelde  trillende  beweging 
verkrggt,  die,  evenals  bij  eene  symmetrische  vervorming, 
kan  ontbonden  worden  in  eene  reeks  van  enkelvoudige  tril- 
lende bewegingen,  waarvoor  de  trillingstgd  bekend  is. 

De  wiskundige  ontwikkeling  verdient  allen  lof  wegens 
hare  sierl^lJlieid  en  kortheid ;  van  belang  is  daarbg  een 
merkwaardig,  naar  w^  meenen,  onbekend  theorema  omtrent 
twee  bolfunctiën  van  de  n*  orde. 

De  Commissie  adviseert,  de  bedrage  in  de  Verslagen  en 
Mededeelingen  der  Akademie  te  doen  opnemen. 


Amsterdam^  27  April  1888. 


C.  H.  C.  GBINWIS. 

D.  J.  KORTEWEG. 


il  I 


U^ 


OVER  DE  TRILLENDE  BEWEGING 


VAN  BEN 


VEKVORMDEN   VLOEI  STO  FB  OL, 


« 


DOOB 


V.    A.    J  U  L  I  ü  S. 


1.  Aan  het  einde  van  zgn  verhandeling  *)  over  de  ca- 
pillaire verschijnselen  b^  vloeistofstralen,  geeft  Ratleigh 
de  theorie  van  de  trillende  beweging  van  een  vloeistofbol, 
die  een  oneindig  kleine  vervorming  heeft  ondergaan  en  aan 
de  werking  der  moleculaire  krachten  is  overgelaten  f).  H^ 
onderstelt  hierbg,  dat  de  vervorming  symmetrisch  is  ten 
opzichte  van  een  middell^n;  h^  voegt  er  aan  toe,  dat  de 
oplossing  van  het  meer  algemeene  geval  tot  geheel  dezelfde 
uitkomst  zou  voeren. 

Deze  bewering  van  Rayleioh  kwam  mg  vreemd  voor; 
in  vele  gevallen  weten  w^,  dat  in  een  trillend  stelsel  de 
aanwezigheid  of  afwezigheid  van  zekere  partiaal-trillingen 
ten  nauwste  samenhangt  met  de  oorspronkelijke  vervorming. 
Dat  werkelgk  een  symmetrische  vervorming  by  een  vloei- 
stofbol geheel  dezelfde  partiaal-trillingen  in  het  leven  roept, 
als  een  willekeurige  vervorming,  scheen  mg  toe,  niettegen- 
staande het  groote  gezag,  dat  ieder  aan  een  uitspraak  yan 
Rayl£I6u  zal  toekennen,  bevestiging  te  behoeven. 


*)  Batlkigh,  On  the  capillary  phenomena  of  jets,  Prot*.  Roy.  Soc.  29,  p. 
71  (1879). 

t)Uc.  p.  95. 
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Daarom  heb  ik  de  oplossing  van  het  algemeene  geval 
beproefd. 

2.  W^  nemen  aan,  dat  de  vloeistof,  waaruit  het  bolletje 
bestaat,  onsamendrukbaar  en  zonder  vortex- beweging  is ;  er 
is  dus  een  snelheidspotentiaal  17,  die  voldoet  aan  de  ver- 
gelgking 


2 


(1) 


Indien    wg  als  coördinaten  invoeren  r,  O  en  9,  of  wel  r, 
ju  en  qp,  terw^l  fi  =  cos  6^  volgt  hieruit : 


•  •  •  +  P»  **  -^  C"»  9)  +  enz 


(2) 


waarin  p^^  pi^  enz.  grootheden  z^n  af hankel^k  van  den  t^ 
en  X»  (//,  qp)  een  bolfunctie  voorstelt  van  de  n^^  orde,  onaf- 
hankel^k  van  den  tijd. 

Dat  men  werkel^k  de  functies  X  zoodanig  kan  kiezen, 
dat  zg  niet  afhangen  van  den  tijd,  bl^kt  uit  de  volgende 
beschouwing. 

Men  weet,  dat  U  een  funtie  is  van  r,  ^,  <jp  en  i.  Voor 
een  bepaalde  waarde  van  elk  der  veranderleken  r,  a  en  9, 
kan  U  als  functie  van  t  ontwikkeld  gedacht  worden  in  een 
reeks  van  den  vorm: 


II 


"j 


i 


il 


!l  !  • 

I 

I  '  • 


Z7  =  60  +  ^1  A  (<)  +  62  f'a  (<)  +  ...  +  6«  P„  (O  +  enz. . .  (3) 

waarin  Pi{t)i  P^i^)^  ®°^-  periodieke  functies  zgn  van  ^  ter- 
wgl  de  coëfficiënten  b  functies  zijn  van  r,  fi  en  q>.  De 
eenige  onderstelling,  die  in  (3)  ligt  opgesloten,  is  deze,  dat  de 
perioden  voor  alle  punten  van  den  vloeistof  bol  dezelfde  zijn. 
Voor  een  bepaalde  waarde  van  r  kan  elk  der  coëfficiënten 
b  ontwikkeld  worden  in  een  reeks  van  den  vorm 

b  =  eQ  +  CiZi(/u,(p)  +  C2Z2iju,q>)±  ...  +  c« Z^, (//, 9)  +..(4) 

waarin  Zn{/^^fp)  eeii  bolfuntie  is  van  de  orde  n,  natuurlijk 
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onaf hankelgk  van  f.  Substitueert  men  deze  waarden  van  b 
in  (3),  dan  krggt  men  : 

Ï7  =  «o  +  ^1  -2"!  {^,  <p)  +  . . .  +  «•  ^n  (//,  9)  +  enz. . .  (5) 

waarin  de  bolfuncties  Z  onafhankelgk  zgn  van  <,  terwgl  de 
grootheden  e  functies  z^n  van  r  en  t. 

Uit  de  voorwaarde,  dat  U  voldoet  aan  (1),  volgt  nu  dat 
€«  evenredig  is  met  r";  en  hierdoor  gaat  (5)  over  in  den 
vorm  (2). 

3.  üit  deze  beschouwing  volgt  ook,  dat  wg  voor  eenig 
punt  van  de  oppervlakte  van  het  vervormde  bolletje,  de 
waarde  van  Tq  kunnen   brengen  in  den  vorm: 

^o=öo+öi^i(i"i9)+a3^2C"»9)+.-.+o«-Z«(//,9)+enz...(6) 

waarin  de  grootheden  a  afhankel^k  zgn  van  den  tijd  en  de 
functies  Z  hiervan  onafhankel^k. 
Tusschen  (2)  en  (6)  bestaat  een  zeker  verband,  daar 

Nu  is 

— -  =  -—  -f  —  Zj  +  . . .  +  -—  Zn  +  enz (8) 

dt         dt  dt  at 

—-]  =piXi   •  2p2ro-ïa  + ••• +  ^P«^o*      X^+enz..(9) 
dr  /o 

De  waarde  van  r^  uit  (6)  moet  gesubstitueerd  worden  in 

'  ^  [J\ 
de    uitdrukking    voor    ( .     De   grootheden  a^,  02,  enz. 

\Or/o 

worden  intusschen  ondersteld  zeer  klein  te  z^n  in  verge- 
l^king  met  üq;  met  andere  woorden,  w^  nemen  aan,  dat  het 
bolletje    slechts    een  oneindig  kleine  vervorming  ondergaat. 

Dan   mogen    wij    in   de  uitdrukking  voor   [  —  j    in  plaats 

van  vq  schryven  Oq  of  wel  R\  den  straal  van  het  onver- 
vormde  bolletje. 
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Maar  dan  kan  ook  niet  voor  alle  waarden  van  /u  en  q* 
voldaan  worden  aan  de  vergelgking  (7),  tenzg  voor  elke 
waarde  van  n 

Xn  {/l,  9)  =  Zn  (^,  9) 

en  tevens 

^  =  np.R^-^ (10) 

a  t 

Men  kan  zich  hiervan  gemakkel^k  overtuigen,  als  men 
de  bolfuncties  in  den  vorm  brengt,  waarin  de  veranderleken 
^  en  <p  van  elkander  gescheiden  zgn  *).  Men  kan  ook  op- 
merken dat,  indien  ¥„  de  twee-assige  bolfunctie  van  de 
n^«  orde  is,  volgens  (8)  en  (9),  als  yr\]  in  (9j  r^  vervangen 
door  i2, 

ƒ    ƒ    ''■[Tf- t;).]""" 

-10 

ƒ  Yn  ["TT  ^n  —  n  pn  -R»-^  Xn  jdfldqt 

-i      •'o 

Volgens    (7)    moet    deze  laatste  integraal  nul  zgn,  wat  als 
noodzakel^k    gevolg    met    zich    brengt,    dat    de  bolfuncties 

Zn  en  npn  H^"^  Xn  identisch  z^n  f). 

d  t 

Wg  krggen  dus  in  plaats  van  de  vergelgking  (2): 

ü=Pq  +PirZi(^,(jp)  +  ...  -|-p„r»  Z,  {^, qp)  +  enz.  ..(11) 

waarin  de  grootheden  p  nog  voldoen  aan  de  betrekking  (10). 
Het    is    duidelgk,    dat  wg  deze  eenvoudige  uitkomst  niet 
verkregen    zouden    hebben,    indieu    wij    niet  hadden  aange- 
nomen, dat  het  bolletje  nooit  veel  van  den  bolvorm  afwgki 


»)  Zie    ToDHUNTËE,    Laplacb's  .  fanctions,   p.  155.     HeiniS,  Handbnck 
der  Kugelfundiofien  l«ter  Bnd.  p.  312. 

■)■)  Zie  ToDHUNTEE,  p.   159. 
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4.  Tot  het  vinden  van  de  uitdrukking  voor  het  arbeids- 
yermogen  van  plaats  Tan  het  vervormde  bolletje,  zoeken 
wfl  de  vergrooting,  die  het  oppervlak  van  het  bolletje  door 
de  afw^king  van  den  bolvorm  ondergaat.  De  verandering 
van  het  arbeidsvermogen  van  plaats  b^  vervorming,  zal 
evenredig  z^n  met  deze  vergrooting  van  het  oppervlak. 

Het  geheele  oppervlak  is 


^=iT'^'°^'"'^''-'"'(r;r+i^'(r:)' 


of 

2 


=/*'/".^d,[v+i(i-/-')(|^«) 


i2  = 

-1       'O 


n-a^,(l?)] <-) 


als  wil  de  vierde  en  hoofere  machten  van  of  — -  ver- 

•^  ^  d/u         d9 

waarloozen. 

Daar    in    het    algemeen,   wanneer   m   en  n  verschillende 

geheele  getallen  z^n, 

-hl  ra*" 


ƒ -hl  f  sj^ 


—  1      o 


•  ■  • 


is  het  duidelgk,  dat  volgens  (6) 

-i      o 

...  +an^  j  f  Zn^dfxdif  + enz (13) 

Verder  is 


Tl 
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=  ƒ       I       df^dip[{l—flY^al^'\' ...  +  «» T;f  +•••} 
—  1       o 

5.     Stel  dat  Xp  een  bolfonctie  is  van  de  orde  p,  die  das 
voldoet  aan  de  vergelgking 

Lost  men  uit  (15)  Xp  op  en  substitueert  men  deze  waarde 
in    j  I  Xp  Zn  d  /u  (ip,  dan  vindt  men : 


-f  1  r25r 

X^  Zn  d  /u  d  (p 


p. 


-s^/Tei»-'ftl*ii.Si'<- 


— I      o 


Integreert    men    partieel,    en    houdt    men    in    het  oog  dat 
(1 — //*)  Zn voor  ^  =  —  1  en  voor  ^  =  -|-  1  verdvrgnt, 

evenals  Zn  — ^  tusschen  de  grenzen  O  en  2  ;r,  zoo  volgt: 

J      J  *-  d  /u   d  /^         1    -//^    d  9    è  9  -■ 

—1     o 

/+1   /■2T 
=  pip  +  1)1        I        XpZndjjdq). 

Wanneer  p  en  n  verschillen,  heeft  men  dus: 


^ 


(  H5) 


-1      O 

en  verder 


-1    o 

+1  r2T 


=  n(n+  1)  I       ƒ      XnZnd/ud(p (17) 


-1      O 


Hoewel  de  theorema's,  opgesloten  in  de  vergelijkingen  (16) 

en  (17)  zeker  wel  bekend  zgn,  heb  ik  ze  in  de  aangehaalde 

•    werken  van  Todhüntbr  en  Heine  niet  aangetroffen.  Daarom 

heb  ik  de  afleiding  medegedeeld,  hoe  eenvoudig  zij  ook  is. 

6.     Wg  passen  (16)  en  (17)  toe  op  (14).     Dan  wordt 


-1     o 

M=  00 


=    2    n(«  +  l)a«2  j  fz^^dfidip. 


Dus  volgens  (12)  en  (13) 

«=00^2  j.^^  2  ff 

i2  =  47iao2+    -2  2  ^""^  j  jZn^d/ud(p.. (18) 

7.  Wg  moeten  nu  nog  de  voorwaarde  invoeren,  dat  het 
vloeistof  bolletje  niet  van  volume  verandert,  omdat  de  vloei- 
stof onsamendrukbaar  is. 

Men  heeft,  als  het  volume  I  genoemd  wordt: 

1   r+i  f^""     ^ 

-1     o 

1  f^^  f^^ 
=  ~l       I     dfidqf[aQ^  +  ^aQ^{aiZi  +  ...  +  anZ^+} 

-1        O 
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Daar 


/H-I  f2x  r+l  rST 

I      ZndfidapzzzO      en      f       f      Zp  Zn  d /Lid(p:=^  Oj 

-10  -10 

vinden  wg  bg  geoorloofde  verwaarloozing : 

J=^aoS  |4/r+ 3^'  ƒ  jz,^d/udq>+...  +  3^ ƒ  ƒ  Z«2d^rfg)+...} . 

Als   i2    de    straal   is    van    het  onvervormde  bolletje,  volgt 
hieruit : 

i23  =  ao»  {l  +  — ^-     "l"    0,^  ff  Zn^dfldq\  ..(19) 


en  dus 


öo^~ 


1        «-Q0  r  r 

=  223—-—      ^      an^4  1  Z.^dfidip 


zoodat  (18)  wordt: 


fi 


»  =  i  2 


an^f  jzj^dfidq>..{2Q) 


8.  Is  (7  een  constante ;  noemen  wg  het  arbeidsvermogen 
van  plaats  van  het  vervormde  bolletje  F;  is  ^  27  de  mo- 
leculaire constante  van  de  vloeistof;  zoo  heeft  men: 

..      ^      1     *=^*(«— 1)('»+2)    .Mf^"^     . 
V=C+^H2^^ ^^-^--^'/      /     ZnUfidip. .{21) 


Het    arbeidsvermogen    van    beweging  is,  wanneer  wg  de 
dichtheid  der  vloeistof  (f  stellen: 

Daar    A^  17=:  O,    kunnen  wg  volgeus  het  theorema  vaa 
6&EBM  hiervoor  schrgven: 


(147) 


als  J^  de    normaal    aanduidt,    in   eenig  punt  op  de  opper- 
vlakte Tan  het  bolletje  opgericht. 
Maar 

p  ü\  _\  ^r  j,         r,«     ^fi  Ujujo     V(l-/u»)  ó  y  U  »  )o 


terwfll 


zoodat 


-1     o 


_  1  ^.(i?'^] ,22, 

Yoeren  wy  nu  de  waarden  in  van  ü  uit  (11)  en  die  van 
tq  uit  (6),  dan  is  het  gemakkelyk  in  te  zien  dat  bg  de 
nauwkeurigheid,  waarmede  w^  ons  hier  tevreden  stellen, 
de  vergelgking  (22)  wordt: 

Volgens  (10)  gaat  dit  over  in 

1  »     «  1  /da.\2  r+i  /«'T 


-1        O 


9.    De    bewegingsvergel^kingen    van    Lagbang£  voor  dit 
geval 

10» 


l 


^ 


( Itó) 

dt\d  i/jj       d  il'        ^9p 

als  i/J  een    der    algemeene  coördinaten  voorstelt  en  tjj  voor 

dw 

■—  staat,  geven  nu : 

B^  cPa         1 

De  grootheden  a»  zijn  dus  onafhankelijk  van  elkander, 
tervfr^l 

a,  =  An  C08  \^t]/    n{n-l){n  +  2)^-  +  B   |..(25) 

Elk  punt  van  de  oppervlakte  van  het  bolletje  krggt  dus 
een  samengestelde  trillende  beweging,  die  ontbonden  kan 
worden  in  een  reeks  van  enkelvoudige  trillende  bewegingen, 
terw^l  de  trillingstgd  is: 


2,  ,/-2,Ji. 

[/  n{n  —  l){n  +  2)  H 

10.  Hiermede  is  aangetoond,  dat  werkelgk  de  bewering 
yan  Rayleigh  juist  is.  Natuurlijk  zal  de  relatieve  intensi- 
teit van  de  partiaal-trillingen  af  hankel^k  wezen  van  de  oor- 
spronkelyke  vervorming;  maar  dit  neemt  niet  weg  dat  bg 
een  willekeurige  vervorming  geen  andere  partiaal-trillingen 
voorkomen  als  die,  welke  ook  bg  een  vervorming,  symme- 
trisch ten  opzichte  van  een  middellgn,  mogel^k  zgn. 

Delft,  Maart  1888. 


ONDEB20EK  NAAB  DE  VOOBWAASDE, 


WAABLOr 


IN  DEN  DUBBELE-BEELDEN-MIKROMETER 

YAN  AIRY 


DB  IfAAl&DS  EENIR 


fiCHROEFOMWENTELING  ONAFHANKELIJK  IS  VAN 
DE  ACCOMMODATIE  VAN  HET  OOG, 


DOOB 


J.    A.    C    O  U  D  E  M  A  N  S. 


De  dubbele-beelden-mikrometer,  waarran  de  bggeyoegde 
figuur  1  eene  doorsnede  op  de  ware  grootte  aanbiedt,  is 
door  de  HH.  Tsoüghton  en  Sdcms  te  Londen,  naar  de  door 
AiRT  aangegeyen  b^inselen,  maar  naar  de  door  Valz  Toor^ 
gestelde  en  door  Aibt  overgenomen  verhoudingen,  in  1855 
voor  de  Leidsche  sterrewacht  vervaardigd,  en  heeft  wglen 
ons  medelid  E^aisbï  gediend  om  z^ne  nauwkeurige  bepa- 
lingen van  de  afmetingen  der  groote  planeten  te  volbrengen, 
(zie  Verhandelingen  der  Afdeeling  Natuurkunde,  Koninkl^ke 
ALkademie  van  Wetenschappen,  Deel  VI,  en  Annalen  der 
Stemwarte  zu  Leiden,  Deel  III.) 

Zooals  de  figuur  aantoont,  bestaat  hg  uit  4  lenzen.  Aibt 
nummerde  deze  in  de  richting  van  het  objectief  naar  het 
oog,  Kaiser  in  de  richting  van  het  oog  naar  het  objectief ; 
om  verwarring  te  voorkomen  zullen  wg  haar  aldus  be* 
noemen : 
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Van  het  objec-  Welke  soort 

iefa%erekend.  van  lena. 

de  1<^  lens  :  de  voorste  lens,         -|-  gel^kbol, 

>  2«     >    :  >    gespleten  lens,     —  gel^kbol,  *) 

>  3®     >    :  >    veldlens,  -|-  platbol, 

»    4®     »    :  >    de  ooglens.  -j"  gel^kbol. 

Yan  deze  lenzen  zyn  de  brandpuntsafstanden  en  onder- 
linge afstanden,  theoretisch,  als  volgt: 

firandpiints-  Afstand  van.  2 

Lens.  afstand.  opvolgende  Lenzen. 

Voorste  lens p  (willekeurig)  

Gespleten  lens j  =  —  1  , , 

Veldlens r=  +  l  ~q 

c  =  o 

Ooglens «z=4-l 

Het  is  niet  moeil^k  na  te  gaan,  hoe  Valz  aan  deze 
waarden  gekomen  is.  De  voorwaarden,  waaraan  het  len- 
zenst«lsel  voldoet,  zgn,  volgeus  Ai&y's  ontwikkeling,  {Me^ 
tnoirë  of  the  R.  A.  S.  Deel  XV):  1^.  het  achromatisme, 
dat  bedongen  wordt  door  de  formule: 

Aabc-'Sbcp—i(a  +  b)cq  —3a(b  +  c)r  —  3ab8  +  2cpq 
+  2(6  +  c)pr  +  2(a  +b+c)qr+2bp8+2{a  +  b)q8  +  2arê 
^---p  qr  —  p  q  9  —  pr  8  —  qr  8z=iQ (1). 

2^.  de  eigenschap,  dat  door  de  zgdelingsche  bew^ng  van 
eene  helft  of  beide  helften  der  gespletene  lens  geene  kleu- 
ring ontstaat,  en  die  uitgedrukt  wordt  door  de  formule 

36c  —  2  (6+ c)r— 26«-|-r#  =  0.  .   .  .(2> 

3^.  dat  het  door  de  voorste  lens  gevormde  beeld  van  het 
objectief  des  kykers,  zich  bevindt  op  de  plaats  der  gesple- 
tene lens,  zoodat  beide  helften  dezer  laatste,  in  alle  geval- 
len, dezelfde  hoeveelheid  licht  ontvangen  en  de  beide  beeldea 


•)  Het  waa  het  voorstel  van  Valz,  deze  lens  negatief  te  nemen.    Wj 
zullen  spoedig  zien,  waarom. 


(  151  ) 

dus  eyen  helder  zgn.  Aan  deze  eigenschap  wordt  in  toU 
doende  mate  voldaan  door  de  yergelgking 

«  =  ?> (3) 

Door  sabstitutie  in  de  vergelyking  (1)  verkrijgt  men: 

0=zp  \bc  —  cq  —  {b  +  c)r  —  6»+jr  +  9«  +  r«} 
+  q{—3bc  +  2{b  +  e)r+2bê  —  r8}. 

Daar  echter  de  katete  term  dezer  uitdrukking,  krachtena 
(2),  =  O  is,  zoo  is  ook  de  voerste  term  =0,  of,  door  p 
deelende : 

bc—  eq  —  (6  +  c)r  —  bs  +  qr  +  q  s-^-  r  8  =  O  ..{4) 

De  yei^l^kingen  (2)  en  (4)  stellen  dus  de  voorwaarde 
voor,  waaraan  &,  c,  q^r  en  s  moeten  voldoen.  Elimineeren 
w^  tuaschen  deze  vergel^kingen  nog  c,  dan  verkregen  w^ : 

(r  +  «)6»  —  {qr  +  q8  +  2r8)b  +  {2qr  +  q8+r8)r=0 

waarin  men  drie  grootheden  willekeurig  kan  aannemen  om 
er  de  vierde  uit  te  bepalen.  Het  eenvoudigst  zou  zijn  j,  r 
en  « =:  4-  1  te  stellen,  maar  dan  wordt  b  onbestaanbaar. 
Stelt  men  r  en  8=  1',  en  laat  men  q  nog  onbepaald,  dan 
verkrggt  men 

?4-l     1 


6  =  ^-i-±-l/(j-2)*-5. 

Wil  men  q  positief  aannemen,  dan  moet  j>  2  +  j/  5,  d.  i.> 
4,236  zyn ;  Airt  nam  aanvankel^k  ^  =  5 ;  6  wordt  dan 
3  d:  1  =z  4  of  2,  waarvan  hg  de  laatste  koos.  Wil  men 
echter,  zooals  Valz  voorstelde,  q  negatief  nemen,  dan  geeft 
q=z — 1  reeds  een  bestaanbare  uitkomst,  nL  6  =  =b  1 ;  daar 
nu  b  noodzakelgk  positief  moet  zijn,  is  alleen  het  bovenste 
teeken  geldig ;  derhalve  6=1  en  uit  (2)  :  c  =  8,  een  en 
ander  overeenkomstig  de  boven  medegedeelde,  later  door 
AiKT  aangenome  verhoudingen. 
In   het    exemplaar   den    Leidsche  Sterrewacht,  mg  goed-' 


^ 
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gunstig  door  den  Heer  Bakhüyzen  ter  leen  afgestaan,  soh^ 
nen  de  yenraardigers  voor  de  eenheid  den  engelschen  duim, 
(25,4  mm.)  genomen  te  hebben;  althans  eene  bepaling  der 
brandpuntsafstanden  en  uitmeting  der  onderlinge  a&tanden 
der  lenzen  heefb  mg  in  millimeters  gegeven: 


y  =  -  26,0  . 

dikte  =  0,65 

k  =  0,22 

r=  +  27,l   , 

4,86 

1,61 

«  =  +  23,85, 

1,95 

0,62 

6=       25,0  , 

e  —       71.0  . 

Jsia=z  den  afstand  der  knooppunten,  als  men  den  brekings- 
index  van  het  glas  =  1,5  stelt.  De  brandpuntsa&tanden 
z^n  hier  gemeten  van  knooppunt  tot  brandpunt,  en  de  on- 
derlinge a&tanden  der  lenzen  tusschen  de  naar  elkander 
toegekeerde  knooppunten. 

Er  z^n  vier  objectieflenzen,  die  even  zoo  vele  verschillende 
vergrootingen  geven.  Zg  zgn  in  buisjes  gevat,  die  met  bar 
jonetsluiting  bevestigd  worden  in  het  buisje  A  B  C  D^  dat 
onder  aan  den  mikrometer  geschroefd  is.  De  figuur  ver- 
toont den  mikrometer,  als  de  kleinste  vergrooting  gebruikt 
wordt ;  met  stippels  is  aangegeven  waar  de  2%  3®  en  4> 
voorste  lenzen  komen,  als  de  buisjes,  waarin  zg  gevat  zgn, 
in  de  plaats  van  de  in  de  figuur  aangewezene  komen.  Voor 
deze  4  lenzen  vond  ik,  evenzoo  in  millimeters 


N». 

Dikte. 

k. 

P- 

a. 

1 

4,63 

1,44 

26,41 

27,2 

2 

4,45 

1,37 

19,94 

21,4 

3 

4,01 

1,23 

12,70 

12,7 

4 

4,53 

1,24 

8,40 

8,0 

waaruit    blgkt    dat    de  gelgkheid  van  p  en.  a  door  de  ver- 
vaardigers vrg  wel  in  acht  genomen  is, 

De    waarde    van  den  equivalenten  brandpuntsafstand  van 
•een  uit  4  glazen  bestaand  oculair  is: 


^_ P7^« 


(p-a)gr(r  +  f-c)+  r(«-c)(p  +  ?-a)-6(p+jr-a)(r-f  *-c) 
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Substitueert    men    hierin    de    waarden   p  =  a,  7 
6  =  r  =  «  =  1,  en  c  =  3,  dan  verkrggt  men 

Fi=,  —  a; 


=  -1, 


het  geheele  oculair  is  dus  equivalent  aan  eene  negatieve  lens 
met  een  brandpuntsafstand  =  a,  en  vertoont  dus,  evenals  een 
Galileische  kgker,  de  voorwerpen  rechtop. 

Bg  het  nauwkeurig  beschouwen  van  dezen  mikrometer 
kwam  de  vraag  bij  mij  op  of  de  waarde  eaner  omwenteling 
der  mikrometerschroef  wel  onafhankelijk  is  van  de  accom- 
modatiewgdte  van  het  oog.  Is  dit  niet  het  geval,  en  moet 
de  afstand  van  het  in  het  brandpunt  des  kgkers  gevormde 
beeld  tot  de  voorste  lens  van  den  mikrometer  onveranderd 
bljjven,  dan  is  het  gebruik  van  het  instrument  aan  groote 
moeiel^kheden  onderworpen. 

Om  dit  te  onderzoeken,  ga  men  den  loop  derjichtstralen 
in  eene  tegengestelde  richting  na,  als  waarin  z^  invallen, 
dus  van  het  oog  uit.  Stel  dat  het  oog  hypermetropisch  is 
eu  dat  het  geaccommodeerd  is  voor  stralen  die  convergeeren 
op   een    afstand    D    van    de  ooglens,  aan  de  z^de  van  den 

waarnemer ;  als  wij  dan  deze  stra- 
len in  omgekeerde  richting,  dus 
van  het  oog  naar  het  objectief 
vervolgen,  zullen  zij  zich  na  den 
Gespleten  lens  doorgang  door  elke  der  4  lenzen 

vereenigen    in    4    punten    P,    Q, 
7?,  «S;  stel  de  afstanden  dezer  ver- 
eenigingspunten  tot  de  laatst  door- 
geloopene   lens    D\    c',    V   en  a', 
dan   zullen   deze   grootheden   alle 
afhangen  van  D.  Om  nu  de  door 
ons  gestelde  vraag  te  beantwoor- 
den zgn,  in  figuur  2,  Q,  R  en  S 
de    drie    laatste    der    bedoelde    4 
punten,    dan    bevindt    zich    in   S 
het    door    het  objectief  gevormde 
beeld,   dat   door   den  mikrometer 
gemeten  wordt.     Stel  dat  de  éene 


Voorste  lens 


Brandvlak 
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helft  der  gespletene  lens  zooveel  op  zgde  geschroefd  is,  alfl 
ééne  omwenteling  q  der  mikrometerschroef  bedraagt,  en  dat 
daarmede  overeenstemt  eene  verplaatsing  van  het  beeld  =  (/, 
dan  is 


'-é-.-hi^h 


Stel  b  —  c'  =,E^  dan  is 


E  —  q 

a 

—  b'  =  a 

Eq 
E—q 

a'  = 

a  — 

-b')p 
■b'  —  p 

«-ér.  (>  4) 

p                E 

P 

a  —  b*  —  p    E  —  q 


(a-;.)(i-^)-. 


Zal  dus  —  onafhankelijk  van  E  en  dus  van  D  zün,  dan 

moet  a^=:p  z^n,  en  aan  deze  voorwaarde  is,  zooals  boven 
is  medegedeeld,  reeds,  om  een  ander  doel  te  bereiken,  vol- 
daan. 

Worden  de  door  Aiav  aangegeven  verhoudingen  strikt  in 
acht  genomen,  dan  is,  voor  een  oog,  dat  voor  evenw^dige 
stralen  acommodeert, 

2?  =  00, 
i?'  =  «=l, 
c  — i>'  =  2, 

c'  =  2, 
E=b  —  c'z=i  -  1, 

en,  daar  q=z  —  1  is : 


/ 
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zoodat  ook   de   tweede  factor  van  den  eersten  term  van  den 
noemer  =:  O   wordt.     In  die  onderstelling  heeft  men  dus 

In  de  uitYoering  zullen  echter  de  werkelijke  waarden  van 
b,    c,  g,  r  en  «  alt^d   eenigszins  van  de  theoretische  waar- 
den  verscliillen,  en  de  beide  factoren  van  den  eersten  term  van 
den  noemer  zullen  dus  feitelijk  niet  geheel  =  O  zgn,  maar 
liet   product  van  beide  factoren  zal  ten  opzichte  van  q  alt^d 
zeer  klein  z^n. 

Zooals  men  uit  figuur  1  ziet,  zijn  ooglens  en  collectief- 
lens  in  eeue  en  dezelfde  uitschuif  bare  oogbuis  bevestigd; 
is  dos  de  mikrometer,  op  zeer  weinig  na,  op  den  behoor- 
leken a&tand  van  het  objectief  aangebracht,  doch  vindt 
men  dan  de  beelden  niet  volkomen  zuiver,  dan  kan  men 
de  voor  het  meten  noodige  scherpte  der  beelden  ook  nog^ 
verkregen,  door  die  oogbuis  in  of  uit  te  schuiven;  het  is 
namelijk  dnidelgk  dat  dit  op  de  aanraking  der  beide  beel- 
den, die  door  de  helften  der  gespletene  lens  gevormd  worden, 
van  geen  invloed  is. 

Utrechty  Mei   1888. 
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PROCES-VERBAAL 


TAH  DS 


<iKWONK  VERGADERING  DER  AFDEEUNQ  NATUURKUNDE, 


o|»  Zaterdag  26  Mei  1888. 


T^enwoordig  de  Heeren :  van  db  Sandb  Bakhuyzbn,  Voor- 
zitter, ScHOUTB,  Kapteijw,  Hoogbwekit,  Baehe,  Stokvis,  Poe- 

8TB£,   VAN    DEB    WaaLS,    SgHOLS,    RuKE,    A.    C.    OuDEMANS    JU., 

GiuNwis,  Buts  Ballot,  Michaëlis,  van  Diesen,  Bbtjtel  bb 
LA  BiviÈRB,  Mulder,  Rauwenhoff,  Pekelharing,  Gunning, 
LoRENüz,  Pranchimont,  Mac  Gillavrt,  Kortbweg,  Kambr- 
lingh  Oknes,  Purbringer,  Place,  Hoek,  Martin,  Hoffmann 
Beuerinck,  Behrens,  Engelmann  en  G.  A.  J.  A.  Oudehans, 
Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd* 

—  De  Voorzitter  wenscht  de  eerste  maal,  dat  het  praesi- 
diom  door  hem  zal  worden  waargenomen,  niet  voorb^  te 
laten  gaan,  zonder  zgn  dank  voor  de  op  hem  uitgebrachte 
kenze  nit  te  spreken,  en  zich  in  de  welwillende  samenwer- 
king z^ner  medeleden  aan  te  bevelen,  —  H^  vertrouwt 
dat  het  hem  gelukken  zal,  de  bgeenkomsten  met  onpartg- 
digheid  te  leiden,  in  overeenstemming  met  de  overlevering, 
dat  geschillen  van  wetenschappelgken  aard  in  vergaderingen 
aU  die  der  Koninklgke  Akademie  van  Wetenschappen,  enkel 
door  aigamenten,  aan  de  wetenschap  ontleend,  beslecht  kun- 

▼XB8L,  Dl   HBDIU).    AJD,  MATUURK.  8<1«  BBKKS.   DXIL   V,  H 
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nen  worden.  —  Hg  vertrouwt  in  den  geest  der  Vergade- 
ring te  handelen,  wanneer  hij  een  woord  van  dank  richt 
tot  den  vorigen  Voorzitter,  den  Heer  Büys  Ballot,  wiens 
70-jarige  leeftijd  hem  verplichtte  tot  de  rustende  leden  over 
te  gaan,  voor  de  diensten  door  hem  aan  de  Akademie  be- 
wezen. De  genegenheid  van  de  leden  dezer  Instelling  voor 
zgn  persoon,  wa<9  hem  niet  lang  geleden  gebleken,  bg  de 
herdenking  van  zijn  40-jarig  hoogleeraarschap.  —  De  Aka- 
demie was  daarb^  —  harer  overlevering  getrouw,  waartegen 
Spreker  geen  bezwaren  konde  opperen  —  niet  op  officiëele 
wgze  vertegenwoordigd  geweest,  maar  er  kan  geen  tw^fel 
bestaan  of  alle  ambtgenooten  van  den  Jubilaris,  en  dus  ook 
z^,  die  de  plechtigheid  niet  p*^rsoonlgk  konden  bgwonen, 
waren  in  gedachte  in  de  feestzaal  tegenwoordig  geweest. 
Hg  hoopt  van  harte  dat  het  den  Heer  Buts  Ballot  nog 
vele  jaren  gegeven  moge  wezen,  de  bijeenkomsten  der  Af- 
deeling  bij  te  wonen. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  de  Gedeputeerde  Staten  van  Friesland  te  Leeuwarden, 
17  Mei  1888;  20.  A.  Kluyver,  Bibliothecaris  vandeMaat- 
schappg  der  Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden,  Maart 
1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  J.  Bosscha,  Secretaris  van  de  HoUandsche  Maat- 
schappij der  Wetenschappen  te  Haarlem,  27  April  1888; 
2^.  SiaiCKER,  Bibliothecaris  der  Senckenbergische  naturfor- 
schende  Gesellschaft  te  Frankfurt  a.M.,  8  April  1888;  waar- 
op het  gewone  besluit  valt  van  schriftelgke  dankbetuiging 
en  plaatsing  in  de  boekerij. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren:  P.  de  mede- 
deeling  van  Z.  £xc,  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken, 
(14  Mei  1888)  dat  het  Z.M.  den  Koning  behaagd  heeft,  de 
benoeming   van   de   Heeren    Dr.   J.  C.  Kaptetjn  en  Dr.  S. 
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^OOOEWEKFF  tot  leden,  en  die  des  Heeren  Dr.  Aug.  KsKüii, 
googleeraar  in  de  Scheikunde  te  Bonn,  tot  buitenlandsch  lid 
der  Akademie  goed  te  keuren;  2®.  brieven  van  de  Heeren 
Kapteun  en  Qoo6e^w^£R¥F,  waarin  zg  der  Afdeeling  hun  dank 
betuigen  voor   de   eervolle  onderscheiding,  hun  bewezen. 

De  Heeren  Prki^t,hailii^g  en  Martin  worden  uitgenoodigd, 
de  nieuw  benoemde  leden  ter  Vergadering  binnen  te  leiden. 

Nadat  dit  geschied  is,  worden  zg  door  den  Voorzitter 
verwelkomd  en  als  leden  geïnstalleerd. 

—  De  Secretaris  deelt  mede,  dat  de  Heer  Dr.  Jak  db  Veibs, 
leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen,  hem  een  opstel  toezond, 
getiteld:  >Over  de  harmonische  configuratie  (248,  I84}",  met 
verzoek  dit  ter  plaatsing  in  de  werken  der  Akademie  aan 
te  bieden.  —  De  Voorzitter  noodigt  de  Heeren  Schoutb  en 
BiEBENs  nfï  Haa.1T  uit,  daarover  in  de  Juni-Yergadering 
rapport  nit  te  brengen. 

Verder,  dat  de  Heer  Dr.  J.  D.  vak  dee  Plaats  de  door 
hem  voor  de  werken  der  Akademie  aangeboden  verhande- 
ling: »Over  den  Secundeslinger ;  1®  gedeelte"  heeft  terag 
verzocht. 

—  De  Heer  Gbikwis  leest,  ook  uit  naam  van  den  Heer 
TjOBJSSfTZj  het  rapport  over  het  opstel  van  den  Heer  Dr.  V, 
A.  Jttlxus:  »Over  de  dubbellgnen  in  de  spectra  van  natrium, 
magnesium  en  aluminium".  De  conclusie  strekt  om  aan  des 
Schr^vers  verlangen,  z^n  arbeid  in  de  werken  der  Akademie 
opgenomen  te  zien,  gevolg  te  geven.  Aldus  wordt  besloten. 

De  Heer  Frakohikokt  herinnert  eerst  aan  z^ne  mede- 
deelingen  van  het  vorige  jaar  omtrent  de  werking  van  sal- 
inr,  bg  de  gewone  temperatuur,  op  derivaten  van  het 
Het  is  toen  gebleken  dat  alle  ureumderivaten,  waarin 
de  nreamrest  met  de  overige  elementen  een  open  keten  vormt, 
ontleed  worden  op  de  wijze  der  amiden,  o&choon  niet  altgd 
e^en  gemakkel^k,  maar  dat  dit  niet  gebeurt  bg  dezulke, 
"vraarin  de  oreumrest  met  de  overige  atoomgroepen  een  ge- 
sloten    ring    vormt.    In    het  laatste  geval  had  öf  geene,  öf 

11* 


(  160  ) 

eene    geheel    andere   werking  plaats,  welke  meestal  bestond 

in  de  vorming  van  een  nitroderiyaat. 

Het   verder    onderzoek,    dat    met    de  hulp  van  den  Heer 

Ejlobbie  werd  verricht,  heeft  geleerd  dat  de  interne  urHden^ 

ook  door    hun  gedrag  met  salpeterzuur^  in  ten  minste  drie 

soorten  te  onderscheiden  z^n: 

1^.    z^,    waarin    de   rest    van  het  ureum  alleen  met  eene 

koolwaterstofrest    verbonden  is,  zooals  het  aethyleencarhamide^ 

het  glycolwrü  enz.,  die  juister  urenen  genoemd  moeten  worden; 
2^.  z^,  waarin  ééne  groep  NH  van  de  ureumrest  aan  eene 

koolwaterstofrest,   de  andere  aan  de  groep  CO  gebonden  is, 

zooals  bij  de  interne  ureiden  der  éénbasische  zuren:  hydan- 

tofne^  lactylureum,  acetonylureum  enz.  ; 

3^.  zg,  waarin  de  beide  groepen  NH  der  ureumrest  alleen 

aan    CO    gebonden    zgn,    zooals   bi}   de  interne  nreïden  der 

tweebasische  zuren:  parabaanzuur  enz. 

De   beide    eerste  soorten  leveren  gemakkelijk  nitroderiva- 

ten,  de  eerste  een  dinitro-,  de  tweede  een  mononitroderivaat. 

De  derde  soort  levert  alleen  dan  een  nitroderivaat,  als  tus- 

schen    de   beide  CO-groepen  van  het  tweebasische  zuur  een 

met   waterstof  verbonden    C-atoom   zich    bevindt.    Zulk  een 
nitroderivaat  heeft  andere  eigenschappen  dan  die,  welke  uit 

de    beide   andere    soorten   van    interne  ureïden  ontstaan  en 
wordt  voorloopig  niet  verder  besproken. 

Van  de  !•*«  soort  van  interne  ureïden  werd  vooreerst  het 
aethyleeitcarbamide  onderzocht;  dit  geeft  uiterst  gemakkel^k 
een  kleurloos  dinitroderivaat,  dat  in  water  niet  oplosbaar 
is,  maar  uit  kokenden  absoluten  alcohol,  waarin  het  een 
weinig  oplost,  kan  omgekristalliseerd  worden.  Het  geeft  met 
4  molec.  Na  OH  een  kleurloos  oplosbaar  natriumderivaat, 
waaruit  door  zilvernitraat  de  correspondeerende  Ag.-verbin- 
ding  als  wit  poeder  wordt  neergeslagen,  dat  in  drogen  toe- 
stand bg  zachte  verwarming  heftig  ontploft. 

Het  dinitroaethyleencarbamide  wordt  door  koken  met  water 
ontleed;  onder  opneming  van  één  molec.  H2O  geeft  het  één 
molec.  CO^  af  en  er  ontstaat  een  fraai  kristalliseerend  kleur- 
loos lichaam,  dat  in  koud  water  weinig  oplost,  en  eene  sterk 
zure  reactie  heeft.    Het  wordt  door  kali  niet  ontleed,  maar 
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geeft  een   kaliumderiTaat   raet  2  Ka,  dat  uit  alcohol  omge« 
knataUiseerd  tan  worden. 

De  sterk  zure  reactie  van  dit  lichaam  deed  de  vraag  op- 
werpen of  de  nitrogroepen  hierin,  en  dus  ook  in  het  dini- 
iroaethyleencarbamide,  aan  koolstof  of  aan  stikstof  gebonden 
zg*^;  met  andere  woorden  of  het  product 

I  I 

CH— NHa       dan  wel       CHjj— NH     is, 

l  I 

GH— NHa  CHa-NH 

I  I 

dinitroaethyleendiamine  aethyleendinitramine 

De  sterk  zure  reactie  maakt  de  eerste  opvatting  minder 
waarsckgniyk  en  pleit  niet  tegen  de  tweede.  Tweeerlei  we- 
gen kunnen  ingeslagen  worden  om  de  vraag  op  te  lossen. 
De  eerste  is  de  reductie ;  deze  zou  alleen  dan  tot  het  doel 
leiden,  als  er  gemakkel^k  een  hydrazine  ontstond,  hetgeen 
de  tweede  opvatting  zou  bewyzen.  Het  is  echter  de  vraag 
of  het  te  verwachten  hydrazine,  dat  niet  bekend  is,  bestaan- 
baar is  onder  de  aan  te  wenden  omstandigheden  en  niet 
ontleed  wordt  in  aethyleendiamine  en  NH3  :  de  producten 
die  ook  uit  het  eerste  lichaam  te  verwachten  zgn  en  vol- 
gens voorloopige  proeven  ook  werkelgk  bij  de  reductie  schg- 
uen  te  ontstaan.  De  tweede  weg  is  het  onderzoek  van  het 
gedrag  der  methylderivaten  van  het  aethyleencarbamide 


CH3 

CHs  CH3 

/ 

UHg— N 

C— NH 

1        >co 

CHg— N 

en                   >C0 
C— NH 

CH3 

CHg    GH3 

welke  beiden  onbekend  z^n,  tegenover  salpeterzuur. 

Het  is  tot  nog  toe  niet  gelukt  deze  lichamen  te  berei- 
den,  ofschoon  reeds  eene  aanwijzing  voor  de  vorming  van 
het   eerste  verkregen  is. 
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De  buitengewone  kostbaarheid  van  het  aethyleencarbamide, 
waarvan  aanzienigke  hoeveelheden  noodig  zouden  zgn,  deed 
besluiten  eerst  met  andere  lichamen  eenige  opheldering  aan 
te  brengen. 

Hiertoe  kon  zich  wellicht  het  glycoluril  leenen;  dit  levert 
eveneens  een  dinitroderivaat,  dat  ongekleurd  en  onoplosbaar  is 
in  de  gewone  oplosmiddelen.  Door  koking  met  water  wordt 
het  ontleed,  doch  behalve  één  molec.  CO2,  ontwikkelen  er 
zich  nog  twee  molec.  NjO  en  er  ontstaat  een  fraai  kristal- 
liseerend  lichaam,  dat  isomeer  is  met  het  hydantoïnezuur, 
en  zich,  behalve  in  vorm  enz.,  daarvan  onderscheidt  in  het 
gedrag  met  salpeterzuur,  waarmede  het  geen  gas  ontwikkelt, 
terwgl  hydantoïnezuur  dadelgk  CO^  en  N^O  levert. 

Twee  formules  kunnen  dus  weer  voor  het  dinitroglyeolurü 
in  aanmerking  komen 

NOo  NOa 

I  / 

/NH— C-NH         en        /NH— CH-N 

CO         I      >C0  CO  I        >0O 

SNH~C— NH  \Nfl-  CH— N 


\ 
NO, 


w. 


terwgl  voor  het  ontledingsproduct  door  water  deze 

CO  \^ 

de  meest  waarschgnlgke  kan  geacht  worden. 

Om  tusschen  de  beide  formules  voor  het  dinitroglycoluril 
te  kunnen  beslissen,  werden  de  methylderivaten  van  het 
glycoluril  bereid  en  aan  de  werking  van  het  salpeterzuur 
onderworpen. 

Olycoldimethyluril  (uit  glyoxaal  en  monomethylureum)  gaf 
een  dinitroderivaat,  en  wel  een  wit,  in  water  en  alcohol 
geheel  onoplosbaar  poeder,  dat  door  koken  met  water  in 
't  geheel  niet  veranderd  werd. 

GlyeoUetramethyluril  (uit  glyoxaal  en  symetriach  dime* 
th^lureum^  dus 
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/CHs        /CH3 

/N— CH-N 
CO       I         >00 
xN-CH— N 
XCHs        ^CHg 

wordt  door  salpeterzuur  aai^etast    onder  oxydatie;  en  naar 
gelang   der    omstandigheden   scbynen  er  verschillende  nitro» 
derivaten  uit  te  ontstaan  met  geringer  G-gehalte. 
Dimethylglycoluril  (uit  diacetyl  en  ureum) 

/CH3 
/NH-C— NH 
CO         I       >C0 
NH-C-NH 

I 
CH3 

sckgnt  een  nitroderivaat  te  kunnen  geven,  zonder  dat  0x7- 
datieyerschijnselen  zich  daarb^  openbaren. 

Deze  feiten  schenen  er  voorloopig  op  te  wgzeu,  dat  in 
de  nitroyerbindingen  dezer  ureïden  de  nitrogroepen  zich  aan 
de   stikstof  bevinden. 

'Een  analoog  resultaat  werd  verkr^en  b^  de  tweede  soort 
▼au  ureïden. 

Hier  werden  de  drie  volgende  onderzocht 

CHg— N**  CH-NH  O — NH 

I  >C0  I  >C0  en     |        >C0 

CO NH  CO-NH  CO-NH 

hydantoïne  lactylureum         acetonylureum 

die  alle  drie  een  mononitroderivaat  geven. 

Deze  nitroderivaten  zijn  kleurlooze,  goed  kristalliseerende 

lichamen,  die  door  koken  met  water  ontleed  worden,  of- 
sehoon  niet  even  gemakkel^k.  Het  nitrohydantoïne  wordt 
het  moeielflkst  door  kokend  water  aangegrej^en  en  geeft 
daarbij  CO2  af,  waarbij  op  't  laatst  eenig  N^O  komt ;  en  er 
blgft  een  lichaam  terug  dat,  na  omkristalliseering  uit  alco- 
hol, de  samenstelling  heeft  van  nitrohydantoïne  —  CO  +  Hg. 

Iets  gemakkel^ker  wordt  het  nitrolactylureum  ontleed  en  geeft 

in  den  beginne  veel  meer  CO^  dan  M^O.    Teu  slotte  echter 
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komt  er  meer  N2O ;  zoodat  uit  één  molecuul  bgna  1  COg 
en  1 N2O  ontwikkeld  woiden.  Het  residu  dat  zeer  zuur 
reageert  geeft  eene  reactie  op  melkzuur  met  kobaltacetaat. 
Veel  gemakkelgker  dan  de  beide  voorgaande  wordt  het  nt- 
troacetonylureum  door  kokend  water  ontleed  en  geeft  Tan 
't  begin  af  GO^  en  NgO  in  bgna  gelgke  volumina;  terwgl 
er  oxyisoboterzuur  sch^nt  gevormd  te  worden. 

Het  bestaan  van  het  nitroacetonylureum  en  de  vorming 
van  oxjrisoboterzuur  er  uit  kunnen  als  bewgs  dienen  dat 
de  groep  NO2  aan  de  N  gebonden  is,  zoodat  dit  en  ver- 
moedel^k  ook  de  beide  andere  nitrolichamen  nüro-uretden  oi 
nürureiden  z^n. 

GHg  GH3  GH3 

CH^-N^NO»  GH_n"N02         \/-n/^^» 

I  >C0  I         >C0       en     |         >0O 

CO — Ng  GO-Ng  GO— Ng 

Het  uit  nitrohydantoïne  met  H^O  verkr^en  product  wordt 

dan 

GHg— N— NO2 

I         H 
CO 

\ 

NHg 

nitramidoacetamide. 

Uit  de  verkregen  resultaten,  in  verband  met  het  feit  dat 
parabaanzuur  en  cholestropbaan  door  salpeterzuur  niet  ver* 
anderd  worden,  kan  afgeleid  worden  dat  de  groep  MH  tus- 
schen  2  GO  groepen  geplaatst  in  een  ring  van  atomen  door 
salpeterzuur  niet  aangegrepen  wordt,  maar  dat  z:y,  gebonden 
aan  1  GO  en  aan  ééne  koolwaterstofrest,  haar  H-atoom 
t^en  de  groep  NO^  kan  inruilen^  zoodat  ook  hier  weder 
de  groote  invloed  der  zoogenaamde  negatieve  groepen  op  de 
eigenschappen  der  verbindingen  blgkt.  Üok  uit  de  ontleding 
der  verschillende  nitro-ureïden  met  H£0,  zijn  omtrent  dien 
invloed  belangr^ke  gevolgtrekkingen  te  maken. 


Bij  de  bereiding  van  aethyleencarbamide  (uit  aethyleendia* 
mine  en  uethylcarbonaat)   werd  eens,  in   plaats  van  aethyl- 
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carbonaat,  methylcarbonaat  genomen,  en  toen,  reeds  in  de 
koude,  een  ander  fraai  kristalliseereud  lichaam  verkregeni 
dat  aan  deze  formule 

CHg— N^— CO»  CH3 

I 

CHg— Ng— OO2  CH3 

beantwoordde.  Het  gaf  met  salpeterzuur  een  dinitroderiyaat, 
lat  door  koken  met  water  niet  ontleed  werd.  Dit  gaf  aan- 
leidingf  den  methylamidomierenzuren  methylaether  te  berei- 
den, die  eveneens  een  nitroderivaat  schgnt  te  geven. 

Ëenige  jaren  geleden  was  de  werking  van  salpeterzuur 
op  symetrisch  dimethylureumnitraat  onderzocht,  en  toen 
was  gevonden  dat  deze  zeer  langzaam  plaats  had.  Zg  werd 
nu  op  andere  w^ze  herhaald.  Toen  nl.  de  gasontwikkeling 
begon,  werd  de  oplossing  in  water  gegoten,  waarbg  zich 
eene  vloeistof  afscheidde;  deze  werd  door  koken  met  water 
ontleed  onder  ontwikkeling  van  C02.  Vermoedel^k  is  zg  dus 
een  nürodimethylibreufn  geweest.  Het  product,  dat  door  de 
ontleding  met  H2O  ontstond  en  met  aether  afgezonderd 
werd,  was  vloeibaar  en  vermoedelijk  het  monomethylnitramine 

CH3 — N  — NO2.  Toen  beproefd  werd  het  te  distilleeren, 
ontplofte  het  met  een  baitengewoon  heftigen  knaL  Dit  on- 
derzoek zal  echter  worden  voortgezet. 

—  De  Heer  Schols  spreekt  over  de  berekening  van  de  af- 
schuivende krachten  en  de  baigingsmomenten,  die  bg  spoor- 
wegbruggen worden  opgewekt  door  eene  belasting  bestaande 
uit  locomotieven.  De  onregelmatige  verdeeling  van  de 
drukkingen,  op  de  verschillende  assen  van  een  locomotief 
uitgeoefend,  maakt  die  berekening  vrg  omslachtig.  Spreker 
heeft  zich  nu  ten  doel  gesteld  om  na  te  gaan  in  hoeverre 
uit  die  onregelmatig  verdeelde  belasting  toch  eenvoudige 
formules  zijn  af  te  leiden  voor  de  berekening  van  de  ge- 
noemde krachten  en  momenten.  Daar  men  bij  de  berekening 
van  beiden  te  maken  heeft;  met  de  som  van  de  momenten 
ten  opzichte  van  het  steanpunt  van  de  krachten  die  tusschen 
dat  steunpunt  en  het  beschouwde  punt  op  den  ligger  werken, 
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worden  die  momenten  in  de  eerste  plaats  beschouwd.  Het 
bl^kt  nu  dat  die  som  van  momenten  in  twee  deelen  ge- 
splitst kan  worden:  in  een  hoofddeel  dat  door  eene  een- 
voudige formule  wordt  voorgesteld  en  in  een  periodiek  ge- 
deelte. Boven  het  steunpunt  bevindt  zich  namel^k  een 
locomotief  die  slechts  gedeeltel^k  op  de  brug  rust;  stelt 
men  de  lengte  van  dat  gedeelte  door  c  en  het  moment  van 
de  as-drukkingen  op  dat  gedeelte  van  de  brug  ten  opzichte 
van  het  steunpunt  door  m  voor  en  noemt  men  Q  het  ge- 
wicht van  een  locomotief,  b  haar  lengte  en  b'  de  a&tand 
van  het  zwaarte  punt  tot  het  midden  van  de  locomotief, 
dan  wordt  het  periodieke  gedeelte  van  de  som  der  momen- 
ten voorgesteld  door: 

Q 
mp=m  —  ^^{c^  +  2b'  c). 

Dit  periodieke  gedeelte  bevat  hoofdzakelgk  de  onregel- 
matigheden die  voortspruiten  uit  de  onr^elmatige  verdee- 
ling van  de  locomotief-belasting,  het  is  betrekkel^k  gering 
en  voor  het  grootste  gedeelte  negatief.  Yoor  de  locomotief, 
die  bg  de  berekening  van  de  bruggen  voor  de  Staatsspoor- 
wegen  als  type  is  voorgeschreven,  wisselt  de  waarde  daarvan 
af  tusschen  —  24,591  en  -|-  2,058  ton  meter. 

Beschouwt  men  nu  het  geval  dat  de  maximum  waarde 
van  de  afschuivende  kracht  V  ontstaat  wanneer  de  brug 
slechts  aan  eene  zgde  van  het  beschouwde  punt  belast  is, 
in  welk  geval  de  voorste  locomotief  met  hare  vooras  bg 
dat  punt  staat,  dan  vindt  voor  de  berekening  daarvan  de 
volgende  formule: 

VL  =  -^(X+a)iX-\-a  +  2  b')  +  mp 

waarin  X  de  lengte  van  het  belaste  gedeelte  en  2/ de  totale 
lengte  van  den  ligger  voorstellen  en  waarin  a  de  a&tand 
aangeeft  van  vooras  tot  voorkant  buffer.  Daar  nu  het  pe« 
riodieke  gedeelte  mp  van  het  moment  klein  en  meestal  ne- 
gatief is,  kan  dit  ten  opzichte  van  den  hoofdterm  worden 
weggelaten  en  vindt  men  dus  voor  de  berekening  van  de 
afschuivende  kracht   V  de  volgende  eenvoudige  formule: 
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VL  =  ^{X  +  a)iX+a  +  2b') 

waaruit  blgkt,  dat  behalve  het  gewicht  van  de  locomotief 
per  strekkende  eenheid,  vooral  ook  de  ligging  van  het 
zwaarte  punt  en  de  a&tand  van  de  vooras  tot  den  voor- 
kant buffer  van  invlo^  zgn  op  de  waarde  van   F. 

De  hier  beschouwde  wQze  yan  belasting  geeft  niet  altgd 
de  allergrootste  waarde  van  V;  er  knnnen  zich  andere  wg- 
zen  van  belasting  voordoen,  die  eene  eenigszins  grootere 
waarde  van  V  opleveren;  het  verschil  is  echter  steeds  ge- 
ring en  kan  dns  wanneer  de  lengte  L  van  den  ligger  niet 
al  te  klein  is,  verwaarloosd  worden^  te  meer  daar  dit  ver- 
schil alleen  van  eenige  beteekenis  is  voor  die  pnnten  van 
den  ligger  waar  V  zelve  eene  groote  waarde  bereikt.  Bg 
de  vro^^  genoemde  locomotirf  blgft  dat  verschil  beneden 
de  5  ton. 

Maakt  men  de  formule  op  voor  het  buigingsmoment  in 
een  punt  van  een  ligger  op  eene  afstand  Xi  van  het  linker 
en  Xr  van  het  rechter  uiteinde,  dan  kan  die  onder  den 
volgenden  vorm  gebracht  worden: 

M=A+ B+ C 

A=^XrXl- 

o  Ij 

C  =  —  m^  +  —  m/, 

waarin  mr  en  mi  voorstellen  de  periodieke  gedeelten  van  de 
momenten  voor  de  locomotieven,  die  zich  respectievel^k  bo- 
ven het  rechter  en  het  linker  uiteinde  bevinden,  en  waarin 
c  en  m  dezelfde  beteekenis  hebben  als  boven  bg  m^^,  maar 
nu  betrekking  hebben  op  de  locomotief  boven  het  beschouwde 
punt  van  den  ligger  en  wel  op  het  deel  rechts  van  dat  punt 
gelegen;  de  locomotief  zelve  is  ondersteld  met  het  voor- 
einde uaar  rechts  gekeerd  te  z^n. 
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Het  eerste  gedeelte  A  is  de  hoofdterm,  en  komt  overeen 
met  het  moment  opgewekt  door  eene  gelijkmatig  verdeelde 
belasting,  gel^k  aan  het  gewicht  van  de  locomotief  per 
strekkende  eenheid  vermeerderd  in  reden  van  Z  tot  L  -j-  4  6'. 

De  twee  overige  deelen  hangen  naauw  samen  met  het 
periodieke  gedeelte  van  het  moment  van  de  locomotief.  De 
waarde  van  C  zal  steeds  bleven  binnen  de  grenzen  van  dat 
periodieke  gedeelte  en  dos  slechts  eene  kleine  positieve 
waarde  kannen  verkrggen.  Het  gedeelte  B  verkrggt  haar 
grootste  waarde  voor  Xr  =  i^,  X/  =:  O  en  wordt  dan  juist 
gel^k  aan  het  periodieke  gedeelte  maar  met  het  omgekeerde 
teeken,  zoodat  de  grootste  positieve  waarde  van  B  niet  grooter 
kan  worden  dan  de  grootste  negatieve  waarde  van  het  perio- 
dieke gedeelte.  De  waarde  van  beide  termen  te  zamen  kan  dos 
nooit  grooter  worden  dan  het  verschil  van  de  twee  uiterste 
waarden  van  het  periodieke  gedeelte;  voor  den  vroeger  ge- 
noemden locomotief  dus  nooit  grooter  dan  24,591  -f  2,058  = 
26,649  ton  meter. 

Deze  grootste  waarde  zal  echter  nooit  bereikt  worden, 
omdat  wanneer  B  hare  grootste  waarde  bereikt^  C  juist 
dezelfde  negatieve  waarde  verkrggt.  B^  eene  eenigszins 
groote  brug  kan  dus  het  weglaten  van  de  twee  termen  geen 
bezwaar  opleveren.  Ook  niet  dicht  by  de  uiteinden  alwaar, 
zooals  uit  den  hoofdterm  A  blgkt,  het  moment  zelve  klein 
wordt,  omdat  in  dat  geval  B  wel  eene  groote  positieve 
waarde  kan  bereiken,  maar  C  dan  tevens  eene  groote  nega- 
tieve waarde  bezit.  Het  weglaten  van  beide  termen  voert 
tot  de  eenvoudige  uitdrukking: 

o         Li 

Bestaat  de  belasting  gedeeltelyk  uit  locomotieven  gedeei- 
telgk  uit  zwaar  beladen  goederen-wagens,  dan  worden  de 
formules  natuurlijk  iets  samengestelder ;  zg  leiden  echter 
eveneens  tot  eenvoudige  eindformules.  Stelt  men  het  aantal 
locomotieven  gelgk  n  en  het  gewicht  der  wagens  per 
strekkende  eenheid  gelyk  q  dan  vindt  men  voor  de  bere- 
kening van   F  en  Jf : 
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FL  =  i  y  (X  +  a  —  n  6)8  +  n  Q  (X  +  a  —  i  n  6  +  6') 
M=^XrX^  [g  +  ^"(Q-g^)  _  nH{Q-gb)-4nQb'. 

2j  Lr  "J 

De  liierbij  verwaarloosde  termen  bereiken  ongeveer  het- 
zelfie  bedrag  als  boven  voor  eene  belasting  enkel  uit 
locomotieven  bestaande  is  aangegeven.  Het  weglaten  daar- 
van heeft  hier  te  minder  bezwaar,  omdat  men  hier  steeds 
met  groote  bruggen  en  dus  met  groote  waarden  van  V  en 
M  te  maken  beeft. 

—  De  Heer  Pekelharing  spreekt  over  woekering  van 
het  endothelium  in  slagaderen. 

In  de  laatste  jaren  heeft  Thoma  door  een  uitgebreid  onder- 
zoek aangetoond,   dat  woekering  van  het  endothelium,  'twelk 
den  wand  der  slagaderen  van  binnen  bekleedt,  bg  den  mensch 
niet    slechts     onder  pathologische,  maar  ook  onder  normale 
omstandigheden    voorkomt.     Z^  komt  op  den  voorgrond  en 
vertoont  zich  daidelgk  als  ziekelgk  versch^nsel  bg  de  chro- 
nische   endarteriitis,  maar  zij  is  evenzeer  aan  te  toonen  als 
een   normale  verandering,  die  reeds  zeer  spoedig  na  de  ge- 
boorte  begint,    in    dat   gedeelte  van  de  slagaderl^ke  bloed- 
baan, 'twelk  tusschen  den  ductus  arter.  Botalli  en  de  arteriae 
umbilicales    gelegen    is.     Zoowel    onder    normale  als  onder 
pathologische    omstandigheden    ontstaat    zy    daar,    waar  de 
slagader    te    w^d    dreigt   te    worden    of  reeds  geworden  is. 
Zoo  vond  TuoHA  deze  woekering  ook  in  de  slagaderen  van 
extremiteiten,    waarvan    een    gedeelte    geamputeerd  was,  en 
wel  in  de  hoofdslagader  over  haar  geheele  lengte  en  in  die 
takken,  welker  gebied  door  de  amputatie  verkleind  was,  maar 
niet  in  de  takken,  die  een  ongedeerd  stroomgebied  behouden 
hadden.     De    vermeerdering    van    het   endothelium,   die  tot 
^voekering    van    fibrillair  bindweefsel  leidt,  draagt  daardoor 
het  karakter  van  een  compenseerende  verandering.  De  vraag, 
inrelke   de  onmiddell^ke  oorzaak  is  van  deze  proliferatie  van 
cellen,    wordt  door  Thoma  in  dien  zin  beantwoord,  als  zou 
verlangzaming  van  den  bloedstroom  daarb^  de  hoofdrol  spe- 
len.    Maar    hg    toont  niet  aan,  dat  verlangzaming  van  den 


l 
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stroom  m^  worden  aangenomen  in  al  die  gevallen,  waarin 
de  woekering  van  endothelium  gezien  wordt.  Wel  echter 
is  de  drukking,  die  op  het  endothelium  wordt  uitgeoefend, 
verminderd,  ten  minste  bg  het  aihemen  van  de  grootte  en 
volkomenheid  van  de  elasticiteit  van  den  slagaderwand,  en 
evenzeer  bg  de  vormverandering  van  den  oorsprong  van  een 
slagadertak,  waarop  door  kronkeling  van  den  hoofdstam  een 
trekking  wordt  uitgeoefend. 

Inderdaad  is  nu  gebleken,  dat  vermindering  van  de  druk- 
king op  het  endothelium  van  arteriên  tot  proliferatie  van 
cellen  aanleiding  geeft.  Wanneer  b^  konijnen  of  honden  twee 
gel^knamige  slagaderen,  beide  carotiden  of  beide  arteriae 
crurales,  te  gelgker  tgd  dubbel  worden  afgesnoerd,  en  wel 
zóó  dat  de  eene  arterie  eerst  peripherisch  en  daarna  centraal, 
en  de  andere  eerst  centraal  en  daarna  peripherisch  dichtge^ 
bonden  wordt;  dan  staat  tusschen  de  twee  b'gaturen  in 
beide  slagaderen  het  bloed  stil,  maar  in  het  eerste  geval 
blgven  de  endotheliumcellen  onder  een  drukking,  nagenoeg 
gel^k  aan  die,  welke  zg  bg  den  ongestoorden  bloedstroom 
ondervonden,  in  het  andere  daarentegen  is  de  vaatwand 
geplooid    en  de  drukking  op  het  endothelium  veel  geringer* 

Wanneer  nu  het  dier  na  één  of  meer  weken  gedood 
wordt,  dan  kan  in  de  afgesnoerde  slagaderen  zeer  duidel^k 
woekering  van  bindweefsel  worden  aangetoond  in  de  gecol- 
labeerde  vaten,  terw^l  z^  in  de  vaten,  die  in  gespannen 
toestand  gebleven  z^n,  geheel,  of  zoo  goed  als  geheel  ont- 
breekt. Dat  het  nieuw  gevormde  bindweefsel  inderdaad  van 
endothelium  afkomstig  is,  'twelk  in  een  staat  van  woekering 
verkeerde,  bl^kt  hieruit,  dat  in  de  eerste  week  na  de  afsnoe- 
ring  in  het  gecollabeerde  vat  mitosen  in  de  endotheliumcel- 
len aangetroffen  worden.  De  woekering  staat  met  de  door 
het  afsnoeren  van  het  vat  opgewekte  ontsteking  in  geen  ver- 
band. Dicht  bij  de  ligaturen  vertoont  zij  zich  zoowel  in  de 
met,  als  in  de  zonder  spanning  afgesnoerde  slagaderen,  ter- 
wijl zij  midden  tusschen  de  een  tot  twee  ctm.  van  elkaar 
gelegen   ingrsnoerde    plaatsen  in  het  gerekte  vat  ontbreekt. 

Het  schiynt  niet  wel  mogelgk,  hier  een  andere  oorzaak 
voor  de  vermeerdering  der  cellen  aan  te  nemen,  als  vermin- 
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dering  van  de  drukking.  De  rekking  van  den  vaatwand,  waar 
de  a&noering  eerst  peripheriach  en  daarna  centraal  plaats 
had,  is  door  het  aanstroomende  bloed  zelf  teweeggebracht,  en 
kan  niet  van  dien  aard  zgn,  dat  de  voeding  daardoor  eenige 
storing  Tan  beteekenis  ondeigaat.  Men  zou  wellicht  op  deze 
wgze  kunnen  redeneeren:  De  endotheliumcellen  worden  tot 
woekering  geprikkeld  zoodra  het  bloed  stil  staat.  Maar 
in  het  gerekte  yat  kunnen  zij  aan  die  prikkeling  geen  ge- 
hoor geven,  omdat  de  spanning  van  den  wand  een  krachtigen 
stroom  van  het  voedingsvocht  belet.  Zulk  een  meening  echter 
zal  men  niet  vasthouden,  wanneer  men  denkt  aan  de  hyper- 
trophie  der  slagaderwanden  bg  de  ontwikkeling  van  collate- 
rale  circnlatie.  waarmede  noodzakelgk  vermeerdering  van 
het  aantal  endotheliumcellen  gepaard  moet  gaan.  Men  zou 
das  moeten  aannemen,  dat  in  de  normale  slagader  de  en- 
dotheliumcellen steeds  de  neiging  bezitten  tot  woekeringf 
maar  dat  z^  daarin  door  de  drukking,  waaraan  z^  blootge- 
steld z^n,  worden  tegengehouden. 

B^  aderen  heeft  spreker  tot  nog  toe  slechts  woekering 
van  endothelium  kunnen  waarnemen,  die  met  het  door  de 
afsnoering  opgewekte  ontstekingsproces  in  verband  stond.  In- 
tussclien  z^n  de  veranderingen  van  het  endothelium  in  ade- 
ren na  afsnoering  niet  voldoende  door  spreker  onderzocht 
om  daarover  een  goed  oordeel  te  vellen.  Slechts  wordt  er 
op  gewezen,  dat  er  voor  het  oogenblik  geen  grond  is  om 
voor  andere  endotheliumcellen  als  voor  die  der  slagaderen 
aan  te  nemen,  dat  z^  door  mechanische  drukking  worden 
t^engegaan  in  de  neiging  tot  proliferatie.  Ook  w^st  spreker 
er  op,  dat  de  endotheliumcellen  van  slagaderen  niet  enkel 
door  het  wegvallen  van  een  weerstand  tot  woekering  ge- 
raken, maar  ook,  naar  z^n  meening,  door  irritatie.  Immers, 
in  slagaderen,  in  welker  omtrek  ontsteking  heerscht,  kunnen 
alle  stadia  van  endarteriitis,  van  kemdeelingsfiguren  af  tot 
vorming  van  fibrillair  bindwee&el  toe,  worden  waai^enomen. 
Daar  is  toch  het  verminderen  van  een  weerstand,  die  zich 
tegen  den  groei  verzet,  niet  op  goede  gronden  aan  te  nemen. 

—   De   Heer    van   d£R  Waals  bespreekt  den  samenhang 


J 
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tusschen  de  wgze,  waarop  de  dichtheid  verandert  in  de  over^ 
gangslaag  van  vloeistof  op  damp  en  de  wgze  der  werking 
der  molekalaire  krachten.  Dit  verband  wordt  gevonden  door 
toepassing  van  de  stelling,  dat  de  stof  zich  by  gegeven  tem- 
peratuur en  in  gegeven  volume  aldus  schikt,  dat  de  totale 
vrije  energie  een  minimum  is.  (Door  vrge  energie  wordt 
aangeduid  de  functie,  welke  Gibbs  door  ^f  heeft  voorge- 
steld). 

Noemt  men  de  dichtheid  q,  en  stelt  men  de  LAPLACs'sche 

coëfficiënten    uit   de    theorie    der   capillariteit   \  f{x)dxea 


ƒ 
ƒ 


illariteit    I  f{x] 


xf{x)da  door  cq  en    cj  voor  —  voert  men  evenzoo  in 
x^f{x)  dx  enz.  door  de  teekens  c^  enz.,  dan  vindt  men: 


c%n   d^*  Q 


De  functie  /(q)  is  de  thermodynamische  potentiaal,  be- 
antwoordende aan  een  gelykmatige  dichtheid  q. 

Alleen  dus  als  al  de  LAPLAC£*sche  coëfficiënten  ^2 .  - .  c^u 
gelijk  nul  zgn,  zal  de  dichtheid  discontinue  veranderen.  Inge- 
val alleen  c^  nog  waarde  heeft,  of  in  aanmerking  behoeft 
genomen  te  worden,  is  de  discussie  der  differentiaalvergelg- 
king  gemakkelgk,  en  vindt  men  een  zeer  eenvoudig  beloop 
van  de  dichtheidsverandering. 

De  capUlaire  constante  is  dan 


'2 


m 


9 

dh. 


wat  bg  discontinue  verandering  der  dichtheid  overgaat  in 


<^\ 


Q\^  —  Q%^ 


—  De  Heer  Füeüringer  biedt,  uit  naam  van  den  Heer 
Dr.  J.  T.  OuDEMANs,  voor  de  werken  der  Akademie  eene 
verhandeling    aan,    getiteld:    >Beitrage    zur    Kenntniss   des 
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ChixomyB  inadagascarieiisis'\  Op  verzoek  des  Vooizitters, 
zallen  de  Heeren  Fürbbihoeb  en  Hoffv akn  daarover  verslag 
uitbrengen  in  de  Tolgende  vergadering. 

—  Voor  de  boekerg  der  Akademie  wordt  door  den  Voor- 
zitter aangeboden  een  exemplaar  van :  >Uitkomstender  R^ks- 
waterpassing,  ontworpen  en  aangevangen  door  L.  Gohxn 
Stuaut,  en  voortgezet  en  voltooid  door  H.  J.  van  ds  Sakob 
Baxhüyzen  en  6-   van  Diesen  1875 — 1885." 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is»  wordt  de 
vergadering  gesloten. 


VKB8L.    KN    MfcOBD.    AVX>.   MATUUBK.    8^0   BKJiKS.    OKfct    V.  \Z 


RAPPORT 


OYEE  DE  VERUANDELIKO  VAN  DEN  HEER 

Dr,   Y.   A.    JULIÜ8 

OVER  DE  DÜBBELLIJNEN  IN  DE  SPECTRA  VAN  NATRIUM, 

MAGNESIUM  EN  ALUMINIUM. 

(Voorgedragen  in  de  vergadering  van  26  Mei  1888). 


De  thans  ingediende  bydrage  van  den  Heer  Dr.  V.  A.  Julius 
» Over  de  dubbellijnen  in  de  spectra  van  natrium^  magnesium 
en  aluminium*^  kan  als  een  naschrift  beschouwd  worden  tot 
z^ne  uitvoerige  verhandeling  >Ooer  de  lineaire  spectra  der 
elementen  \  waaromtrent  de  ondergeteekenden  in  de  Maart- 
vergadering 1.1.  verslag  uitbrachten.  Doch  zg  is  meer  dan 
een  naschrift;  zg  bevat  eene  belangrgke  uitbreiding  van  de 
theorie  des  schrgvers  omtrent  som-  en  verschiltonen  en  be- 
vestigt zgn  theoretisch  onderzoek. 

Wanneer  tot  de  primaire  trillingen  van  een  atoom  een 
paar  behoort,  waarvan  het  verschil  gering  is  en  wier  tril- 
lingen te  langzaam  zgn  om  te  worden  waargenomen,  zoo 
kunnen  zg,  gevDegd  bg  de  aanwezige  trillingen,  nieuwe 
tonen  geven;  voor  iedere  toon  ontstaan  dan  twee  nieuwe 
trillingen,  die  waarneembaar  zgn  en  hetzelfde  kleine  ver- 
schil bezitten.  Er  treden  dus  in  het  spectrum  dubbellgnen 
op  van  constant  verschil.  Waren  er  drie  zulke  primaire  tril- 
lingen  aanwezig,   zoo   zouden  deze,  analoog  aan  de  somto- 
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nen,  meerdere   identische  groepen  van  drievoudige  Ignen  in 
het  spectrum  doen  ontstaan. 

Het  is  daarom  van  belang,  de  dubbele  en  meervoudige 
l^nen  uit  dit  oogpunt  te  onderzoeken,  wat,  daar  men  de 
golflengte  niet  nauwkeurig  kent,  eene  eigenaardige  methode 
met  zich  brengt,  die  voldoende  wordt  uiteengezet. 

De  schr^ver  past  deze  methode  toe  op  de  spectra  van  vier 
elementen:  natrium ^  tnagnesium^  aluminium  en  thallium. 

Bij  natrium  zgn  de  spectraall^nen,  op  eene  enkele  uitzon- 
dering na,  alle  dubbell^nen.  —  Van  de  erkende  13  dubbel- 
Ignen  maken  er  10  deel  uit  van  dezelfde  reeks,  daar  hunne 
leden  een  standvastig  trillingsverschil  bezitten.  Zg  kunnen 
dus  als  summatielynen  beschouwd  worden. 

Het  magnesium-speciTiim  bevat  eene  bekende  groep  van 
drie  l^nen;  later  bemerkte  men,  dat  deze  zich  in  het  violet 
verscheidene  malen  herhaalt.  De  10  drievoudige  l^nen,  die 
in  het  spectrum  voorkomen,  schijnen  alle  tot  eene  zelfde 
reeks  te  behooren;  zij  zijn  dus  de  summatietonen  van  drie 
weinig  verschillende  primaire  trillingen,  die  zich  op  ver- 
schillende plaatsen  van  het  spectrum  herhalen. 

Het  spectrum  van  aluminium  vertoont  volgens  CottNu  7 
dubbellgnen;  voor  de  golflengten  van  beide  leden  eener  dub- 
bell^  geeft  hg  empirische  formules,  doch  meer  gaf  hg  niet. 
Nader  blgkt,  dat  er  11  dubbellgneu  zijn  en  daarbij  is  geen 
enkel  geval,  dat  de  afwgking  hunner  trillingen  aan  het  niet 
constant  zijn  van  het  trillingsverschil  doet  twgfelen.  Zg 
alle  behooren  dus  tot  somtonen. 

CoKNU  vond  eindelijk  in  het  ultra-violette  spectrum  van 
thallium  eene  reeks  dubbellgnen  en  gaf  hunne  empirische 
formulen ;  hierbij  is  echter  geen  constant  verschil  merkbaar. 
Doet  de  bggevoegde  afbeelding  zulks  vermoeden,  de  reke- 
ning bevestigt  die  meening  niet. 

Bg  de  drie  eerste  elementen  wordt  de  onderstelling,  dat 
men  combinatietrillingen  waarneemt,  door  het  optreden  der 
meervoudige  Ignen  bevestigd,  welke  onderstelling  daardoor 
zeer  waarschijnlijk  wordt. 

De  verhandeling  van  den  Heer  Juliüs  munt  uit  door 
groote   duidelgkheid.     De   Commissie   stelt  voor  haar  in  de 

18* 
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werken  der   Akademie   op  te   nemen,  liefbt  als  vervolg  op 
de  genoemde  grootere   bgdrage:    ^Ooer   de   lineaire  speet 
der  elementen'*  van  denzelfden  schr^ver. 

Ameterdam,  26  Mei  1888. 

C.  H.  C.  GEINWIS. 
H.  A.  LOEENTZ. 


OVER  DE 


KWAliTrrA.TIEVE  BEPALING  VAN  RAFFINOSE. 


DOOK 


I>r.   J.  W.   GUNNING. 


Het  is  bekend,  dat  de  fiscus  in  de  landen,  waar  van  de 
saiker  acc^ns  wordt  geheven,  het  polarisatiewerktuig  aan- 
irendt  om  het  bedrag  daarvan  te  bepalen;  evenzeer,  dat  de 
uitkomsten  van  het  onderzoek  met  dit  werktuig  (de  polari- 
aaüepercenten)  daartoe  in  den  r^el  niet  ongecorrigeerd  wor- 
den aangewend  (gel^k  gesteld  met  de  saccharosepercenten). 
Meestal  worden  correctiën  voor  de  invertsuiker  en  voor  de 
zoxiten  aangebracht.  Voor  de  beetwortelsuiker  heeft  alleen 
de  laatste  beteekenis,  de  eerste  niet,  daar  dat  artikel  in  den 
regel  vrg  van  invertsuiker  is. 

In  den  laatsten  tgd  wordt  door  sommigen  nog  eene 
andere  correctie  geeischt,  namel^k  voor  de  raffinose  *).  Dit 
bestanddeel  verhoogt  de  rechtsdraaing  der  suikers  of  andere 


*)  Tegenwoordig  ia  vry  algemeen  aangenomen,  dat  raffinose  een  normaal 

bestanddeel  van  den  beetwortel  is,  niet  een  prodnot  der  üabrieksbewerkin- 

gen.  De  omstandigheid,  dat  zg,  hoewel  op  zich  zelve  zeer  goed  krlstaUbeer- 

baar  en  minder  oplosbaar  in  water  dan  saocharose,  zich  uit  eene  saccha- 

roaehoodende  vloeistof  moeilgk  aüscheidt^  was  oorzaak,  dat  zQ  tot  dusver 

in  de  moederloog  der  fabrieken^  in  de  meiassen,  onopgemerkt  terugbleef. 

Uit   sterk  daarmede  belaste  meiassen  zet  zy  zich  soms  b\j  aanzieniyke 

koode  afy  en  zoo  is  de  raffinose  het  eerst  ontdekt  (Loissaü  1876  Compt,  rend. 

82.  p.  1058).  —  De  verwerking  van  meiassen  door  praecipitatie  daaruit  van 

de  saocbarose  heeft  later  de  algemeene  aandacht  op  haar  gevestigd  en 

tegenwoordig  kan  bg  het  onderzoek  van  elk  product  der  sniker&briekatie 

de  Traag  naar  hare  aanwezigheid  opryzen. 
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producteu,  waarin  het  voorkomt  en  het  is  noodig,  dien  in- 
vloed nauwkeurig  te  kennen  om  hem  desvereischt  in  rekening 
te  kunnen  brengen.  Daarop  is  de  aandacht  der  scheikundi- 
gen, die  zich  met  saccharimetrie  bezighouden,  sedert  gerui- 
men  tgd  gevestigd,  maar  tot  eene  algemeen  als  juist  erkende 
oplossing  van  het  vraagstuk  is  men  nog  niet  gekomen.  Dit 
blgkt  duidelijk  uit  de  besprekingen,  die  daarover  zgn  gehoa- 
den  in  de  algemeene  vergadering  van  het  >Verein  for  die 
Rübenzucker-Industrie  in  Deutschland'*  in  Mei  1888  teCassel 
en  die  geleid  hebben  tot  het  verzoek  aan  het  Bestuur  om 
aan  eene  Commissie  de  studie  van  dit  punt  op  te  dragen. 

Inmiddels  is  voor  den  Duitschen  Bond  eene  nieuwe  rege- 
ling van  den  suikeracc^ns  tot  stand  gekomen,  die  in  Au- 
gustus 1888  wordt  ingevoerd  en  in  de  daarb^  gevoede  in- 
structiën  heeft  de  Administratie  den  weg  voorgeschreven,  hoe 
bg  het  onderstelde  voorkomen  van  raffinose  in  suikerpro- 
ducten moet  worden  gehandeld,  om  de  hoeveelheid  daarvan 
te  bepalen. 

In  de  onder  mgne  hoofdleiding  staande  Rgks-suikerlabo- 
ratoria  in  ons  land  is  dit  vraagstuk  insgelgks  behandeld 
en,  naar  ik  meen,  tot  eene  voorloopig  bevredigende  oplos- 
sing gebracht,  dank  zg  vooral  den  gver  en  de  bekwaamheid 
van  den  Heer  Jhr.  W.  Albbrda  van  Ekenstein,  die  sedert 
de  oprichting  als  scheikundige  aan  het  Laboratorium  te  Am- 
sterdam werkzaam  is.  Inzonderheid  na  het  verschgnen  der 
zoo  even  genoemde  Duitsche  instructie  acht  ik  den  tgd  geko- 
men, om  deze  onderzoekingen  te  publiceeren  en  daar  het 
een  Bgksbelang  geldt,  dat  met  hulpmiddelen,  door  het  Rgk 
verschaft,  behartigd  wordt,  schijnt  het  niet  ongepast,  daar- 
voor eene  plaats  te  vragen  in  de  werken  van  de  Eoninklgke 
Akademie  van  Wetenschappen. 

Het  komt  mg  doelmatig  voor,  tot  het  geven  van  een 
geregeld  overzicht  de  bedoelde  Duitsche  instructie  als  uit- 
gangspunt te  nemen.  Zg  maakt  gebruik  van  het  bekende 
feit,  dat  saccharose  en  raffinose  o.  a.  hierin  verschillen,  dat 
beider  rechtsdraaing  in  oplossing  door  zuren  vermindert  — 
wat  de  eerstgenoemde  betreft,  zelfs  in  linksdraaing  overgaat  — 
en  dat  deze  verandering  voor  de  beide  koolhydraten  verschil- 
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lend,  maar  voor  elk  hunner  bepaald  en  in  voldoende  mate 
constant  is.  Bg  de  daardoor  ontstaande  glycosen  hebben  wg 
ons  niet  op  te  houden.  Alleen  zg  herinnerd,  dat  het  bedrag 
van  het  draaiend  vermogen  na  de  inversie  bg  saccharose  en 
bg  rafiSnose  blgkt  in  niet  onbelangrgke  mate  af  hankelgk  te 
zgu  van  de  wgze  waarop  deze  plaats  heeft  gehad,  zoodat  het 
noodig  is,  daarvoor  steeds  een  bepaald  voorschrift  in  acht  te 
nemen ;  eveneens,  dat  de  draaing  na  inversie  met  de  tempera- 
tuur in  vrg  sterke  mate  varieert,  wat,  gelgk  bekend  is,  bg  de 
rechtsdraaing  der  oorspronkelgke  koolhydraten,  niet  merkbaar 
het  geval  is,  zoodat  het  noodig  is,  5f  steeds  bg  eene  zelfde 
temperatuur  te  polariseeren,  öf  van  eene  correctietafel  gebruik 
te  maken.  Met  inachtneming  van  deze  en  nog  andere  voor- 
zorgen, geeft  de  Duitsche  instructie  —  of  Dr.  Schsiblsk, 
dien  wg  meenen  als  den  auteur  der  methode  te  mogen  aan- 
merken —  de  volgende  formulen : 

0.5188  P—I 
S  (procentisch  saccharosegehalte)  =  — 


R  (procentisch  raffinosegehalte  *))  = 


0.845 

P—S 
1.85 


waarin  P  de  rechtsdraaing  in  wateroplossing  (normaalge- 
wicht  26,048  gram)  en  /  de  polarisatie  dierzelfde  waterop- 
lossing na  inversie,  met  omgekeerd  teeken,  beduidt. 

Dat  de  methode  zeer  goede  uitkomsten  kan  opleveren,  wordt 
in  de  instructie  zelve  door  eenige  voorbeelden  gestaafd: 

kunstmatige  mengsels  van        gaven  bg  onderzoek: 


Saccharose 

Raffinose 

Saccharose 

Baffiaose 

97.0  pCt 

3.0  pCt. 

97.02  pCt. 

2.98  pCt 

91.0     > 

9.0     » 

90.99     > 

8.95     > 

85.0    > 

15.0     » 

85.06     > 

14.97     > 

Hoe  gunstig  deze  cijfers  ook  spreken,  Scheibleb  ver- 
trouwt tocli  de  methode  niet  geheel  en  verlangt  ze  slechts 
toegepast  te  zien  in  de  gevallen,  waarin  de  hoeveelheid 
raffinose  meer  dan  ^/^  pCt.  zou  bedragen,  d.  i.  wanneer  de 


*)  Hier  is  de  rafüuose  watervrij  bedoeld. 


j 
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grootheid  P — S  (het  verschil  tusschen  de  rechtstreeksche 
jiolarisatie  en  het  met  behulp  van  deze  en  van  de  polarisa- 
tie na  de  inversie  berekende  gehalte  aan  saccharose)  grooter 
dan  0.6  wordt  bevonden  ^).  Hg  verzekert  trouwens,  dat  er 
geene  methode  ter  bepaling  van  kleinere  hoeveelheden  raffi- 
nose  bekend  is,  en  voegt  er  zeUs  als  gevolgtrekking  b^  — 
wat  natuurlgk  een  lapsus  calami  is  —  dat  de  suikerpro* 
ducten  des  handels,  indien  zg  raffinosehoudend  zgn,  daarvan 
altgd  meer  dan  ^/g  pCt.  bevatten.  Het  is  van  het  meeste 
belang,   het   volkomen   onbewezen    zgn    van   deze   bewering 


*)  In  de  gevallen  waarin  F — S  0,6  of  minder  bedraagt,  moet  de  expert 
verklaren:  «dat  geene  raffinose  in  het  onderzochte  monster  aangetoond 
kan  worden".  De  instructie  zegt  zelfs,  dat  er,  zoolang  P—S  niet  het  be- 
drag 1  bereikt,  nog  onzekerheid  blijft,  d.  i.  de  uitkomst  behoeft  dan  niet 
te  wyzen  op  de  raffinose,  maar  kan  ook  een  gevolg  zijn  van  het  gebrekkige 
der  methode.  Eigenaardig  is  de  wijze,  welke  in  die  gevallen  voorgeschre- 
ven wordt  om  uit  de  onzekerheid  te  geraken.  Er  wordt  dan  » aangeno- 
men" dat  de  irorganische  niet-suiker",  dat  is:  hetgeen  aan  100  ontbreekt, 
als  de  percentiscbe  gehalten  aan  asch  en  water  met  de  polarisatiepercenten 
worden  samengeteld,  aan  het  bedrag  der  asch  zelf  gelijk  is,  alzoo  dat, 
wanneer  a  de  asch  en  b  de  vochtigheid  iu  percenten  voorstellen 

P-f-2öH-*  =  100 

zal  moeten  wezen.  Wanneer  nu  bij  de  volledige  analyse,  welke  in  die 
gevallen  noodig  is,  blijkt,  dat  die  grootheid  >  100  is,  dan  bestaat  er  re^ 
den  om  #te  vermoeden",  dat  F  te  groot  gevonden  en  dat  er  das  raffinose 
aanwezig  is ;  is  zij  y  100,3  dan  bestaat  daarvoor  ^zekerheid",  en  de  hoe- 
veelheid raffinose  zou  dan  zelfs  kunnen  worden  bepaald,  waarvoor  ook  eene 
formule  gegeven  wordt.  Maar  dit  is  niet  de  bedoeling  dezer  ,rekenme- 
thode*'.  Zij  dient  er  alleen  toe,  den  scheikundige  de  vryheid  te  geven  om, 

P— ^ 

wanneer   F — S  =  of  ^  0.6   is   gevonden,  de  waarde  van  -— —  voor  R 

1.85 

als  juist  aan  te  nemen  en  zy  #moet"  tot  dat  doel  aangewend  worden  in  die 
gevallen  waar  de  waarde  van  F — S  tusschen  0.6  en  1  gevonden  wordt. 
Om  my  zooveel  noodig  te  verdedigen,  wanneer  ik  in  deze  instructie 
de  hoogte  geteekend  meen  te  zien,  tot  waar  men  het  elders  heeft  ge- 
bracht in  de  kwantitatieve  bepaling  der  raffinose,  zy  hier  herinnerd,  dat 
het  met  betrekking  tot  dit  punt  uit  die  instructie  aangehaalde  niet  be> 
stemd  is  voor  ambtenaren  der  Administratie,  maar  voor  de  beêedigde  han- 
delsscheikundigen, aan  wie  de  Administratie  verplicht  de  analyse  volffem 
deze  voorechriften  op  te  dragen.  Deze  handelscheikundigen  zijn,  gel^k 
bekend  is,  in  den  regel,  personen,  die  hunne  opleiding  aan  de  Universiteit 
hebben  genoten. 
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uit  te  spreken.  T?V^are  z^  juist,  dan  zouden  de  beksting- 
^Mdigen  steeds  met  grond  kunnen  beweren,  dat  zg  door 
ie  Administratie,  ^wanoeer  deze  geene  correctie  voor  de 
riffinoee  aanwendt,  meer  dan  0.5  pCt.  te  hoog  worden  aan- 
geslagen. 

In  de   Biigks-saikerlaboratoria  wordt,  strikt  genomen,  de- 
zelfle  metkode  van  onderzoek,  die  oorspronkelijk  van  Cairnr*) 
w  en  gevoegel^k  de   » inversiemethode"  heeten  kan,  gevolgd, 
maar  met  belangr:gke  wflzigingen.  Daarnevens  wordt  in  som- 
mige  gevallen,    docli    slechts  ter   controle,   de  dusgenaamde 
sl^mzuumietliode     gebezigd,   die    van  denzelfden  CBirnr  af- 
komstig   is  en   dit  tot  grondslag  heeft:  dat  raffinose  tot  de 
koolhydraten    \>elioort,    welke  bg  behandeling  met  salpeter- 
zuur    \iet    vr§    moeil^k   oplosbare   slgmzuur  opleveren,    wat 
met    de    saccharose    niet  het  geval  is,  en  van  dat  oxydatie- 
product    onder    bepaalde    omstandigheden    een    vrg  constant 
bedrag    oplevert.    Voor    mengsels    van    enkel   saccharose  en 
raffinose    is    deze    methode   ook  ons  bg  herhaling  gebleken, 
zeer    geschikt    te    zgn.     Maar   tot  algemeen  gebruik  bg  het 
onderzoek  der  suikerproducten  kan  zij,  in  haren  tegen woor- 
digen  vorm,  om  verschillende,  thans  niet  nader  te  bespreken 
redenen,  niet  aanbevolen  worden. 

Om  tot  de  inversiemetbode  terug  te  keeren,  het  is,  na  de 
inzage  van  het  hierboven  gegeven  tafeltje»  dat  met  een 
groot  aantal  er  even  gunstig  voor  getuigende  gegevens, 
uit  onze  Laboratoria  afkomstig,  vermeerderd  zou  kunnen 
^worden,  volkomen  duidelgk,  dat  zg  eene  algemeen  bruikbare 
en  juiste  methode  voor  de  analyse  der  suikerproducten  zgn 
kan,  mits  men  er  in  slaagt,  door  eene  voorafgaande  behan- 
deling er  al  de  raffinose,  met  zoo  weinig  saccharose,  uit 
te  trekken,  dat  de  samenstelling  van  dit  mengsel  binnen  de 
grenzen  valt,  tusschen  welke  de  methode  bewgsbaar  juiste 
uitkomsten  geeft.  Slechts  zg  men  er  op  bedacht,  dat  de 
organische  niet-suiker  nevens  raffinose,  nog  andere  bestanddee- 
len  bevat,  die  het  gepolariseerde  licht  op  krachtige  en  eigen- 
aardige wgze  aandoen  en  de  raffinose  niet  zelden  in  hoeveel- 


•;  CBBfDT,  Fereinsxeiisekfift.  Bd.  XXXVII,  153. 
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held  overtrefifen.  Bij  het  concentreeren  van  deze  laatste  moet 
er  dus  tegen  gewaakt  worden  dat  die  niet-saikerbestanddee- 
len  met  de  raffinose  medegaan. 

Ziedaar  de  hoofdlijnen  waarlangs  het  onderzoek  in  onze 
Suikerlaboratoria  zich  heeft  bewogen. 

Wat  het  concentreeren  van  de  raffinose  aangaat,  Soheibleb 
zelf  heeft  daartoe  den  weg  gewezen,  door  de  aandacht  ie 
vestigen  op  het  groote  verschil  in  oplossend  vermogen  voor 
saccharose  en  raffinose,  dat  aan  methylalcohol  eigen  is.  Zie- 
hier bepalingen  van  den  Heer  Albb&da,  die  dit  punt  in.  het 
licht  stellen. 

100  cM^  methylalcohol  van  de  aangewezen  sterkte  (in 
volumenprocenten)  lossen  bg  15^  van  saccharose  en  van 
raffinose  (deze  laatste  in  gekristalliseerden,  waterhoudenden 
staat)  de  volgende  hoeveelheden  op: 


Sterkte 

Saccharose 

BAffinoiic 

100  pCt. 

95     > 

0.3  gram. 

10.2 
7.5 

gram  *) 

90     > 

0.6      » 

2.4 

85     > 

1.8 

80     » 

3.8      » 

1.8 

60     » 

• 

2.8 

20     > 

5.0 

Het    eigenaardig  dalen  en  weder  rgzen  van  het  oplossend 


*)  Wegens  de  kostbaarheid  van  methylalcohol  kan  ook  houtgeest  (een 
aceton-,  allylverbindingen  en  dusgenaamde  houtoliën  bevattende  methjl- 
alcohol)  voor  dit  doel  in  aanmerking  komen.  Daarom  Iaat  ik  een  tweede 


T  ««fti 

sterkte 

b       *  ifc»«j»l.l»»rj^        .  «f.Qi 

Saccharose 

Raffinose 

watervrij 

0.42  gram 

3.10  gram 

met 

5  pCt.  water  (in  vol.) 

1.80      r 

w 

10     , 

0 

2.25     0 

0.83     , 

tt 

15     0 

0 

0.75     0 

n 

20     0 

0 

5.20     0 

0.90    0 

H 

40     . 

w 

1.9U     0 

0 

80    , 

0 

4.00    0 
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Termogen  dezer  TloeistofPen  bg  afhemende  sterkte,  boude  ons 
niet  op  *).  Wij  constateeren  slechts  het  belangrgke  verschil 
en  leiden  daaruit  af,  dat  zeer  sterke  methylalcohol,  met  ge- 
droogde raffinosehoudende  suiker  geschud,  daaruit  een  meng- 
sel van  saccharose  en  ra£Snose  kan  opnemen,  waarin  deze 
laatste  de  overhand  heeft.  Schëibler  zelf  heeft  hiervan  reeds 
op  de  volgende  w^ze  partij  getrokken  :  h^  verzadigde  methyl- 
alcohol  met  saccharose,  schudde  met  eene  bepaalde  hoe- 
veelheid dezer  oplossing,  na  er  het  draaiend  vermogen  van 
bepaald  te  hebben,  eene  bepaalde  hoeveelheid  der  gedroogde 
suiker  en  stelde  zich  nu  voor,  dat  deze  laatste  hierb^  aan  het 
vocht  al  de  daarin  bevatte  raffinose  en  niets  dan  raffinoseaf 
zou  staan,  zoodat  de  vermeerderde  rechtsdraaiing  der  vloei- 
st-of  daarvan  de  maat  zgn  zoude. 

Deze  methode  heeft  Sch£ibleb  in  1886  f)  aanbevolen, 
maar  haar  weder  verlaten,  na  dat  hg  ingezien  had,  dat  zg 
om  eene,  naar  't  schgnt,  hem  onbekend  gebleven  reden  veel 
te  hooge  raffinosegehalten  deed  vinden. 

Later  heeft  de  Heer  Lotman,  handelsscheikundige  te  Am- 
sterdam, in  eene  circulaire  aan  den  handel  bekend  gemaakt, 
dat  hg  een  middel  wist  om  die  methode  van  haar  gebre- 
ken te  ontdoen.  Kg  had  nl.  gevonden,  dat  methylalcohol, 
met  gedroogde  suiker  geschud  en  daaruit  raffinose  opgeno- 
men hebbende,  door  toevoeging  van  zooveel  mogelgk  gecon- 
centreerden  loodazgn  het  geheele  opgeloste  gehalte  aan  raffioose 
weder  liet  praecipiteeren.  Het  lag  voor  de  hand,  dat  hiervan 
partg  kon  worden  getrokken;  polarisatie  vóór  en  na  de  be- 
handeling met  loodazgn  zou  het  bedrag  der  raffinose  kunnen 
doen  kennen. 

ScHEiBLEB  heeft  echter  verklaard,  dat  ook  deze  handelwijze 
aan  groote  onnauwkeurigheden  onderhevig  is  en  liet  zich  nog 


♦)  Waarschijnlijk  onttrekt  watervrije  methylalcohol  aan  de  gekristalli- 
seerde rafEuiose  het  water  dat  zij  bevat  en  is  de  watervrije  raffinose  op- 
losbaarder in  methylalcohol  dan  de  waterhoudende.  Hiervoor  pleit  de 
volgende  proef:  eene  oplossing  van  watervrij  gemaakte  raffinose  in  water- 
▼rgen  methylalcohol  geeft  na  toevoeging  van  7»  ^ai^  l^aar  volumen  water 
onmiddeilyk  eene  overvloedige  kristalHsatie  van  waterhoudende  raffinose. 

t)  Neue  ZeiUehr.  f,  Rubz.  Ind.,  XVII.  blz.  236. 
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onlangs  over  de  aanwending  van  methylalcohol  tot  het  be- 
oogde doel  uit  ala  over  een  wel  veel  belovend  middel,  maar 
voor  welks  toepassing  nog  vele  ezperimenteele  onderzoekin- 
gen vereischt  zouden  worden  *). 

Het  is  de  bizondere  verdienste  van  den  Heer  Axbbsda, 
te  hebben  aangetoond,  dat  en  waarom  de  methoden  van 
ScHBiBLER  en  van  Lotkan  niet  tot  het  beoogde  doel  kunnen 
leiden  en  daarmede  baande  hg  tevens  den  weg  tot  de  juiste 
wgze  van  aanwending  van  den  methylalcohol. 

De  zaak  is  deze.  Methylalcohol  lost  uit  suikers  niet  slechts 
raffinose  op,  maar  ook  het  grootste  deel  —  en  bg  aanwezig- 
heid van  eenig  water  zel&  het  geheele  bedrag  —  der  stroop- 
bestanddeelen.  Onbekend  was  dit  feit  niet.  De  ^merikaansehe 
scheikundige  Gasavajor  heeft  er  reeds  voor  jaren  gebruik 
van  willen  maken  tot  bepaling  van  de  saccharose  in  ruwsui- 
kers  f)  en  er  zgn  ook  patenten  opgenomen  voor  het  zuiveren 
van  deze  in  het  groot.  —  Albbbda  vond,  dat  a%ewerkte 
beetwortelmelasse,  met  zand  gemengd  en  sterk  gedroogd, 
zich  in  watervrgen  methylalcohol  tot  de  helft  van  zgn  ge- 
wicht oplost ;  dat  melasse,  met  zjjn  eigen  gewicht  aan  water 
verdund,  in  elke  verhouding  met  methylalcohol  kan  worden 
vermengd,  zonder  dat  er  iets  anders  praedpiteert  dan  deztran, 
pektinlichamen  en  soortgelgke  stoffen,  benevens  kaliumsulfEUbt, 
wanneer  het  in  genoegzame  hoeveelheid  aanwezig  is.  —  Sui- 
kerproducten van  eeuigzins  hooge  gehalten  en  goed  gekristal- 
liseeid,  kunnen  door  ééne  enkele  afwassching  met  methyl- 
alcohol geheel  van  hun  stroopgehalte  bevrgd  worden  en  lat^ 
een  suiker  terug,  die  boven  99  polariseert,  terwgl  hetasch- 
gehalte  daalt  van  b.v.  1  tot  0.1  pOi  Lagere  producten  laten 
zich  echter  niet  op  die  wgze  onmiddellgk  van  hun  stroop- 
gehalte ontdoen;  dit  gelukt  eerst  na  ze  drie  of  viermaal 
stoffijn  gewreven  en  met  verschen  methylalcohol  behandeld 
te  hebben  g). 


*)  DeuUeAe  ZuekerlnduitrU.  XIII,  N«.  84  (Mei  1888). 

f)  Casamajob.  Joum.  of  the  Amer.  Soc.,  Vol.  I. 

§)   De  asnwyzing  is  belangryk,  daar  sy  de  van  verschillende  xyden 
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Ook  de  chemische  yerbindingen  yan  dtroenzore,  wgnrteen- 
znre,  appelzoie,  bamsteenzure,  glataminzore,  asparaginezure, 
azgnzure  en  mierezure  alkalizoaten  met  saccharose,  wier  be« 
reiding  door  mg  beschreyen  is  in  Tijdschrift  van  Nijverheid^ 
Dl.  XYI,  St.  3  (1875)  gedragen  zich  tegenover  methylalco- 
hol  en  tegenover  houtgeest  juist  sooals  de  natuurlgke  stioo- 
pen.  Hetzelfde  geldt  yan  inyertsoiker,  van  tarweetroop  en 
dergelgke  producten  (met  uitzondering  natuurlgk  yan  hare 
dextrineachtige  bestanddeelen),  en  dus  ook  yan  de  exotische 
melasseui  zoodat  ook  rietsuikers  zich  tegenover  deze  vloei- 
stoffen  eyenzoo  gedragen  als  die  van  beetvrortel. 

Het  is  derhalve  duidelgk,  dat  het  onderzoek  met  het  pola- 
risatiewerktuig van  een  met  saccharose  verzadigden  hoog- 
percentigen  methylalcohol,  vóór  en  nadat  men  dien  met 
gedroogde  suiker  heeft  geschud,  gelgk  Schbiblbr's  voorstel 
luidde,  daarom  niet  tot  bepaling  der  raffinose  leiden  kan, 
omdat,  behalve  raffinose,  ook  nog  saccharose  in  den  vorm  van 
stroop  en  bovendien  nog  allerlei  bestanddeelen,  die  invloed 
kunnen  hebben  op  gepolariseerd  licht,  in  de  waschvloeistof 
worden  opgelost.  Voor  zoover  men  aan  de  alzoo  verkregen 
uitkomsten   beteekenis   heeft   gehecht,   vloeit   er   uit   voort, 


geoppeide  onderstelling  schgnt  te  beyestigen^  dat  slechts  de  goedge- 
Tonnde  en  gesoleerde  suikerkristallen«  al  zyn  zQ  ook  klein,  door  uit- 
wBSsching  vry  van  moederloog  te  verkregen  z^n,  maar  dat  dit  met  de 
conglomeraten,  waaruit  de  naprod neten  bestaan,  niet  meer  het  geval  is. 
Het  is  eene  reden,  waarom  men  op  oitwaschstelsels,  zooals  zy  tot  dusver 
▼oor  saccharimetrische  doeleinden  z^n  aanbevolen,  aUeen  by  de  hoogere 
prodncten  rertrouwen  kan  stellen. 

Mochten  zoodanige  stelsels  weder  eens  in  aanmerking  komen,  —  wat 
zeer  wel  het  geval  wezen  kan  —  dan  zal  het  geraden  zyn,  voor  wasch- 
vloeistof in  plaats  van  aethylalcoho),  methylalcohol  te  nemen. 

De  toevoeging  van  eenig  az^nzuur  maakt  ook  by  de  lagere  producten 
de  oplossing  van  de  stroopbestanddeelen  sneller  en  volkomener.  Overigens 
meent  de  Heer  Albebda  bemerkt  te  hebben,  dat  zoowel  aethyl-  als  me- 
thylalcohol, azynzuurhoudend  en  met  saccharose  verzadigd,  na  stroopbe- 
standdeelen opgenomen  te  hebben,  by  aanraking  met  saccharose  van  deze 
opnieuw  eene,  zy  het  dan  ook  geringe,  hoeveelheid,  oplossen  kan,  iets 
wat,  indien  het  nader  wordt  bevestigd,  zou  bewyzen^  dat  de  stroopvor- 
mende  zouten^  aU  kaliumacetaat  enz.,  in  alcoholische  oplossing  meer 
saccharose  kunnen  binden,  dan  in  waterige. 
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dat   het   raffinosegehalte   ook   der   betere  suikerproducten  in 
den  regel  veel  te  hoog  is  geschat. 

In  hoogpercentigen  methylalcohol,  die  met  ruwsuiker  is  ge- 
schud en  nevens  raffinose  en  saccharose  in  vr^en  toestand, 
ook  saccharose  in  verbindingen  met  organisch  zure  alcalizou- 
ten  en  waarschijnlgk  nog  andere  organische  stoffen  bevat, 
brengt  zooveel  mogelijk  geconcentreerde  loodazijn  een  praeci- 
pitaat  te  weeg,  dat  van  zeer  complexen  aard  is.  Het  bevat 
stellig,  indien  genoeg  loodzout  is  toegevoegd,  al  de  raffinose ; 
de  afscheiding  van  deze  uit  soortgelijke  vloeistoffen  laat 
niets  te  wenschen  over  en  in  zoover  was  de  gedachte,  die 
ten  grondslag  ligt  aan  Lotman's  wijziging  van  Sch£ibl£b's 
waschmethode  niet  onjuist.  Maar  onjuist  is  de  meeuing,  dat 
het  loodzout  aan  de  vloeistof  geene  andere  het  gepolariseerde 
licht  aandoende  stoffen  ontneemt,  dan  raffinose.  Niet  slechts 
wordt  ook  bijna  al  de  organische  niet-suiker  (bepaaldelgk 
de  organische  zuren)  mede  neergeslagen,  maar  ook  eene  aan- 
zienlyke  hoeveelheid  saccharose  zelf.  De  mede  neergeslagen 
hoeveelheid  saccharose  kan,  gelijk  bg  onderzoek  gebleken  is, 
in  genoegzaam  watervrije  oplossingen,  tienmaal  die  der  raf- 
finose bedragen.  —  Zeer  aanzienlyk  is  echter  de  invloed,  die 
de  verdunning  met  water,  vóór  de  praecipitatie  met  loodazgn, 
op  de  samenstelling  van  het  neerslag  heeft  De  hoeveelheid 
gepraecipiteerde  saccharose  vermindert  dan  met  het  water- 
gehalte der  vloeistof.  In  methylalcohol  van  95  pCt.  is  de 
verhouding  tusschen  saccharose  en  raffinose  in  het  neerslag 
ongeveer  5:1,  in  methylalcohol  van  90  pCt,  ongeveer  3:1. 
Bij  verdere  verdunning  wordt  ook  het  raffinosegehalte  van  het 
praecipitaat  geringer,  in  methylalcohol  van  80  pCt.  heeft 
geene  volledige  praecipitatie  van  raffinose  meer  plaats  en  in 
methylalcohol  van  70  pCt.  wordt  geen  spoor  meer,  noch  van 
saccharose,  noch  van  raffinose,  door  loodazgn  nedergeslagen. 
Talrgke  onderzoekingen  zijn  in  het  werk  gesteld  om,  zoo 
mogeligk,  een  grens  te  vinden,  waar  raffinose  zonder  saccha- 
rose werd  neergeslagen,  maar  zonder  gevolg.  Doch  al  ware  de 
uitkomst  anders  geweest,  de  methode  van  Lotman  had  daar- 
mede niet  gered  kunnen  worden.  Want,  in  welke  verdunning 
ook  het  praecipitaat  ontsta,  het  blijft  de  draaiende  organische 
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zuren  be?atten  en  in  geen  geval  kan  derhalve  het  rotatie- 
vermogen der  oplossing  door  loodazgn  alleen  met  het  aan- 
deel, dat  de  raffinose  daarin  heeft,  worden  verminderd. 

De  gemaakte  ervaringen  toonden  echter  duidelgk  den  weg 
langs  welken  het  beoogde  doel  kon  worden  bereikt.  De 
behandeling  der  gedroogde  suikers  met  zooveel  mogelgk 
watervrgen  methylalcohol  of  dito  houtgeest  leidt  tot  het 
verkrggen  van  eene  vloeistof,  wier  rotatievermogen  van  com- 
plexen oorsprong  is.  Dit  wordt  daarom  ook  niet  bepaald, 
dan  nadat:  1^  de  vloeistof  met  zooveel  water  is  verdund,  tot 
dat  het  alcoholische  oplosmiddel  eene  sterkte  heeft  van  60 
a  70  pGt.  en  2^  in  dien  toestand  door  loodazgn  van  de 
daarmede  praecipiteerbare  stoffen  is  bevrijd.  De  nu  over- 
bl^vende  vloeistof  dankt  haar  rotatievermogen  zoo  goed  als 
uitsluitend  aan  saccharose  en  aan  raffinose,  en  de  betrekke- 
l^ke  hoeveelheden  van  dezen  laten  zich  thans  nauwkeurig 
door  de  inversiemethode  bepalen.  Daar  de  handelwgze  toelaat, 
groote  hoeveelheden  suiker  aan  de  proef  te  onderwerpen  is 
het  niet  moeil^k,  ook  bij  de  hoogere  producten,  nauwkeurig 
na  te  gaan  of  en  hoeveel  raffinose  z^  bevatten.  Opzettelgk 
daartoe  ingerichte  proeven  hebben  geleerd,  dat  men  met  ze- 
kerheid in  die  suikers  0.05  pCt.  raffinose,  indien  zg  aanwe- 
zig is,  kan  aantoonen  ^). 


*)  Noodzakelijk  voor  den  scheikundige^  die  deze  opgave  zou  willen 
coDtroleeren  door  de  analyse  van  synthetischo  mengsels  van  zuivere  sac- 
charose en  raffinose,  is  de  opmerking,  dat  zoodanig  mengsel  aan  methyl- 
alcohol de  raffinose  vooral  dan  gemakkelijk  afstaat  wanneer  het  oplosmiddel 
eeaig  kaliumacetaat  of  ander  stroop  vormend  zout  hevat.  Raffinose  vormt 
nog  gemakkelijker  dan  saccharose  met  kaliumacetaat  enz«  stroopen  (op 
de  wijze  zooals  door  mij  is  aangegeven,  zie  blz.  185)  en  deze  faculteit 
sckpt  een  bevorderende  factor  te  zijn  by  het  scheiden  van  raffinose  en 
saccharose  door  methylalcohol. 

De  suikers  van  den  handel  bevatten  in  den  regel  genoeg  stroopvor* 
meade  zouten  om  de  oplossing  der  raffinose  zonder  toevoeging  van  ka- 
Lumacetaat  te  verzekeren.  Alkalische  suikers  mouten  echter  vooraf  met 
aiijnzuur  (of  nog  bete.  met  aluin)  worden  geneutraliseerd.  Deze  ervaringen 
oadeisteunen  de  opvatting,  dat  het  bij  de  vaste  zonder  melasseverwerking 
verkregen  suikerproducten  de  stroop  is,  die  de  raffinose  bevat,  niet  de 
suikerkristaliep    zelve.    De  eindbeslissing  hieromtrent  wordt  echter  nog 
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Er  is  reeds  medegedeeld,  dat  van  de  lagere  suikers  (de 
naproducten)  het  raffinosegelialte  niet  door  eene  eenTOudige 
wassching  met  methylalcohol  of  houtgeest,  ook  niet  na 
toevoeging  van  azgnzuor  of  kaUomacetaat,  geheel  en  in 
korten  tgd  in  oplossing  kan  worden  gebracht''^). 

Dit  gelukt  echter  met  zekerheid  wanneer  zoodanige  suiker 
in  een  weinig  water  wordt  opgelost,  en  deze  oplossing  ni«t 
eene  overvloedige  hoeveelheid  van  de  bedoelde  vloeistoffen 
wordt  vermengd.  Na  eenigen  tgd  —  indien  men  haar  met 
eenige  suikerkristallen  in  een  gesloten  vat  schudt,  zelfs  in 
ongeveer  één  uur  —  kristalliseert  dan  ten  minste  ^/^  van  de 
voorhanden  saccharose  uit  en  laat  al  de  raffinose  in  de  oplos- 
sing, die  vervolgens  tot  bepaling  daarvan  op  dezelfde  wgze 
wordt  behandeld  als  de  vloeistof,  verkregen  bg  de  hoogere 
suikers.  Proeven  met  synthetische  mengsels  van  saccharose, 
raffinose  en  kaliumacetaat  (voor  de  stroopvorming),  waarbg 
50  gram  van  het  mengsel  aan  de  proef  werden  onderworpen, 
bewezen,  dat  de  nauwkeurigheid  hier  gerust  op  0.1  pCt.  mag 
worden  gesteld. 

6g  meiassen  is  concentratie  van  het  rafiinosegehalte  op 
deze  w^ze  niet  mogel^k,  daar  zij  zelve,  gel^k  reeds  vromer 
is  opgemerkt,  na  toevoeging  van  eenig  water  in  elke  ver- 
houding in  methylalcohol  of  houtgeest  oplosbaar  z^n  (op 
dextran,  galactan  en  soortgelijke  stoffen,  alsmede  eventueel 
op  kaliumsulfaat  na).  Er  bl^ft  dan  niet  anders  over^  dan  op 
die  oplossingen  in  methylalcohol  de  zuivering  met  loodazgn 
en  daarna  de  inversiemethode  toe  te  passen. 

De  nauwkeurigheid,  waarmede  de  bepaling  van  raffinose 
in  de  natuurlgke  meiassen  kan  geschieden,  mag  op  0.2  pCt. 
worden  geschat. 


eenigzins  belemmerd  door  de  moeilijkheid,  die  de  kwalitatieve  erkenning 
van  zeer  kleine  hoeveelheden  raffinose  in  ruwsuikers  aankleeft. 

*)  Als  voorbeeld  (uit  zeer  vele  onzer  proeven)  wordt  hier  aangehaald 
een  Steffen'  suiker  4e  product,  die  b^  de  behandeling,  in  den  tekst  aan- 
gegeven, bleek  3.23  pCt  raf&nose  te  bevatten,  en  bij  de  eerste  behande- 
ling met  de  waschvloeistof  daarvan  S.1,  bij  de  tweede  0.7,  bg  de  derde 
0.3  en  bg  de  vierde  0.1  pGt  opleverde. 
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In  het  voorgaande  is  de  wordingsgeschiedenis  dezer  raffi- 
nosebepaling  in  de  hoofdtrekken  beschreven,  terwgl  in  eene 
bglage  de  nadere  voorschriften  voor  de  uitvoering  worden 
medegedeeld. 

Het  is  hier  de  plaats  niet,  om  de  resultaten,  waartoe  het 
onderzoek  naar  het  raffinos^ehalte  der  handelsuikers  heeft 
geleid,  mede  te  deelen.  Het  is  echter  niet  overbodig  te 
verklaren,  dat  er  geene  reden  bestaat,  om  bg  het  sacchari- 
metrisch  onderzoek  nog  eene  correctie  voor  een  mogelgk 
gehalte  aan  raffinose  aan  te  brengen  dan  alleen  bij  de  slechts 
zelden  voorkomende  spitse  suikers,  b^  welke  de  afwezigheid 
van  raffinose  zich  reeds  op  het  oog  door  dien  gewgzigde 
kiïstalvorm  openbaart. 

Ik  laat  nu  nog  eenige  kritische  opmerkingen  betreffende 
het  onderwerp  volgen^  in  de  eerste  plaats  ten  aanzien  van 
de  door  loodaz^n  praecipiteerbare  bestanddeeleu  der  orga- 
nische niet-saiker. 

Herinnerd  worde,  dat  deze  stoffen  bij  het  gewone  saccha- 
rimetrisch  onderzoek  uit  de  wateroplossing  door  loodaz^n 
worden  neergeslagen  en  dat  de  hoeveelheid  daarvan,  die  ten- 
gevolge van  de  onvolkomen  praecipitatie  in  die  vloeistof  kan 
verblgven,  te  klein  is  om  het  resultaat  der  polarisatie  te 
storen.  Dit  is  gebleken  door  het  onderzoek  van  die  praeci- 
pitaten  zelve ;  na  ontleding  met  zwavelwaterstof  enz ,  leve- 
ren zg  eene  vloeistof  op,  wier  invloed  op  het  gepolariseerde 
licht  slechts  merkbaar  gemaakt  kan  worden  door  haar  vele 
malen  geconcentreerder  te  nemen,  dan  correspondeert  met  de 
sterkte  der  oplossing,  waarin  de  ruwe  suiker  aan  het  gewone 
onderzoek  in  het  polarisatiewerktuig  onderworpen  wordt. 

Het  raffinoseonderzoek  verschilt  echter  van  het  gewone 
in  drie,  hier  in  aanmerking  komende  punten:  P.  de  vloei- 
stof is  (b^  de  rechtstreeksche  polarisatie)  niet  water,  maar 
methylalcohol ;  2o.  het  is  een  concentratiesysteem,  ook  voor 
de  organische  niet-suiker;  en  3^.  bg  het  gewone  sacchari- 
metrische  onderzoek  heeft  geene  inversie  plaats. 

Over  elk  dezer  drie  punten  een  woord. 
Wat  het  eerste  betreft,  zij  opgemerkt,  dat  het  natuurlgk 
noopt   tot   grootere   voorzorgen   tegen  verdamping,  die  zich 
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echter  van  zelf  aanwgzen  en  geene  moeilgkheid  van  belang 
kunnen  baren.  Maar  iets  anders  is  de  invloed,  dien  het  op- 
losmiddel heeft  op  de  draaing.  Oplossingen  van  saccharose  en 
van  raffinose  in  houtgeest)  draaien  iets  sterker  dan  die  in 
water.  Het  verschil  is  door  den  Heer  Albsrda  bepaald  en 
gevonden : 

[cc]  D  voor  saccharose  in  houtgeest     68.0,  in  water     66.6 
>     t      »     raffinose      »  »  105.5,   »       »       104.4 

de  houtgeest  was  van  65  en  70  pCt.  zooals  die  in  toepas- 
sing komt,  en  de  verschillen  zgn  constant  bevonden  voor 
oplossingen  van  2  tot  en  met  16  pCt. 

Ten  aanzien  van  het  tweede  punt  zij  opgemerkt,  dat  de 
hoe?eelheid  organische  niet-suiker,  aanwezig  in  de  oplossin» 
gen  big  het  raffinose-onderzoek  van  vaste  suikers,  ongeveer 
viermaal  zooveel  zal  bedragen,  als  bij  de  gewone  polarisatie; 
b^  het  onderzoek  van  stroopen  bestaat  er  geen  verschil.  Daar- 
tegenover staat,  dat  de  praecipitatie  dezer  stoffen  met  lood- 
azyn  in  methylalcoholoplossing  veel  vollediger  plaats  heeft  dan 
in  waterige  *)  en  dat  de  oplosbaarheid  van  het  neerslag  in 
een  overmaat  van  loodaz^n  bg  de  eerstgenoemde  veel  gerin- 
ger is  dan  b^  de  laatste.  Hieruit  mag  worden  afgeleid,  dat, 
ofschoon  men  in  beide  gevallen  de  volkomen  zekerheid  mist, 
dat  alle  draaiende  niet-suikerbestanddeelen  door  loodazgn 
worden  afgescheiden,  hieraan  met  betrekking  tot  de  polari- 
satie vóór  inversie  bij  het  raffinose  onderzoek  nog  minder 
bedenkingen  kunnen  worden  ontleend  dan  ten  aanzien  van 
het  gewone  onderzoek  in  wateroplossingen.  —  Anders  is  het 
evenwel  gelegen  met  de  polarisatie  na  inversie.  Dit  brengt 
ons  tot  het 

Derde  punt.  De  polarisatie  na  inversie  brengt,  als  zg 
voor  het  saccharimetrisch  onderzoek  noodig  is,  een  factor  van 
onzekerheid  mede.  Niet  alleen  door  de  reeds  gememoreerde 
afhankelgkheid  der  draaing  van  de  wgze  van  inversie  en  door 


*)  Eene  watcroplossing  van  lage  producten  (16.26  gr.  op  100  cM'), 
met  LoodaziJD  sooveel  mogelijk  uitgepraecipiteerd,  geeft,  na  filtratie, 
met  methjialcohol  een  nieaw  praecipitaat  van  ioodzouten. 
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liare  TeianderLgkheid  met  de  temperatuur,  maar  ook  omdat, 
indien  er  na  de  praecipitatie  met  loodazgn  nog  organische 
niet*suiker  mocht  overgebleven  zgn,  deze,  zoo  zg  niet  reeds 
op  zich  zdve  draaiend  is,  in  den  regel  door  de  inwerking 
Tan  hei  zuur  in  stoffen  overgaat,  die  een  merkbaar  draaiend 
vermogen  liebben  *). 

Hier  zg  tevens  herinnerd  aan  de  mogel^kheid,  dat  deztran, 
galactan  f)  pektinlichamen  en  soortgelgke,  benevens  saccha- 
rine  en  saccharinezure  verbindingen,  die  alle  draaiend  ver- 
mogen bezitten,  in  beetwortelsuiker  voorkomen  §).  Deze  laat- 
ste zonden  vooral  te  vreezen  z^n.  Saccharine  heeft  een  sterk 
rechtsdraaiend  vermogen,  bgna  1.5  maal  dat  van  saccharose, 
en  wordt,  ook  in  alcoholische  oplossingen,  niet  door  loodzou- 
ten  nedergeslagen  Doch  men  bedenke:  1^.  dat  saccharine  in 
invertsaikervr^e  beetwortelsuikers  hoogst  waarschijnl^k  niet 
voorkomt  en  dat,  mocht  dit  het  geval  wezen,  zg  moeil^k 
anders  dan  in  den  vorm  van  saccharinezure  zouten  aanwezig 
zgn  kan.  Deze  nu  worden,  naar  D£0BNeb*s  eigen  onderzoe- 
kingen, door  loodazgn  wel  nedergeslagen,  ofschoon,  volgens 
Ai.BKai>A'8  ondervinding,  niet  volkomen,  terwgl  het  neerslag 
in  alcoholische  oplossingen  in  overmaat  van  het  praecipi- 
teermiddel  tamel^k  oplosbaar  is. 

Dextran,  galactan  en  soortgelgken  zijn  b^  het  raffinose- 
onderzoek,  tengevolge  der  behandeling  met  methylalcohol 
of  met  houtgeest,  geheel  buitengesloten. 

Nog  zouden  bedenkingen  ontleend  kunnen  worden  aan  de 
beweringen  van  Leflay  en  Maumbne  omtrent  inactieve  sac- 
charose, die  door  zuren  actief  zou  worden.  Maar  die  be- 
weringen hebben  tot  dusver  bg  andere  scheikundigen,  die 
er  zich  u^ede  hebben  beziggehouden,  niets  dan  tegenspraak 
ontmoet. 
*  Dit   alles   overziende   kan   moeilgk    worden   ontkend,   dat 


*)  Onze  onderyinding  is  deze:  de  praecipitaten  met  loodaz\jii  geven 
na  behandeling  met  H'8  in  zwak  azyizure  oplossing  6f  geene  of  eene 
hoogst  geringe  linksdraaing,  die  echter  door  de  inversie  in  eene  veel 
sterker  rechtadraaing  overgaat. 

f)  Zie  DiGKHSB,  FereiHs,  ZeiUehH/t,  N».  35,  pag.  121. 

§)  LifFMAH  B.  B.  XX.  1001. 
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eene  kwalitatief  en  kwantitatief  zékere  methode  om  de  raf- 
finoae  als  zoodanig  af  te  scheiden  *)  de  Toorkenr  zou  verdie- 
nen boTen  deze  en  elke  andere,  die  het  vinden  en  bepalen 
Tan  dat  bestanddeel  oitsloitend  afhankelgk  maakt  van  het 
kwantitatieve  verschil,  dat  eene,  enkel  saccharose  hondende, 
oplossing  vóór  en  na  inversie  aanbiedt  met  de  oploaBing 
der  te  ondenoeken  saiker  vóór  en  na  inversie.  Voor  de 
zekerheid,  die  verlangd  wordt,  komt  er  hier  alles  op  aan, 
in  hoever  men  er  in  slaagt,  het  objekt  van  het  onderzoek 
door  zniveringsmiddelen  te  doen  naderen  tot  een  mengsel  van 
enkel  saccharose  en  raffinose.  Daarvoor  na  kannen  geen 
volkomen  afiloende  kenteekenen  worden  aang^even. 

Dit  is  en  bl^ft  een  bezwaar  maar  het  weegt  bg  onze 
methode  stellig  veel  minder  dan  bg  eenige  andere.  Het 
gebmik  van  methylalcohol  of  van  houtgeest  heeft  ten  ge- 
volge dat  veel  zoiverder  vloeistoffen  aan  de  inversie  worden 
onderworpen  dan  bg  de  overige  methoden,  bepaaldelgk  bg 
die  van  de  doitsche  instmctie,  waar  de  inversie  plaats  grgpt 
met  de  zel&  niet  door  loodazgn  gezuiverde  oplossing  -|-). 


Voorts  wensch  ik  nog  een  oogenblik  stil  te  staan  bg 
de  formule  voor  de  berekening,  die  door  ons  wordt  aan- 
gewend. Noemt  men: 


*)  De  hoop  besUat  nog,  dat  de  praecipitatie  der  raffinose  door  lood- 
azgn in  metbylalcoliol-  oplossing  daaraan  dienstbaar  gemaakt  zal  kunnen 
worden,  gelgk  zij  misschien  ook  zal  kunnen  dienen  om  de  raffinose 
rechtstreeks  in  den  beetwortel  (en  in  rietsuiker)  aan  te  wyzen  en  kwan- 
titatief te  bepalen. 

f)  £r  mag  nog  op  worden  gewezen,  dat  de  met  loodazyn  uitgepraed- 
piteerde  houtgeest-oplossing  na  de  inversie  in  den  regel  zonder  Yeidere 
voorbereiding  in  het  polarisatieapparaat  kan  worden  onderzocht.  De  geïn- 
verteerde wateroplossing  is,  zelfs  als  behandeling  met  loodazijn  is  voor- 
afgegaan (in  de  duitscbe  instructie  wordt  dit  niet  eens  Toorgeschreyen), 
gewoonlijk  zoo  donker  gekleurd,  dat  dit  onderzoek  zonder  gedeelteiyke 
ont kleuring  met  kool  onuitvoerbaar  is,  waardoor  een  nieuwe  reden  van 
onzekerheid  wordt  ingevoerd.  Kool  toch  (oitgewasschen  beenkool)  absor- 
beert, gelgk  opzettelijke  proeven  ons  hebben  geleerd,  eene  merkbare  hoe- 
veelheid suiker,  zoodra  zij  in  grooter  hoeveelheid  dan  van  één  gram  wordt 
aangewend. 
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»  het  aantal  grammen  saccharose  op  100  cM^  der  vloei- 
stof; 

y   het    aantal    grammen  rafi^ose  in  dezelfde  hoeveelheid 
vloeistof  ; 

P  de  polarisatie  vóór  inversie  ; 
p  de  polarisatie  na  inversie 

en   <    de    temperatuur  van  het  vocht  bg  de  bepaling  van 
p,  dan  hebben  w^: 

102*+ 158.4  y=  16.26  P 
en 

—  (44  -  Vat)  +  (75  f  VéOy  =  16.26  j» 

Hierb§  zg  herinnerd  dat  het  apparaat  van  Laurbnt  ge- 
bmikelgk  is  waarin  16.26  saccharose,  in  water  tot  100  cM' 
oj^elost,  100  polarisatie  geven;  16.26  raffinose  (waterhou- 
dende)  geven  op  dezelfde  wgze  157.  Omtrent  de  verande- 
ring van  100  en  van  157  in  102  en  158.4,  zie  blz.  190. 
6g  20^  C.  geven  16.26  saccharose  na  onze  wgze  van 
inversie  —  34;  16.26  raffinose  4"  ^0*  ^^^^  beide  cgfers 
vaneereui  naar  eigen  onderzoekingen,  gelgkmatig  met  de 
temperatuur  tot  het  bedrag,  in  de  vergelgking  aange- 
geven, zoodat  p  bg  0^  voor  saccharose  is  44,  voor  raf- 
finose 75. 

In  den  vorm  der  Duitsche  vergelgkingen  gebracht  en  on- 
derstellend, dat  de  P  in  wateroplossing  wordt  bepaald,  wor- 
den de  onze: 

S  :^ --— en       R  ^   ^  ^_  • 

0.85  1.57 

De  Duitsche  formulen  zgn  echter  berekend  op  watervrge 
Ta£Gnose,  omgerekend  tot  waterhoudende,  worden  zg: 

^       0.5189  P  —  ü  ^       P—S 

^  = ^^A^^  en      JB  =  ■     g-  * 

0.8459  1.57 
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Gbbtdt's  constanten   komen   met  deze  nagenoeg  0Yereen4 
Z^ne  vergelgkingen  zijn: 

_  0.5135 P—p         _  P  —  S 
~  '      0.829       •        ~    1.57  ■ 


Ten  slotte  nog  een  woord  over  het  onderzoek  der  in- 
yertsuikerhoudende  suikerproducten.  Dat  daarover  tot  dasver 
het  stilzwegen  is  bewaard,  heeft  z^n  grond  hierin,  dat  geene 
inversiemethode  met  eenige  zekerheid  kan  worden  toegepast 
op  suikerproducten  die  invertsuiker  beyatten,  tenzg  de  hoe- 
veelheid van  deze  zoo  gering  zy,  dat  z^  in  elk  opzicht 
verwaarloosd  kan  worden.  Dit  moge  nüsschien  het  geval 
zgn  bë  sommige  der  enkele  malen  voorkomende  invertsni- 
kerhoudende  beetwortelproducten,  de  koloniale  suiker  is  van 
deze  ooderzoekingswëze  ten  eenenmale  uitgesloten,  omdat 
voor  de  polarisatie  van  de  daarin  bevatte  invertsuiker,  zoo- 
wel vóór  als  na  de  inversie,  geene  ook  maar  eenigermate 
betrouwbare  cyfers  zgn  op  te  geven.  De  kwestie  van  het 
voorkomen  van  raffinose  in  rietsuikerproducten  is  daarom 
nog  geheel  open. 


I 

I 


0M8CHBIJVIKÖ    VAN   DE  METHODE   VOOR  RAPFIN08E- 

BEPALING   IN  RÜW8UIKERS   EN   8TR00PBN, 

AFKOMSTIG  VAN  BEETWORTEL. 


EooffpercexUge  ntwwiker.  100  gram  rawsuiker  wordt  gebracht  in 
een  nanwmondsstopflesch  vau  ca.  250  cM*  inbond  en  gedurende 
eenigen  tqd  geschud  met  160  c.  o.  houtgeest  (van  den  handel), 
waaraan  cTentueel  zooveel  oplossing  van  kali- aluin  is  toegevoegd  als 
noodig  is  om  de  alkaliteit  van  de  suiker  te  neutraliseeren.  Daarna 
filtreert  men  100  cM'  van  de  vloeistof  in  een  w^'dhalzig  kolQe  van 
100  eM^  en  destilleert  hiervan  40  cM'  af.  B^  de  overgebleven  vloei- 
stof voegt  men  weder  20  cM'  water,  vervolgens  zooveel  loodazgn,  tot 
er  zich  geen  p.  p.  meer  vormt,  daarna  eenig  geprecipiteerd  aluinaarde- 
hjdraat,  vult  met  water  aan  tot  de  deelstreep,  schudt  de  vloeistof  goed 
dooreen,  filtreert  in  zooveel  mogel^k  gesloten  toestellen  en  polariseert. 

Van  deze  polarisatie- vloeistof  wordt  tegel^'kert^d  60  cM'  ingedampt 
tot  de  alkohol  verwijderd  is;  de  overgebleven  vloeistof  brengt  men 
met  water  terug  op  50  cM',  voegt  5  oM'  zoutzuur  van  ca.  86  pCt.  UGl 
toe  en  inverteert  nu  gedurende  10  minuten  b^  68*  C,  koelt  af  tot 
db  20^  en  polariseert  deze  vloeistof,  zooals  ze  daar  is,  in  een  glazen 
bms  van  22  cM.  Het  gewicht  der  gevonden  hoeveelheid  raffinose  in 
grammen  moet  in  dit  geval  met  IVs  vermenigvuldigd  worden  om  het 
peieentisch  bedrag  te  vinden. 

LaaffpercaUige  ruwitnkert.  80  gram  van  de  te  onderzoeken  ruw- 
^ker  wordt  gebracht  in  een  kolQe  van  160  cM'  en  overgoten  met, 
ai  naarmate  de  hoeveelheid  stroop,  in  de  ruwsuiker  voorhanden,  6 — 9  cM* 
water,  waaraan  zooveel  kali-aluin  is  toegevoegd  als  noodig  is  om  de 
alkaliteit  van  de  suiker  te  neutraliseeren. 

Na  wordt  de  suiker  onder  zachte  verwarming  hierin  opgelost  en 
bg  de  nog  heete  vloeistof  kleine  hoeveelheden  houtgeest  gevoegd  onder 
voortdurend  dooreenschudden.  Daarna  wordt  de  vloebtof  afgekoeld, 
en  de  kolf  tot  de  deelstreep  met  houtgeest  aangevuld. 

Na  een  weinig  poedersuiker  in  de  kolf  te  hebben  gebracht,  wordt 
zg  gedurende  een  uur  in  schuddende  beweging  gehouden  en  daarna 
opnieuw  tot  de  deelstreep  aangevuld.  Met  100  oM'  van  de  gefiltreerde 
vk)ei8iof  wordt  gehandeld  als  bij  de  hoog  percentige  suiker  is  besohre- 
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yen.  BQ  de  berekening  van  het  peroentisoh  raffinosegelialte  dient 
men  rekening  te  houden  met  het  volumen  dat  de  uitgekristalliaeeide 
suiker  inneemt,  hetgfen  geschieden  kan,  door  de  uitkomsten  met 
0,88  a  0,92  te  vermenigvuldigen. 

De  gevonden  hoeveelheid  raffinose  wordt  tot  het  vinden  van  kei 
peroentisoh  bedrag  vermenigvuldigd  met  6. 

SiroopeH.  Men  weegt  12  gram  van  deze  af  in  een  kolQe  van  150 
oM',  voegt  12  oM'  water  toe  met  zooveel  kali-aluin  als  noodig  is 
om  de  alkaliteit  van  de  stroop  te  neatraliseeren,  lost  de  stroop  hidrin 
op  en  vult  daarna  de  kolf  aan  met  methylalcohol  tot  de  deelstreep. 
De  goed  dooreengeschudde  vloeistof  wordt  gefiltreerd  en  met  100  cIP 
van  dit  filtraat  gehandeld  als  bij  de  ruwsuiker  is  beschreven. 

De  gevonden  hoeveelheid  raffinose  wordt  tot  het  vinden  van  het  per- 
oentiBch  gehalte  vermenigvuldigd  met  100  en  gedeeld  door  8. 

B^  bovenbeschreven  bepalingen  is  gebruik  gemaakt  van  kali-aluin 
voor  het  neutraUseercn,  omdat  de  daardoor  ontstane  zwavelzure  zouten 
by  hunne  praecipitatie  met  methylalcohol  veel  kleurstof  meeslepen* 


PROCES-VERBAAL 


TAN  DE 


(JEWüNK  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE. 


op  Zaterdag  80  Juni  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren:   vui   deb    Waals,   Onderroor- 
zitter,  EiroELMAKN,   Martin,  Hoffmann,  Bbutel  de  la  Bi- 

TliKE,    BlEBENS     BE     HaAN,    PlACE,     HubBECHT,    FÜKB&INGEB, 

Bauwenhotf,  Büys  Ballot,  Zeeman,  van  Beiocelen,  Muldbb, 
Betebinck,  Ruke,  J.  A.  G.  Oudbhans,  Mag  Gillavbt,  van 

IhxSEN,    PeKELHABING,     van    BiEMSDUK,   MiCHAËLIS,   FoBfiTEB, 

Stokvis  en  G.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het    Proces-Verbaal    der    vorige    vergadering    wordt 
gelezen  en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankz^ging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden : 

1^.  G.  G.  W.  BoHNBNSiBG,  Gonscrvator  van  de  Bibliotheek 
van  Tejler's  Stichting  te  Haarlem,  28  April  1888;  20.  G. 
J.  W.  Bbembb,  Secretaris  van  het  Bataafsch  Genootschap 
der  proefondervindelgke  Wgsbegeerte  te  Rotterdam,  29  Mei 
1888;  30.  P.  G.  Tatf,  Secretaris  der  royal  Society  teEdin- 
boig,  7  Juni  1883  ;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts   Brieven   ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

10«  GüTB,  Bedactenr  van  het  Nederlandsch  Tgdschrift  voor 


(  198  ) 

Geneesknnde  te  Amsterdam,  29  Mei  1888 ;  2^.  den  Direc- 
teur der  Service  de  la  Statistique  générale  de  Belgique  te 
Brussel,  19  Mei  1888;  3^.  A.  Auwees,  Voorzitter  der  Ck>m- 
missiou  för  die  Beobachtung  des  Venus-Durchgangs  te  Ber- 
l^n,  Mei  1888 ;  4^.  Hettnee,  Secretaris  der  Gesellschaft  fSr 
nützlicbe  Forschungen  te  Trier,  7  Mei  1888;  5^.  den  Di- 
recteur van  het  Masée  public  te  Moscou,  11  Juni  1888; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelgke  dankbe- 
tuiging en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren :  P.  een  brief  Tan 
den  Hoogleeraar  Kekule  te  Bonn  (11  Juni  1888),  waarin 
dank  betuigd  wordt  voor  zgue  benoeming  tot  buitenlandsch 
lid  der  Akademie;  2^.  de  kennisgeving  van  Mevr.  de  Wed. 
Mr.  G.  VosHAER,  geb.  Claitt,  van  het  overladen  van  haren 
echtgenoot,  lid  der  Akademie.  Zij  zal  met  een  adres  van 
rouwbeklag  worden  beantwoord ;  3^.  de  mededeeling  van  den 
Heer  Donders,  dat  hg  den  27**«^  Mei  11.  den  70-jarigen 
leeftgd  bereikte;  4^.  kennisgevingen  van  de  Heeren  vak  de 
Sande  Bakhutzen,  Hoooeweeff,  Hoek  en  Schols,  dat  zij 
verhinderd  werden  de  vergadering  bg  te  wonen ;  5^.  een  brief 
van  den  Heer  H.  P.  J.  Moonbn  te  Yeklo  (23  Juni  1888) 
ter  begeleiding  van  een  opstel,  getiteld:  >Iets  over  geluid- 
golven".  De  schrgver  wenschte  het  door  de  Akademie  be- 
oordeeld te  zien.  —  De  Voorzitter  draagt  deze  taak  op  aan 
de  Heeren  G&mwis  en  Lorbntz;  6^.  een  brief  van  den  Heer 
Dr.  G  Schouten,  leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Amsterdam, 
ter  begeleiding  van  eene  verhandeling,  getiteld :  » Algemeene 
eigenschappen  van  de  zuiver  rollende  1)eweging  van  een  om- 
wentelingslichaam op  een  horizontaal  vlak,  to^epast  op  de 
beweging  van  een  omwentelingslichaam  om  een  vast  punt 
van  zgne  as*',  die  hg  gaarne  in  de  werken  der  Akademie 
wenschte  opgenomen  te  zien.  —  Als  rapporteurs  over  dezen 
arbeid    worden    benoemd    de   Heeren   Korteweg   en  Schols. 

—  Het  rapport  van  de  Heeren  Bierbks  de  Haan  en  van  dxn 
Bbbo  over  de  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  Jan  i»  Vries 
(Over  de  harmonische  configuratie  243,  I84),  en  dat  Tan 
de  Heeren   FSrbrinosr  en  Hoffmann  over  de  verhandeling 
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Tan  den  Heer  Dr.  J.  T.  Oudekans  (Beitrage  zor  Eenntniss 
des  Ohiromya  madagascariensis)  laidt  gunstig.  De  conclnsie 
om  beide  yerhandelingen  op  te  nemen  in  de  werken  der 
Akademie  wordt  zonder  discnsie  aangenomen. 

—  De  Heeren  van  dbr  Waals  en  Bosscha,  rapporteurs 
over  het  opstel  van  den  Heer  Dr.  P.  H.  Dojes  (Over  de 
vermindering  der  maximale  spanning  van  een  damp  en  daar- 
mede samenhangende  verschgnselen)  stellen  voor,  dit  opstel 
wel  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen  te  bestemmen,  maar 
den  Heer  Doj£S  vooraf  kennis  te  doen  nemen  van  hun  ver- 
slag, opdat  hg  met  de  Commissie  in  overleg  zou  kunnen 
treden  over  aan  te  brengen  verbeteringen.  —  Deze  conclusie 
wordt  aangenomen. 

—  De  Heer  van  dee  Waals,  zich  grondende  op  de  be- 
schouwingen van  GiBBs,  toont  aan  dat  de  voorwaarden, 
waaraan  voldaan  moet  worden  als  een  gegeven  stof  zich  bg 
g^even  temperatuur  Tk  in  een  gegeven  ruimte  in  evenwicht 
schikt,  gevonden  kunnen  worden  door  de  voorwaarden  te 
zoeken,  onder  welke  de  functie 


ƒ 


Q{e—Tk  ri)dk 


een  minimumwaarde  verkrggt. 

In  deze  functie  stelt  q  voor  de  dichtheid,  dk  het  vo- 
lume-element, €  en  77  de  energie  en  entropie  per  gewichts- 
eenheid. De  laatste  twee  grootheden  worden  beschouwd  als 
f onctiën  van  jT,  q  en  andere  parameters  ar,  die  den  toestand 
ondubbelzinnig  bepalen  (bijv.,  betrekkelgk  aantal  gesplitste 
molekulen)  —  terwgl,  als  er  uitwendige  krachten  werken,  e 
bovendien  een  functie  van  de  coördinaten  der  ruimte  is. 

Zal    iq(€  ^  Tkri)dk   een  minimumwaarde   hebben,   dan 

moet,  volgens  de  regels  der  variatierekening,  o\q{b  —  Ti  ri)dk 

gelgk  nul  zgn.     Er  is,  behalve  het  onveranderd  blgven  der 

ruimte,  geen  andere  nevenvoorwaarde  dan  dat  3  Iq  dk  mede 

gel^k  nul  zg. 
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Daaruit  besluiten  wg,  dat  de  partieele  difiEerentaalquotiën- 
ten  van  ^  (tf  —  Tk  rj)  ten  opzichte  van  T  en  de  yerscliillende 
parameters  x  gelgk  nul  moeten  zijn,  en  dat  ten  opzichte 
van  Q  gel^k  constante. 

Of  voor  elk  punt  der  ruimte  geldt: 

^1''  -  ^'  "> = » (1) 

o  Tp  j,  1-,  ent. 

y' -''">  =  o (2) 


^g(g-r*i?) 

Q^  X|  J's  eni. 


F =  <^ <^> 


Uit   (1)    vindt   men    7  =:  71,   of  er  is  geen  evenwicht 
mogelgk  zonder  gelgkheid  van  temperatuur. 

(2)  leert   ons   bgv.  voor  de  gedissociëerden  toestand,  hoe 
de  graad  van  dissociatie  met  de  densiteit  samenhangt. 

(3)  leert    ons   welke   densiteiten   naast   elkander  bestaan 
kunnen. 

Gezamenlgk  leeren  deze  vergelgkingen  ons  kennen,  welke 

phasen  kunnen  coëxisteeren  —  een  aantal,  dat  in  het  bgzon- 

der  als  er  uitwendige  krachten  zgn,  oneindig  groot  is. 

Daar  voor  elk  punt  der  ruimte  de  volgende  difiEerentiaal- 
vergeiyking  geldt: 

dé  =.  T dr^  — pd  y  \  ^\  dx-^  -|-  9s^^s  c^^- 

en  uit  (1)   gebleken  is,   dat  overal  T  gel^k  7^  moet  zgn, 
leeren  ons  de  vergelykingen  (2)  dat 

d(€  — 2ii?) 
met  inachtneming  daarvan,  wordt  (3): 

« —  r»  >?  +  (>  — j- =  e  —  Ti  IJ—  r j= 

of 

e^Ttn-k-pV  =  C (4) 
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Bestaat  e  na  uit  twee  deelen,  d1.  e'  de  thermodynamiflche 
energie  en  P  de  potentiaal  der  uitwendige  krachteo,  dan 
Tindt  men : 

B'-TMfi+pV=  C-P 

of:  bg  afwezigheid  van  uitwendige  krachten  moet  de  dicht* 
heid  in  de  ruimte  zoodanig  zgn,  dat  de  thermodynamische 
potentiaal  standvastig  zg. 

Dat  dan  ook  p  (de  druk)  in  de  ruimte  standyastig  moet 
zgn,  blgkt  o.  a.  als  men  (4)  aldus  transformeert: 

(f{^-Tifi)  =  Cg-p. 

In  verband  met  de  vergelgkiugen  (1),  (2)  en  (3)  blgkti 
dat  p  als  een  constante  moet  behandeld  worden. 

Zgn  er  uitwendige  krachten,  en  heeft  F  dus  een  waarde 
van  de  coördinaten  der  punten  in  de  ruimte  afhangende,  dan 
vinden  wg  p  niet  standvastig,  maar 

Vdp  =  —dP 
of 

dp  =  —  gdP 

een  vergelgking,  in  de  hydrostatica  bekend. 

Het  geval,  dat  in  e  behalve  q  ook  a%eleiden  van  (f  ten 
opzichte  van  de  coördinaten  voorkomen,  een  geval  dat  strikt 
genomen  telkens  zal  voorkomen  als  de  densiteit  in  de  ruimte 
niet  overal  gelgk  is,  is  in  de  vorige  vergadering  besproken. 

— f'-— ^'— '• 

behalve  de  minimumwaarde^  ook  de  maximumwaarde  kennen. 

Zgn  er  dus  meerdere  oplossingen,  dan  moet  die  genomen 
worden,  welke  de  integraal  de  kleinste  waarde  geeft. 

Zoo  zal  bgv.  (3)  leeren,  dat  bg  een  niet  dissociëerende 
stof  de  densiteit  zoo  verdeeld  is,  dat 

p  V  —    ipdV=:  constant. 


-ƒ"'"'= 


Dit  kan,  als  er  geen  uitwendige  krachten  werkeu  öf  het 
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bet  geval  zijn  als  de  stof  zich  homogeen  schikt,  of  zich  in 
de  2  bekende  densiteiten  splitst.  Voor  bet  laatste  geval  is 
de  integraal  zoo  klein  mogelgk. 

—  De  Heer  Bkijbeivck  deelt  de  uitkomst  mede  van  kmi- 
singsproeven  met  Eultuurgerst  {Hordeum  mUgare^  H.  hexcuti" 
ehon^  H.  distichon,  H.  Zeocriton  en  H.  trifurcatum),  sedert 
1884  door  hem  in  het  groot  genomen,  en  heldert  zijne  voor- 
dracht op  door  gedroogde  voorwerpen  en  andere  op  spiritus. 
Hg  beschrgft  de  voorzorgen,  bg  die  kruisingsproeven  ie 
nemen,  en  leidt  uit  zgne  proeven  deze  gevolgtrekkingen  af: 

1^.  al  de  hierboven  genoemde  soorten  van  Gerst  laten 
zich  gemakkelgk  door  elkander  bevruchten; 

2^.  de  daardoor  verkregen  bastaarden  z^'n  zeer  volkomen 
zelf-fertiel ;  die  tusschen  H.  indgare  (vr.)  en  H.  distkhum 
(m.)  en  die  tusschen  H.  vulgare  (vr.)  en  H.  Zeocriton  (m.) 
zelfs  kleistogaam; 

3^.  de  bastaarden  der  1"^  generatie  zijn  over  't  algemeen 
middelvormen  tusschen  de  beide  ouders.  Eene  uitzondering  op 
dien  regel  vormden  die  van  H.  nudum  (vr.)  en  H.  trifurcatum 
(m.),  welke  voor  een  groot  deel  bleken  te  behooren  tot  den 
niet  verwachten  gewonen  tntermet^wm-vórm  (den  tusschen- 
vorm  tusschen  H.  vulgare  en  H.  distichum).  Enkele  exem- 
plaren behoorden  tot  den  wèl  verwachten  comvium'vorra; 

49.  de  zaailingen,  uit  bastaarden  door  zelfbevruchting 
ontstaan,  z^n  zeer  verand erlgk.  De  spreker  verkreeg,  be- 
halve enkele  reeds  bekende,  eenige  geheel  nieuwe  verschei- 
denheden. Zeer  merkwaardig  was,  dat  de  3^®  generatie  eener 
kruising  van  H.  mdgare  (vr.)  en  H.  Zeocriton  (m.)  hem  H. 
hexastichon  opleverde; 

5^.  in  den  loopenden  zomer  werd  uit  de  in  1884  uit- 
gevoerde kruising  tusschen  H.  distichum  (vr.)  en  H  trifur- 
catum (m.)  een  b^jna  volkomen  ongenaaide  vorm  geteeld. 

De  Heer  Fübbeinoer  deelt  den  korten  inhoud  mede  van 
onderzoekingen  van  den  Heer  Dr.  J.  F.  van  Behmëlen,  over 
den  oorsprong  van  de  voorste  ledematen  en  de  tongspierea 
b^  Beptilen. 
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Het  onderzoek  geschiedde  aan  embryonen  van  Lacerta 
mtiralis  en   Tropidonotus  natrix. 

In  het  jongste  stadiam,  dat  voor  het  onderzoek  ter  be- 
schikking stond,  was  de  vierde  kieuwzak  juist  aangelegdi 
terwgl  de  Y^de  nog  niet  aanwezig  was.  Op  dêzen  trap 
van  ontwikkeling  wordt  de  aanleg  van  het  meêodermaal  be^ 
standdeel  der  voorste  ledematen  niet  alleen  bij  de  Hagedis^ 
maar  ook  hy  de  Slang  aangetroffen^  en  wd  bij  beide  in  vol' 
komen  overeenkomstigen  vorm. 

Het  eerste  rompsomiet  ziet  men  op  korten  afstand  achter 
het  gehoorblaasje ;  het  is  zwakker  ontwikkeld  dan  de  vol- 
gende. Langs  den  oralen  rand  van  dit  somiet  buigt  zich  de 
Yagus  naar  buiten  om  en  loopt  naar  de  3^^^  en  4^>  kieuw- 
spleet, waar  hg  met  het  ectodermaal  epitheel  van  den  ach- 
terwand der  spleten  versmelt.  De  Vagus  met  den  Accessorius 
ontspringt  uit  het  verlengde  merg  over  eene  vrg  groote 
uitgestrektheid,  evenw^dig  aan  de  lengteas  van  den  romp, 
zoodat  zgn  oorsprongslgn  naar  achteren  reikt  tot  aan  de 
grens  tusschen  het  b^^  en  6^^  somiet.  Over  dezen  afstand 
zgn  de  spinaal-gangliên  niet  ontwikkeld;  alleen  het  5^®  is 
zichtbaar,  maar  zeer  rudimentair.  Bg  het  vierde  somiet  is 
een  dorsale  zenuwwortel  duidel^k,  maar  geen  gangliëncellen. 

Deze  voorste  vijf  somieten  vormen  elk  naar  de  buikz^de 
eene  strengvormige  uitgroeiing.  De  vgf  strengen  conver- 
geeren  en  smelten  samen  tot  een  cellige  strook,  die  achter 
den  laatsten  kieuwzak  om  naar  de  buikzij  loopt  en  zich 
vervolgens  naar  voren  begeeft,  zoodat  z^  de  onderkaak  be- 
reikt. Deze  strook  bevat  het  materiaal,  waaruit  zich  de  tong- 
spieren ontwikkelen  zullen.  Zg  loopt  op  de  grens  tusschen 
den  onderrand  der  branchiaalstreek  en  den  bovenrand  vaji 
de  pericardiaalholte,  in  de  > schouder- tong-lijst*'  van  Fboeiep. 
Zg  wordt  begeleid  door  den  Hypoglossus.  Deze  zenuw  ont- 
staat uit  de  samengroeiing  van  ventrale  ruggemergs-wortels, 
behoorende  bg  eenige  der  voorste  somieten.  Hun  aantal  kon 
nog  niet  met  volkomen  zekerheid  bepaald  worden,  maar 
waarschgnlgk  gaao  de  ventrale  wortels  van  het  2^^  tot  4^® 
segment  in  den  Hypoglossus  op  en  geeft  die  van  hetvgfde 
er  een  tak  aan  af,  terw^l  de  vigfde  spinaalzenuw  overigens 
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tot  eerste  cervicaalzenaw  wordt.  Hiervoor  pleit,  dat  in 
oudere  stadiën  de  voorste  halszenuw  geen  spinaalganglion 
heeft.  B^  het  eerste  somiet  komt  geen  zenuw  voor.  Dit 
stemt  overeen  mei  de  waarnemingen  van  Dr.  vak  Wuhs. 

Het  6^^  tot  eD  met  het  13^®  somiet,  dus  in  't  geheel  8 
somieten,  vormen  eveneens  aan  hunne  ventrale  zgde  steel- 
vormige  uitgroeisels,  maar  deze  vereenigen  zich  niet  met  die 
der  voorste  vgf  somieten.  Z^  wyken  eenigszins  aboraal  af 
en  lossen  zich  op  in  één  gemeenschappelijke  celmassa,  die 
zich  van  het  omliggende  bindweefsel  alleen  door  dichtere 
opeenhooping  der  kernen  onderscheidt. 

Deze  celmassa  ligt  aan  weerszoden  van  het  lichaam  dicht 
onder  de  huid  en  veroorzaakt  een  flauwe  verheffing  der 
lichaamsoppervlakte,  waardoor  de  aanleg  van  het  voorste 
lidmaat  uitwendig  te  herkennen  is. 

In  een  iets  ouder  stadium  van  ontwikkeling,  wanneer  de 
vgfde  kieuwzak  en  de  zesde  aortaboog  juist  aangel^d  zgn, 
is  deze  verdikking  van  den  lichaamswand  bg  de  Hagedis 
grooter  geworden  en  naar  achter  en  rugwaarts  vrg  uit* 
gegroeid;  big  de  Slang  daarentegen  reeds  weder  spoorloos 
verdwenen. 

Uit  dezen  dichten  celklomp  ontwikkelen  zich  bg  de  Ha- 
gedis de  spieren  en  waarschgnlyk  ook  het  geraamte  van  het 
voorste  lidmaat.  De  eerste  konden  dus  een  voortbrengsel  van 
de  spierknoppen  van  acht  lichaamssegmenten  zgn;  met  het 
oog  op  de  innervatie  is  het  echter  waarsch^nlijk,  dat  niet 
alle  knoppen  zich  tot  spiereu  ontwikkelen  De  >  schouder- 
tong-lijst" ligt  wel  in  het  verlengde  van  deze  lidmaats -verdik- 
king —  de  zoogen  oemde  » extremiteits-lgst  van  Wolfp"  — 
maar  het  materiaal  voor  de  tongspieren  groeit  niet  in  haar 
naar  binnen,  van  het  vooreinde  van  den  lidmaatsaanl^  uit, 
zooals  Froriëp  beweert.  Het  is  integendeel,  zooals  boven 
bleek,  eene  voortzetting  van  de  spierknoppen  der  voorste  vgf 
myotomen,  welke  knoppen  gelegen  zgn  in  de  >Eopfnicker- 
wulst"  van  Froriep. 

Van  de  voorste  vier  dezer  vgf  somieten  zelve  gaan  waar- 
schgnlgk  de  sclerotomen  op  in  den  aanleg  van  *t  achter- 
hoofd,   terwgl    het    sclerotoom    van  het  vgfde  atlas  wordt. 
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De  myotomen  der  twee  of  drie  voorste  gaan  waarschgnlgk 
te  gronde,  op  han  spierknop  voor  den  tong  na.  Uit  die  der 
achterste  ontwikkelen  zich  wellicht  halsspieren.  Dit  werd 
DOg  niet  nitvoerig  nagegaan. 

—  Voor  de  Boekerg  worden  aangeboden:  door  den  Heer 
Place,  nit  naam  van  Dr.  yan  Rëes,  diens  »Beitrage  zar 
Eenntniss  der  innem  Metamorphose  von  Musea  vomitoria" 
en  door  den  Heer  van  Behmelbn  een  door  hem  in  »Die 
landwirtschaftüchen  Versuchs-Stationen,  XXXV"  openbaar 
gemaakte  yerhandeling,  getiteld :  » Die  Absorptionsverbin- 
dangen  and  das  AbsorptionsTermögen  der  Ackererde.*' 

—  De  Heer  Guï^hing  zond  voor  de  Verslagen  en  Mede- 
deelingen  aan  den  Secretaris  toe  twee  opstellen,  getiteld: 
l^.  >Over  a&cheiding  en  bepaling  van  Raffinose*';  2^.  >Over 
het  gebruik  van  kaliumhydrosulfaat  bij  het  onderzoeken  van 
organische  stoffen/* 

—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 
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tOVER  DE  HABMONISCHE  GONPIGUEATIE  (94.,  I8«)". 
(Uitgebracht  in  de  Vergadering  Tan  30  Juni  1888). 


Volgens  opdracht  der  Afdeeling  hebben  wg  de  eer  over 
genoemde  verhandeling  rapport  uit  te  brengen. 

Dit  opstel  slait  zich  dan  ook  aan  een  vorig  van  den 
selfden  schrgver  >Oyer  vlakke  configuraties",  waarover  wg 
pas  onlangs  een  gunstig  bericht  mochten  geven. 

In  dit  laatste  toch  kwam  de  configuratie  (243,  ^^4)  ^^^ 
sprake,  gevormd  door  twee  geassocieerde  conf.  (12^,  I63)  van 
de  soort  A  met  hare  gemeenschappelgke  diagonalen.  Aan- 
gezien elk  harer  Ignen  vier  harmonische  punten  bevat,  noemt 
schrgver  haar  de  harmontsclie  configuratie.  Zg  bevat  32  drie- 
puntige  configuratie-diagonalen  D  (de  Ignen  de  beide  conf. 
(I24  I63)),  en  72  tweepuntige  diagonalen  T,  ontstaan  door 
de  verbinding  van  elk  punt  der  eene  conf.  (12^,  I63)  met 
een  punt  der  andere. 

Schrgver  bewgst  daarop,  dat  in  elk  punt  der  harmonische 
configuratie  de  6  tweepuntige  diagonalen  T  van  de  3  conf. 
Ignen  harmonisch  worden  gescheiden  door  de  6  paren,  welke 
uit  de  4  driepuntige  diagonalen  D  kunnen  gevormd  wor- 
den; —  dat  de  diagonalen  T  op  de  diagonalen  D  96  pun- 
ten h  bepalen,  die  met  de  drietallen  punten,  op  die  Ignen  D 
gelegen,   harmonische  groepen  vormen;  —  dat  elke  diago- 
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T  4  zulke  punien  h  bevat ;  —  dat  elk  dier  punten 
i  met  3  diagonalen  T  incident  is ;  —  dat  dua  deze  punten  h 
met  de  tweepuntige  di^onalen  T  eene  configuratie  (963 ,  724) 
Tonnen;  —  dat  de  pnnien  der  harmonische  configuratie  tot 
32  conf.  ^12^,  I63)  gebracht  kunnen  worden,  welke  ieder  9 
I|nea  en  7  driepnnüge  diagonalen  D  met  haar  gemeen  heb- 
ben; —  en  daarop,  door  middel  der  geassocieerde  configu- 
latie  dier  conf.  (I24,  l^sjy  dat  elk  drietal  coUineaire  punten 
eener  conf.  (12^,  l^s)  ^^"^  configuratie  van  dezelfde  soort 
Tonnt  met  de  9  punten »  door  welke  zg  op  de  in  hen  zamen- 
komende  conf.  l^nen  tot  harmonische  groepen  worden  aan- 
genild;  —  en  ten  slotte,  dat  uit  de  punten  der  harmonische 
configuratie  en  der  daarbg  behoorende  conf.  (963,  724)  32 
configuratiën  (12^,  I63)  A  kunnen  gevormd  worden,  welke 
ieder  met  deze  beide  3  en  9  punten  gemeen  hebben. 

Van  de  lignen  Hj  die  in  de  conf.  (12^,  I63)  tot  de  rest- 
figanr  der  Ignen  dier  configuratie  behooren  (haar  aantal 
is  96),  gaan  er  telkens  6  door  hare  punten  A.  De  48  pun- 
ten h<t  die  tot  eene  configuratie  (I24,  I63)  A  behooren,  de 
96  l^nen  Sy  en  de  16  Ignen  der  configuratie  yormen  eene 
nien^vre  conf.  (48^,  II23) :  yan  de  216  diagonalen  dezer  nieuwe 
configuratie  gaan  er  18  door  elk  punt  der  conf.  (1 24, 1 63): 
zgn  er  72,  die  tevens  diagonalen  zgn  van  de  andere  con- 
figuratie (48^,  112s),  die  aan  de  geassocieerde  configuratie 
(12^,  I63)  toekomen;  en  deze  72  diagonalen  vormen  met 
de  l>eide  groepen  van  punten  h  de  vroegere  configuratie 
(963,  724).  Laat  men  echter  de  16  lonender  conf.  (1 24, 1 63) 
ireg,   dan  ontstaat  er  een  nieuwe  configuratie  (483,  I63). 

Sik  paar  driepuntige  diagonalen  D  der  harmonische  con« 

figuratie,  welke  geassocieerde  lynen  zgn  der  conf.  ( 164,  2O3), 

be^at    een    zestal    onderling    gescheiden  punten;    wordt  dit 

nit     de    harmonische    con%uratie    verw^derd,    dan   ontstaat 

eene    merkwaardige    configuratie  (I83,  I83),  waarvan  er  16 

nit     de    harmonische   configuratie   kunnen  gevormd  worden, 

en  ^waarvan  ieder  uit  twee  drietallen  van  driehoeken  bestaat ; 

zoodat    elke    hoekpunt    van    een   driehoek  in  één  groep  op 

eene  zgde  van  een  driehoek  van  de  andere  groep  ligt. 

Brengt  men  nu  zes  der  driepuntige  diagonalen  D  bg  deze 

14* 
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conf.  (I83,  I83),  dan  ontstaat  eene  configuratie  (184«  24s), 
die  niet  meer  regelmatig  is  en  niet  reciprook  met  de  bar* 
monische  configuratie  overeenkomt,  en  waarvan  elk  pont 
behoort  tot  7  configuratie  driehoeken.  Brengt  men  nog 
de  zes  andere  driepuntige  diagonalen  D  daarb^,  dan  ont- 
staat er  eene  conf.  (I85,  8O3),  waarin  elk  punt  tot  15  conf. 
driehoeken  behoort.  De  punten  der  harmonische  configu- 
ratie geven  nu  aanleiding  tot  64  conf.  zoowel  van  de  eerstcj 
als  van  de  tweede  soort. 

Zondert  men  daarentegen  van  onze  configuratie  (I83,  I83) 
een  zestal  onderling  gescheiden  punten  af,  dan  blgfl  er 
eene  configuratie  (I23,  I82);  en  voegt  men  weder  hier- 
bg  de  negen  nevenhoekpunten  der  harmonische  configu- 
ratici  en  drie  gescheiden  Ijynen  der  door  hen  bepaalde  conf. 
(®2t  ^s)'  200  ontstaat  er  eene  nieuwe  evenzeer  merkwaar- 
dige configuratie  (2l8,  2I3).  Wanneer  men  echter  weder 
zeven  driepuntige  diagonalen  D  daarby  voegt,  ontstaat  er 
eene  conf.  (2I4,  283). 

Wanneer  men  in  de  harmonische  configuratie  de  punten 
van  een  der  beide  conf.  (12^,  I63)  vervangt  door  de  negen 
nevenhoekpunten  met  drie  gescheiden  l^nen  der  door  hen 
bepaalde  conf.  (92,  63),  dan  ontstaat  er  ook  eene  configuratie 
(2I3,  2I3),  die  echter  met  de  vorige  niet  gelyksoortig  is. 
Voegt  men  hierbij  7  driepuntige  diagonalen,  dan  ontstaat 
weder  eene  conf.  (2l4«  283),  die  met  de  vorige  26  Ignen 
gemeen  heeft.  Het  aantal  conf.  driehoeken,  waarin  de  conf. 
punten  voorkomen,  is  voor  de  laatste  conf.  9  of  4,  voor  de 
eerstgenoemde  5  of  0. 

Uit  de  punten  der  harmonische  configuratie  en  hare  neven* 
hoekpunten  kunnen  nu  240  conf.  (2I3,  2I3)  worden  ge- 
vormd, die  van  elke  der  beide  geassocieerde  conf.  (124^  I63) 
zes  punten  en  alle  nevenhoekpunten  bevatten,  en  4  cod£ 
(2I3,  2I3),  die  met  de  vorige  ongelijksoortig  zijn,  en,  be- 
halve alle  nevenhoekpunten,  alle  punten  van  eene  der  beide 
conf.  (I24,  I63)  bevatten.  Voegt  men  nu  hierbg  telkens 
7  nieuwe  diagonalen,  dan  kan  men  272  conf.  (2I4,  283) 
vormen,  waarvan  de  laatste  32  in  samenstelling  verschillen 
van  de  eerste  240. 


(  209  ) 

In  de  vroeger  gevonden  conf.  (48y,  11 23)  komen  Ignen 
Yoor,  die  met  15  Ignen  nit  de  conf,  (48g,  963)  eene  groep 
van  16  gescheiden  l^nen  yormen,  welke  samen  alle  pnnten 
der  conf.  (48^,  Il ^3)  bevatten.  Laat  men  nu  deze  Ignen 
nit  de  conf.  (487,  11 23)  weg,  dan  ontstaat  er  eene  nieuwe 
conf.  (48||,  963).  De  eerstgenoemde  conf.  (48q,  96s)  heeft 
144  tweepantige  diagonalen  jT,  die  in  twaalftallen  incident 
zgn  met  de  punten  der  oorspronkel^ke  conf.  (12^,  I63). 
Neemt  men  deze  144  Ignen  in  de  configuratie  op,  dan 
ontstaat  er  eene  conf.  (60|2i  24O3),  voor  welke  de  Ignen 
der  conf.  (12^,    I63)  zespuntige  diagonalen  z^n. 

Schrgver  besluit  zgn  verhandeling  met  eene  stelling,  die 
zgne  methode  van  afzonderen  en  toevoegen  van  elementen 
verklaart. 

Wegens  de  merkwaardigheid  der  uitkomsten,  de  eenvou* 
digheid  en  helderheid  der  toegepaste  methoden  komt,  naar 
ons  oordeel,  aan  dit  opstel  een  plaats  toe  naast  de  voor- 
gaande verhandeling.  W^  meenen  dan  ook  de  Afdeeling 
gemstelgk  te  kunnen  aanraden,  het  een  eervolle  plaats  te 
gonnen  in  hare   Verslagen  en  Mededeelingen. 

Leiden  en   Rotterdam^ 

Juli   1888. 

D.  BIEKENS  DE  HAAN. 

F.  J.  VAN  DEN  BERQ. 


OVER  DE  HARMONISCHE  CONFIGURATIE 

(24,,  I84). 


DOOB 


J.    DE    T  B  I  E  8. 


1.  In  m^n  opstel  >Over  vlakke  configuraties"  (Versl.  en 
Meded.  d.  Kon.  Ak.  v.  Wet.  Afd.  Nat.  3^«  Reeks  Deel  V), 
heb  ik  aangetoond,  dat  de  punten  van  twee  geassocieerde 
cf.  (12^,  I63)  A  met  hare  gemeenschappelgke  diagonalen 
eene  cf.  vormen,  welke  ik  de  >  harmonische'*  (243,  I84)  zal 
noemen,  omdat  elke  harer  Ignen  vier  harmonische  panten 
bevat.  Zg  bezit  cf.  diagonalen  van  tweeërlei  soort,  n.1.  32 
>driepuntige**  (de  lynen  der  beide  (I24,  I63))  en  72  >  twee- 
puntige*',  welke  elk  een  punt  der  eene  (244,  I63)  met  een 
punt  der  andere  verbinden. 

In  de  volledige  vierzgde  aio^,  ^1^2  f  ^1^2*)  ^  ^9  0^^ 
sngpunt  der  diagonalen  6^  b^  i  Ci  c^)  harmonisch  gescheiden 
van  de  diagonaal  aia^*^  deze  beschouwing  levert  voor  het 
punt  ai  de  volgende  harmonische  vierstralen. 


«1   «8 

«1   <h 

ai  61  cj 

ai  62  <"2 

«1   «3 

«1   Ö8 

«1  ^1  Cl 

ai  63  <?3 

«1   «4 

«1    «4 

«1  *1  «) 

«1    *4   «4 

ai  ^2 

ai  ag 

«l   ^3   ^ 

aj  64  C4 

«1    ^8 

«1  ^ 

Üi  62  ^2 

ai  64  C4 

«1    ^4 

«1  a4 

«1  62  ^2 

ai  6j  C3 

(I) 


*)  De  letters  hebben  bier  deselfde  beteekenis  a^s  ia  het  genoemde 
opstel  (Tabeilen  B,  E,  F). 
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>In  dk  punt  der  harmonische  (243,  I84)  worden  de  6 
>tweepiintige   diagonalen  T  van  de  3  cf.  Ignen  harmonisch 

>  gescheiden  door  de  6  paren,  welke  uit  de  4  driepuntige 
«diagonalen  D  kunnen  gevormd  worden.*' 

2.  De  sn^punten  {b^  c^  en  {b^  c{)  van  a^  h^  c^  en  a^  b^  C| 
met  ai  a^  zgn  aan  a^  harmonisch  toegevoegd  ten  opzichte 
van  de  paren  61 ,  c^  en  b^^  q.  De  diagonalen  T  bepalen  dus 
op  de  diagonalen  D  96  punten  A,  welke  de  drietallen  van 
punten,  op  de  l^nen  D  gelegen,  tot  harmonische  groepen 
aanvullen*  Daar  elke  T  ook  met  een  volledige  vierzgde  der 
gaasBoeiêerde  (I24,  I63)  in  verband  kan  gebracht  worden, 
bevat  z^  vier  der  punten  A.  Het  punt  a^  is  b.  v.  als  sng- 
punt  der  diagonalen  /^s  /a »  /?4  /é  in  de  vierz^de  («£  d^ , 
/?3  /s ,  /?4  74)  harmonisch  gescheiden  van  de  diagonaal  a^  ^9, 
zoodat  ai  a^  op  de  zijden  /?3  ft^ ,  yz  /4  ^^  punten  {ft^  ft^^ 
(Xs  74)  bepaalt,  welke  ten  opzichte  van  de  paren  ft^ ,  ft^  en 
/si  /4  tian  het  punt  ^^  harmonisch  zgn  toegevoegd. 

Elke  diagonaal  D  behoort  tot  drie  volledige  vierzgden 
der  overeenkomstige  (I24,  I63):  elk  der  punten  A  is  dus  met 
drie  diagonalen  T  incident.  De  Ign  a^  b^  c^  wordt  b.  v.  in 
het  punt  {bi  c^)  gesneden  door  de  Ignen  a^  a^ ,  a^y^^  ^4  /s* 

»De  punten   A,    welke   op   de  driepuntige  diagonalen  der 

>  harmonische  (243,  I84)  hare  ponten  tot  harmonische  groe- 
>pen  aanvallen,  vormen  met  de  tweepuntige  diagonalen  dezer 
»cfl  eene  (963,  724).  Op  elke  Ign  der  laatste  cf.  zgn  de 
>vier  cf.  punten  tot  twee  paren  eener  kwadratische  involutie 
>vereenigd,  waarvoor  twee  punten  der  (243,  I84)  de  coïn- 
»cidentiepunten  zgn.'* 

3.  Het  tweede  tiental  Ignen  van  tabel  D*)  vormt  met 
de  Ignen  van  tabel  C\)  de  volgende  (I24,  163)A: 


^2  ^3  ^4 

«2  ^3  % 

62  ^8  *4 

^2  Ö3  C4 

8^    Ö3  Ö4 
8 2    63  ^4 

«2  ^3  ^4 
«2  ^3  ^4 

62  ^8  C4 

63  &3  ^4 

H   ^3  ^4 

C3  63  a^ 

^2  ^3  ^4 

«2  ^8  ^4    ^2  ^8  ^4 

C2  C3  ^4 

•)L 
t)l 

C.  \  4. 

.  c.  {  3. 

•     • 


(H) 
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Zg  bevat  9  punten  der  oorspronkelgke  en  3  punten  der 
geassocieerde  (I24,  I63)  A,  terwgl  van  hare  Ignen  6  tot  de 
oorspronkelgke,  ééne  tot  de  geassocieerde  en  de  overige  9 
als  diagonalen  tot  beide  cf.  behooren. 

>De  punten  der  harmonische  (243,  ^^4)  kunnen  tot  32 
»cf.  (244,  I63)  A  gebracht  worden,  welke  ieder  9  Ignen  en 
»7  driepuntige  diagonalen  met  haar  gemeen  hebben/' 

Met  het  oog  op  de  §§  4  en  5  van  het  aangehaalde  op- 
stel bevat  de  volgende  tabel  de  drietallen  van  diagonalen 
der  (I24,  I63)  van  tabel  (II),  welke  in  één  punt  samenko- 
men; 9  dezer  punten  behooren  als  doorsneden  van  eene  T 
met  eene  D  tot  de  punten  h. 
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EUeruit  volgt,   met  behulp  van  tabel  E,  voor  de  geasso- 
cieerde der  (I24,  I63)  van  tabel  (U)  dit  overzicht: 
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(IV) 


Deze  tabel  vertoont  eene  merkwaardige  overeenkonuit  met 
de  tabel  B  '^),  welke  de  l^nen  der  uit  de  punten  {oi  bi  Cg-) 
geTormde  (I24,  I63)  A.  bevat;  zq  ontstaat  uit  de  laatste, 
wanneer  men  oi ,  6»,  c/  {i  =  2,  3,  4)  achtereenvolgens  door 
{bi  ci),  {a  Oi),  (o,  6i)  vervangt. 

»Elke  drie  collineaire  punten  eener  (I24,  I63)  A  vormen 
smet  de  9  punten,  door  welke  z^  op  de  in  hen  samenko- 
>  mende  cf.  Ignen  tot  harmonische  groepen  worden  aange* 
svuld,  eene  cf.  van  dezelfde  soort.  ^' 

Wordt  deze  beschouwing  toegepast  op  alle  Ignen  van  twee 
geassocieerde  (I24,  I63)  A,  dan  heeft  men: 

»Uit  de  punten  der  harmonische  (243,  I84)  en  der  bg- 
» behoorende  (963 ,  724)  kunnen  32  cf.  (I24 ,  16)  A  ge- 
»vormd  worden,  welke  ieder  met  deze  beide  cf.  3  resp.  9 
»pimten  gemeen  hebben." 

4.  Elke  Ign  H,  welke  in  de  (12a,  I63)  van  tabel  (lY) 
tot  de  restfiguur  van  ai  bi  Ci  behoort,  verbindt  drie  pun- 
ten van  drie  onderling  gescheiden  Ignen  der  (124,  1 63)  van 
tabel  Bf). 

Daar  nu  elke  l^n  der  laatste  cf .  in  twee  kwadrupels  van 
onderling  gescheiden  Ignen  voorkomt,  dus  van  zes  paren 
gescheiden  is,  zullen  de  96  l^nen  H^  tot  welke  de  cf. 
(o»  bg  Ci)  aanleiding  geeft,  zes  aan  zes  door  hare  48  pun- 
ten h  gaan. 


♦)  1.  c.  f  3. 
t)  1.  c  f  3. 


(2U) 

Elke  der  9  Ignen,  welke  in  de  cf.  van  tabel  TV  met 
üi  &|  C|  verbonden  z^n,  is  in  eene  volledige  vierzgde  har- 
monisch toegevoegd  aan  eene  zgde  ten  opzichte  van  eene 
andere  zgde  en  eene  diagonaal ;  a^  (03  c^)  (03  62)  wordt  b.y. 
door  üi  &i  Cl  harmonisch  gescheiden  van  o^  b^  C2  en  a^  a^- 
Daar  a^  ^^  ^  volledige  vierzgden  der  oorspronkelgke  cf. 
behoort,  komen  in  dat  punt,  behalve  de  in  §  2  besproken 
6  Ignen  T,  nog  12  door  paren  van  punten  h  getrokken 
Ignen  samen. 

»De  48  tot  eene  (I24,  I63)  A  behoorende  ponten  Avor- 
>men  met  de  96  Ignen  ^  en  de  16  cf.  l^nen  eene  (487,  11 23); 
>van  de  216  diagonalen  dezer  nieuwe  cf.  gaan  er  18  door 
»elk  punt  der  (12^,  I63);  onder  deze  diagonalen  bevinden 
»zich  72,  die  tevens  diagonalen  der  aan  de  geassocieeide 
>(124,  I63)  A  toekomende  (48^,  11 23)  z^n  en  met  de  beide 
>  groepen  van  punten  h  de  boven  besproken  (963,  724)  vor- 


»men 


ff 


>Door  weglating  van  de  16  l^nen  der  (I24,  1 63)  ontstaat 
>uit  de  (487,  1123)  eene  (48^,  963)". 

5.  Elk  j.aar  driepuntige  diagonalen  der  harmonische 
(243,  184),  welke  geassocieerde  Ignen  eener  (I54,  2O3)  zgn, 
bevat  een  zestal  onderling  gescheiden  punten;  wordt  zulk 
een  zestal  uit  de  harmonische  cf.  verwgderd,  dan  ontstaat 
eene  merkwaardige  cf.  183.  Door  weglating  van  de  punten 
ai  61  Cl  S2  ^8  ^4  uit  de  tabel  F,  *)  verkrygt  men  b.  v.  de  cf. 
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(V) 


Deze    cf.    bestaat    uit   twee  drietallen  van  onderling  ge- 
scheiden driehoeken, 


•)  1.  c.  f  6. 
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(VI) 


welke  zoodanige  plaatsing  ten  opzichte  van  elkander  heb- 
ben, dat  elke  z^de  en  liet  overstaande  hoekpunt  van  lederen 
driehoek  -van  eene  groep  met  een  hoekpunt  en  de  overstaande 
zgde  van  een   drielioek   der  andere  groep  incident  zgn. 

Elk  punt  der  I83  komt  evenals  elke  l^n  slechts  in  een 
cf.  driehoek  ^oor.  Van  de  32  driepuntige  diagonalen  der 
harmonische  cf  •  beyat  deze  I83  er  nog  de  volgende  twaalf, 
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welke  blikbaar  'n  vier  verschillende  zestallen  van  onderling 
gescheiden  l^nen  kunnen  gerangschikt  worden. 

»Uit  de  punten  en  l^nen  der  harmonische  (243,  I84) 
>kxmnen  16  cf*  I83  gevormd  worden,  van  welke  ieder  uit 
»t^P7ee  drietallen  van  driehoeken  bestaat,  zoodat  elk  hoek- 
»pnnt  van  een  driehoek  der  eene  groep  op  eene  zgde  van 
»een  driehoek  der  andere  groep  ligt". 

€.  Door  toevoeging  van  de  eerste  zes  Ignen  van  tabel 
VTI  ontstaat  uit  de  cf.  I83  eene  (18^,  243),  welke  niet 
meer  regelmatig  is,  daar  zg  wel  ten  opzichte  van  elk  harer 
pxinten,  maar  niet  ten  opzichte  van  elke  harer  Ignen,  op 
gelgksoortige  wgze  is  samengesteld,  dus  niet  reciprook  over- 
eenkomt met  de  harmonische  (243,  I84).  Elk  punt  be- 
hoort   tot  7  cf.  driehoeken;  voor  a^  zgn  het  de  driehoeken 

«s  «é  ra- 
Wordt  ook  het  tweede  zestal  Ignen  van  tabel  YII  in  de 

figuur  opgenomeui   dan  ontstaat  eene  (I85,  3O3),  waarin  elk 

punt  tot  15  cf.  driehoeken  behoort;  voor  het  punt  a^^  komen 

bg    de   boyengenoemde    7    nog    deze :    a^  63  64  f  a^  ^3  c^ , 

«a   63  «3,   Oji   &8   /^2»   ^2  ^4  «4»   H  <'4  72»   ^2   0^3   72»   ^2  ^^  ft%' 


(  216  ) 

>De  printen  der  harmonische  (243,  ^^*)  S^ven  aanleiding 
»tot  64  cf.  (I84,  243)  en  even  zoovele  cf.  (I85,  SQ^Y\ 

7.  Zondert  men  van  de  cf.  I83  een  zestal  onderling  ge- 
scheiden pnnten  af,  dan  blyfb  eene  ^^123,  I83)  over,  waaruit 
door  toevoeging  van  de  nevenhoekpanten  pi  qi  ri  der  har- 
monische (243,  I84)  en  van  drie  gescheiden  l^nen  der  door 
hen  bepaalde  (92,  63)  eene  cf.  2I3  ontstaat.  Zoo  levert  de 
vervanging  van  de  punten  o^  63  C4  a%  fi^  y^  door  p»  qi  ri 
het  volgende  overzicht  (L  c,  g  8). 
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In  deze  cf.  behoort  geen  der  punten  p,  7,  r  tot  een  cf. 
driehoek,  terwgl  de  oyerige  punten  ieder  in  twee  driehoe- 
ken voorkomen. 

De  cf.  gaat  over  in  eene  (2I4,,  283),  wanneer  men  de 
volgende  7  driepuntige  diagonalen  als  cf.  Ignen  beschouwt: 
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Uit  de  harmonische  (243,  I84)  kan  eene  2I3  a%eleid 
worden,  welke  van  de  2I3  van  tabel  YIII  in  samenstelling 
verschilt,  door  de  punten  van  een  der  geassocieerde  (12^,  I63)  A 
weg  te  laten  en  de  nevenhoekpunten  p,  7,  r  met  drie  ge- 
scheiden Ignen  der  door  hen  bepaalde  (9^,  63)  in  de  figuur 
op  te  nemen.     Hierdoor  ontstaat  b.v.  de  tabel: 
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Dat  deze  21 3  niet  met  de  21s  van  tabel  VIII  gelgksoor- 
tig  is,  blgkt  terstond  uit  het  aantal  cf.  driehoeken,  waartoe 
de  cf.  punten  behooren:  naarmate  zy  tot  de  (I24,  I63) 
cf.  of  tot  hare  nevenhoekpunten  gerekend  moeten  worden, 
komen  zg  in  9  of  4  cf.  driehoeken  voor. 

Uit  deze  2I3  kunnen  8  cf.  (21 4,  283)  a%eleid  worden 
door  toevoeging  van  7  driepuntige  diagonalen;  elk  der  8 
kwadrupels  yan  gescheiden  Ignen  der  (I24,  I63)  waarvan 
de  2I3  de  punten  bevat,  kan  daartoe,  in  verband  met  de 
overige  drie  Ignen  van  de  (Og,  63)  der  nevenhoekpunten, 
gebezigd  worden.     De  7  nieuwe  Ignen  kunnen  b.v.  zyu: 


ai  bi  Cl 

Og   63    C4 

P2   ?4   ••3 

«8   *4   Cg 

P3  ?a  ''4 

04  is  ^3 

P4   ?8   ''s 

(XI) 


De  beide  cf.  (2I4,  283)  hebben  blgkbaar  26  Ignen  ge- 
meen; het  aantal  cf.  driehoeken,  waarin  de  cf.  punten  voor- 
komen, is  voor  de  laatst  beschouwde  9  of  4  (evenals  voor 
de  2I3,  waaruit  z^  afgeleid  werd),  voor  de  eerstgenoemde 
5  of  0. 

»Uit  de  punten  der  harmonische  (243,  I84)  en  hare  neven- 
> hoekpunten  kunnen  240  cf.  2I3  gevormd  worden,  welke 
»van  elke  der  beide  geassocieerde  (I24,  I63)  6  punten  en 
>aUe  nevenhoekpunten  bevatten,  en  4  met  de  vorige  onge- 
lijksoortige 2I3,  welke  de  nevenhoekpunten  en  alle  punten 


(218) 

»Yan  eene  der  beide  (I24,  I63)  beTatten.  Door  toevo^ing 
» telkens  van  een  stel  van  7  nieuwe  Ignen  kunnen  uit  deze 
»cf.  (240  H-  32)  cf.  (2I4,  283)  gevormd  worden;  de  laatste 
»32  verscldllen  in  samenstelling  van  de  240  der  eerste 
groep". 

8.  De  in  den  aanhef  van  §  4  gemaakte  opmerking  geeft 
het  middel  om  gemakkel^k  een  tabel  voor  de  Ignen  der 
aldaar  gevonden  cf.  (480,  963)  te  verkrggen.  Daarbg  blgkt, 
dat  van  de  16  restfiguren  (92,  63)  A^  waaruit  deze  cf.  is 
samengesteld,  er  slechts  drie  behoeven  opgeschreven  te  wor- 
den, daar  de  overige  door  verschikking  van  letters  en  indices 
uit  deze  voortvloeien. 

Deze  zgn : 


(h  h)  ih  <^3)  (^  ^^) 
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(«8   *8)    (*1  <^é)  («2   <*8) 
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(«2   *l)   (^4  ^1)  («1    ^8) 
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(«2   *2)    (^4    C4)   (03    Cs) 

(as  6g)  (62  C2)  (a*  C4) 
(ai  64)  (^8  <^s)  («2  ^2) 
(ai  bi)  (63  C2)  fog  Cs) 

(«2  *2)  (*1  C4,)   (^3   Cg)   .  .(XII) 
(«8   *8)   ih  «^s)   i^l   ^^) 

(ai  62)  (*4  Cl)  (og  C4) 
K  *l)   (*2   ^s)    («3    C]) 

(03  bi)  (61  C4)  (ai  Cs). 


Het  eerste  zestal  Ignen  staat  op  zichzelf;  uit  het  tweede 
kunnen  nog  8,  uit  het  derde  nog  5  zestallen  afgeleid  wor- 
den ;  dit  hangt  hiermede  samen,  dat  de  Ignen  der  oorspron- 
Igke  (I24,  I63),  waarvoor  deze  getallen  de  restfiguren  zgn, 
tot  de  grondvormen  ai  61  Ci ,  ai  bi  c»  (a»  61  c; ,  04  b,-  cj. 
Of  bk  Cl  (1,  k,  1=2,  8,  4)  kunnen  gebraclt  worden. 

Met  behulp  van  de  volledige  tabel  der  bedoelde  (48^ ,  96s) 
vindt  men  gemakkelgk,  dat  zg  vgftientallen  van  onderling 
gescheiden  Ignen  bezit.  Als  voorbeeld  diene  de  volgende 
groep. 


(219) 


(«1  h)  ih  C4)  («8  Cl) 
(og  61)  (J4  Cl)  (ai  C3) 
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(03  is)  {*4  ^2)  («*  cs> 

(«3   62)   (64   C3)   («4   C2) 


(«1  *3)  ih  cj)  (04  Cl) 

(«s  *i)  (6»  Cl)  (ai  C4) 

(Og  i4)  (63  C2)  (ö^s  C4) 

(«4  ifi)   (*8    C4)   («8   C2) 

(«2  ^2)   (*8   C3)   (04   C4) 
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(a*  64)  (62  C2)  («3  C3) 


(XIII) 


Het  is  das  niet  mogelgk,  om  uit  deze  cf«  door  de  boven- 
gebez^de  methode  vaD  afzondering  eener  groep  van  cf.  1^'« 
nen,  eene  eenvpudiger  cf.  verkregen.  Maar  door  op  te  mer- 
ken, dat  in  de  cf.  (487,  II23)  vaD  §  4  de  Ign  (ai  ft^), 
(^1  Cl),  (fli  Cl)  voorkomt,  die  met  bovenstaand  vgftiental 
eene  groep  van  16  onderling  gescheiden  Ignen  vormt,  welke 
samen  alle  pnnten  der  cf.  bevatten,  komt  men  tot  eene 
nienwe  (48q,  963)  door  deze  16  Ignen  weg  te  laten. 

De  eerstgenoemde  (483,  963)  heeft  144  tweepuntige  dia- 
gonalen, die  in  twaalftallen  met  de  punten  der  oorspron- 
kelgke  (I24,  I63)  incident  zgn;  daar  zg  elk  twee  punten 
der  (48q  ,  963)  bevatten,  komen  in  elk  dezer  punten  6  zulke 
diagonalen  samen.  Door  deze  144  Ignen  in  de  cf.  op  te 
nemen,  verkrggt  men  dus  eene  cf.  (60^^  9  24O3),  voor  welke 
de  lynen  der  (I24,  I63)  zespuntige  diagonalen  zgn. 

9.  Met  het  oog  op  de  uitkomsten  der  vorige  §§  zal  bg 
het  onderzoek  Tan  cf.  met  vrucht  gebruik  gemaakt  kunnen 
worden  van  deze  regels. 

> Bezit  eene  cf.  {pxq^  q  Xp)  eene  groep  van  x  onderling 
» gescheiden  Ignen,  dan  levert  de  afzondering  dezer  Ignen 
>eene  cf.  (p  j?^—] ,  (q  —  1)  ^p)  -B^eeft  zg  x  diagonalen,  welke 
>  ieder  eene  verschillende  groep  van  p  cf.  punten  bevatten, 
»dan  ontstaat  door  het  toevoegen  dezer  p=puntige  diago- 
>nalen  eene  cf.  (pa?,,4.i,  {q  +  1)^;,)." 


RAPPORT 

OVBR  BK  YEBHANDELIKO  VAN  DEN  HeEB  Db.  J.  T.  OUDEHANS^ 

getiteld: 

BEITBAGE  ZUK  KENNTNISS  DES  CHIKOMTS 
MADAGA.SCABIENSIS. 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  yan  80  Juni  1888). 


De  ondergeteekenden  hebben  de  eer,  over  deze  in  hunne 
handen  gestelde  verhandeling,  het  volgende  mede  te  deelen. 

Genoemde  verhandeling,  groot  38  folio-pagina's  schrift  en 
vergezeld  van  3  platen,  bevat  anatomische  onderzoekingen 
en  biologische  aanteekeningen  over  ühiromys  madagascarien- 
sis,  van  welke  belangwekkende  en  zeldzame  Prosimia  van 
Madagascar  tot  nog  toe  slechts  weinige  exemplaren  bekend 
zgn,  terw^l  slechts  enkele  schrgvers  zich  met  haar  anatomie 
hebben  beziggehouden.  Elk  nieuw  onderzoek  over  dit  be- 
langr^k  dier  is  dan  ook  met  vreugde  te  begroeten. 

Den  schrgver  stonden  2  vrouweLgke  exemplaren  ten  dienste. 
Het  eene,  in  den  tuin  van  het  Kon.  zool.  Gen.  Natura 
Artis  Magistra  gestorven,  werd  gedeeltelgk  versch  onder- 
zocht; het  andere  exemplaar  was  in  alcohol  bewaard. 
Het  onderzoek  strekte  zich  uit  over  het  spiei-stelsel,  het 
oog,  de  hersenen,  het  darmkanaal,  de  bronchiaalvertakkin- 
gen,  de  tepels,  alsmede  over  de  wgze  waarop  het  dier  zich 
voedt.  Yan  de  figuren  behooren  er  9  bg  het  spierstelsel,  4 
hjj  de  hersenen,  1  by  het  darmkanaal  en  1  bg  de  voedings- 
wgze  van  het  dier. 
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Aan  de  behandeling  van  het  spierstelsel  is  het  grootste 
gedeelte  van  h'^t  onderzoek  van  den  Heer  Oudbhans  gewijd; 
met  uitzondering  van  de  aangezichtsspieren,  die  kortelings 
door  RuGE  zeer  volledig  bewerkt  z'jn  en  van  de  romp-  en 
staartspieren,  heeft  de  schrijver  van  het  spierstelsel  van  Ghi- 
romys,  in  *t  bizonder  van  dat  der  1  dematen  eene  uitvoerige 
en  nauwkeurige  beschryving  geleverd.  By  vergelyking  met 
oudere  onderzoekingen  zooals  b.  v.  met  die  van  Ow£N,  Mu- 
Bi£  AND  MiVAET  en  Alix,  onderscheidt  zich  de  hier  voor 
ons  liggende  verhandeling  door  groote  nauwkeurigheid.  Het 
meest  stemmen  de  door  den  schrijver  verkregen  resultaten 
met  die  van  Mctrib  and  Mivart  overeen.  In  menig  opzicht 
bevat  evenwel  het  onderzoek  van  den  Heer  Oudbhans  tal 
van  nieuwe  bizonderheden.  De  innervatie  der  spieren  is  in 
hoofdzaak  niet  nagegaan,  hetgeen  echter  ten  volle  te  ver- 
ontschuldigen is,  wanneer  men  bedenkt  dat  bij  een  dier  als 
Chiromys,  het  homologiseeren  der  spieren  zoo  goed  als  geen 
bezwaren  oplevert. 

Bg  de  behandeling  van  het  oog  bespreekt  de  schrijver 
wel  de  oogleden  en  de  oogspieren,  maar  van  een  speciaal 
onderzoek  van  den  bulbus  moest  h^  dojr  den  minder  goeden 
oonservatietoestand  afzien. 

Van  de  hersenen,  (voor  de  eerste  maal  dat  de  hersenen 
van  een  Chiromys  in  verschen  toestand  onderzocht  zijn), 
werden  de  grootte,  de  vorm,  de  convexiteit  der  hemisphaeren 
en  de  kleine  hersenen  meer  speciaal  behandeld,  waarbg  de 
schryver  tevens  eenige  vergelijkingen  met  de  door  Owbn  on- 
derzochte hersenen  van  een  spiritusexemplaar  van  Chiromys 
en  met  de  hersenen  van  Lemur  catta  en  die  van  Perodicticus 
Potto  ten  beste  geeft.  De  nomenclatuur  van  de  sleuven  der 
hemisphaeren  ontleent  de  schryver  aan  Eeueg,  maar  ont- 
houdt zich  van  voorbarige  vergelijkingen  met  bij  den  mensch 
voorkomende  toestanden. 

De  door  den  Heer  Oddekans  aan  het  darmkanaal  zijner 
beide  exemplaren  verrichte  metingen  doen  ons  zien,  ook 
wanneer  hy  ze  met  de  uitkomsten  van  Owbn  en  Pbtbrs 
vergelekt,  dat  de  lengte  der  verschillende  onderafdeelingen 
belaogrgk  afwisselt.  Het  onderzoek  der  bronchiaalvertakkin- 
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gen  stemt  overeen  met  de  uitkomsten  van  Pbtebs,  dat  der 
tepels  met  de  beschrijying  van  Klaatscu. 

Daar  er  veel  tegenstrijdigheid  heerscht  over  het  voedsel 
van  Chiromys,  heeft  de  sehrgver  de  litteratuar  daarover 
naawkearig  nagegaan  en  komt  op  grond  van  eigen  waar- 
nemingen tot  de  slotsom,  dat  Chiromys  een  frogivoor  is, 
ofschoon  zg  evenwel  sommige  insecten  niet  versmaadt.  De 
wgze  waarop  een  nu  nog  in  den  Amsterdamschen  dierentuin 
levend  voorwerp  haar  voedsel  (appelen  en  walnoten)  tot  zich 
neemt,  wordt  uitvoerig  uiteengezet  en  door  een  afbeelding 
opgehelderd. 

De  litteratuur  is  uitvoerig  en  op  doeltrefifende  wgze  be- 
handeld. De  afbeeldingen  zyn  fraai  en  voortreffelgk  uit- 
gevoerd. 

Wg  zien  in  de  verhandeling  van  den  Heer  Oudbmaiïs  een 
zeer  belangrgke  en  te  waardeeren  bgdrage  tot  de  kennis 
van  Chiromys,  die  vele  nieuwe  feiten  aan  het  licht  brengt 
en  verder  vele  onderdeelen  grondiger  behandelt  dan  tot  dus- 
ver geschied  is.  Wg  aarzelen  dan  ook  niet  het  onderzoek 
van  den  Heer  Oudbmans  ter  opneming  in  de  Verhandelingen 
aan  de  Afdeeüng  aan  te  bevelen. 

Amsterdam  en  Leiden^ 

Juni  1888. 

Bi.  FLfRBBINGBR, 

C.  K.  HOPFMANN. 


RAPPORT 

OYEB  EENB 
YESHAUDSLniG   VAN   DEN   HSBE   De.    F.    H.   DOJ£S 

,OVER  DE  APHANKELIJKHEID  DEB  0PL08BAABHEID  VAN 

DEUK  EN  TEMPEBATÜÜR". 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  30  Juni  1888). 


De  yerhandeling  van  den  Heer  Dojes,  waarover  ons  is 
opgedragen  rapport  uit  te  brengen,  heeft  tot  titel:  »de  af- 
hankelgkheid  der  oplosbaarheid  van  druk  en  temperatuur". 
Had  de  schr^ver  nauwkeurig  willen  z^n,  dan  had  hg  er 
wel  mogen  bgvoegen  »der  zouten'';  immers  alleen  de  op- 
losbaarheid daarvan  wordt  behandeld;  doch  ook  dan  ware 
o.  i.  de  titel  nog  niet  juist. 

Het  volgende  geeft  beter  den  inhoud  der  verhandeling 
weder:  »een  betrekking  tusschen  de  verandering  in  de  op- 
losbaarheid der  zouten  en  de  verandering  in  de  spanning 
van  den  damp  boven  die  oplossingen*'.  Een  vraag,  be- 
trekking hebbende  op  de  verandering  der  electromotorische 
kracht  van  enkele  cellen  met  de  temperatuur,  wordt  aan 
het  einde  dezer  niet  zeer  groote  verhandeling  mede  door 
den  schr^ver  behandeld. 

Iq  de  eerste  plaats  zoekt  de  schrgver  de  betrekking  tus- 
schen de  verandering  in  de  oplosbaarheid  bg  druk  verhoo- 
ging en  de  vermindering  in  de  spanning  van  den  waterdamp 
boven  een  geconcentreerde  zoutoplossing,  vergeleken  bg  die 
boren  zuiver  water.  Langs  twee  verschillende  wegen  wordt 
die  betrekking    verkr^en,    nl.    met    behulp  van  de  theorie 
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van  de  therinodynamische  potentiaal  en  door  de  beschoufving 
van  een  omkeerbaar  isothermisch  kringproces,  waarby  eerst 
door  druk  zout  uitgescheiden  wordt,  daarna  water  verdampt 
en  ten  laatsten  het  verdampte  water  weder  met  het  uii^e- 
scheiden  zout  tot  de  vroegere  oplossing  wordt  teruggebracht. 
By  zulk  een  omkeerbaar  isothermisch  kringproces  is  de  som 
der  verrichte  hoeveelheden  arbeid  gelijk  nul,  en  het  is  van 
deze  eigenschap,  dat  de  schrijver  gebruik  maakt  om  de  for- 
mule te  vinden,  die  hem  tot  de  slotsom  leidt:  dat  b^  alle 
zouten,  die  onder  contractie  oplossen,  de  oplosbaarheid  bg 
verhooging  van  druk  vermeerdert  en  omgekeerd. 

Het  schijnt  ons  toe,  dat  de  schrijver  dit  resultaat  als  het 
voornaamste  beschouwt  wat  uit  de  gevonden  formule  volgt. 
Ten    minste   dit    is  het  eenige  gevolg  dat  afzonderlyk  aan- 
geduid   en  in  het  licht  gesteld  wordt.     Is  dit  zoo,  dan  zou 
niet   veel  nieuws  gevonden  en  de  formule  van  niet  veel  be- 
teekenis  zgn,  want  reeds  vóór  15  ii  16  jaren  is  door  Gibbs 
de   algemeene   regel  uitgesproken,  waaronder  dit  als  b^zon- 
der   geval  behoort,  nl.    »bg  verhooging  van  druk  verdwijnt 
die    phase   die   het  grootste  volumen  heeft,  en  treedt  in  de 
plaats    die   van    het   kleinste  volumen'\     Een  ander  gevolg 
der  gevonden  formule  echter  is  óf  nieuw  óf  ten  minste  veel 
minder  algemeen  bekend,  nl.  hoe  de  verandering  der  oplos- 
baarheid   met    verhoogden    druk  berekend  zou  kunnen  wor- 
den, indien  bekend  is  de  mate  waarin  de  spanning  van  den 
waterdamp    met  het  zoutgehalte  der  oplossing  samenhangt. 
Mocht  men,  zooals  de  schrgver  doet,  aannemen  dat  de  druk 
regelmatig    met  aangroeiend  zoutgehalte  en  evenredig  daar- 
aan   afiieemt,  —    iets    dat   approximatief  bij  zeer  verdunde 
oplossingen  geldt  en  wel  eens  de  wet  van  Wdllnbr  genoemd 
wordty    —    dan  liet  de  gevonden  formule  ook  de  bovenge- 
noemde    berekening   toe.     De  schrgver  waagt  zich  dan  ook 
aan    enkele    berekeningen.     Maar    de    overeenstemming  met 
de    ervaring  is  niet  zeer  groot  en  dit  wordt  door  hem  toe- 
geschreven     aan    mogelijke    fouten    der    waarneming.      Wg 
schrgven  ze  toe  aan  het  met  gelden  der  wet  van  Wüllhbr. 

In  de  tweede  plaats  wordt  behandeld  de  verandering  der 
oplosbaarheid    met    de  temperatuur,  of  liever  deze  verande- 
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ring  wordt  in  verband  gebracht  met  de  vermindering  der 
dampspanning. 

Maar  w^  znllen  niet  verder  in  byzonderheden  treden  en 
liever  tot  de  formuleering  van  ons  advies  overgaan. 

De  verhandeling  bevat  iets  nieuws  of  ten  minste  weinig 
bekends.  Dit  geeft  den  doorslag,  waar  wg  anders  zouden 
aarzelen.  Want  w^  hebben  tegen  de  behandeling,  vooral 
uit  het  oogpunt  van  duidelijkheid  en  nauwkeurigheid,  be- 
denkingen. Ook  het  gebruikte  kringproces  kan  ons  niet 
voldoen.  Daarom  raden  wij  de  Akademie  aan,  de  verhan- 
deling wel  in  de  V'^erslagen  en  Mededeelingen  op  te  nemen ; 
maar  den  schr^ver  vooraf  met  dit  rapport  in  kennis  te 
stellen,  opdat  hy  met  de  Commissie  in  overleg  trede  over 
aan  te  brengen  verbeteringen. 

Amsterdam  en  Haarlem^ 
28  Juni  1888. 

J.  D.  VAN  DER  WAALS. 
J.  BOSSCHA. 


OVER  EENIGE  FOKMÜLES, 

B2TBEKKIN0  HEBBENDE  OF  DE 

VERANDERINGEN  IN  SAMENSTELLING  DER  OPLOS- 

SINGEN,  DOOR  DRUK-  EN  TEMPERATÜÜRS- 

VERANDERINGEN  BEWERKT. 


DOOB 


Dr.  P.   H.  DOJES. 


Inleidiitg. 

Ter  rechtvaardiging  en  verduidelijking  van  de  navolgende 
toepassingen  van  de  theorie  van  den  thermodynamischen  po- 
tentiaal mogen  hier  de  volgende  beschouwingen  voorafgaan. 

De  bekende  theorie  van  Gibbs  leert,  dat  er  chemisch  even- 
wicht bestaat,  wanneer  de  thermodynamische  potentiaal  eene 
minimum-waarde  heeft.  Vooral  door  Duhev  *)  is  deze  theorie 
systematisch  doorgevoerd  en  toegepast.  Ten  einde  tot  grootere 
kortheid  van  uitdrukking  te  geraken,  zullen  hier  eenige  sym- 
bolische benamingen  gebruikt  worden.  Men  beschouwe  n.1. 
een  mengsel  of  oplossing  van  twee  of  meer  bestanddeelen. 
De  grootte  van  den  thermodynamischen  potentiaal,  het  vo- 
lume, de  energie  en  de  entropie  van  het  geheel  hangt  af 
van  de  hoeveelheid  en  de  verhouding,  waarin  de  bestand- 
deelen optreden.  De  bedoelde  symbolische  uitdrukkingen  na 
zgn  de  thermodynamische  potentiaal,  het  volume,  de  energie 


*)  DuHEH.  Poieniiel  Thermodynamique  etc.  Paris  1886.    Men  zie  ook 
Plajtck.  Wied.  Ann,  Bd  30  en  31.  1887. 
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en  de  entropie  van  elk  der  bestanddeelen,  zooals  zij  in  het 
mengsel  voorkomen.  Men  boude  wel  in  *t  oog,  dat  z^  al- 
leen symbolisch  zyn;  hare  werkelijke  beteekenis  moge  uit 
het  volgende  blaken. 

Zij  F  de  thermodynamische  potentiaal  onder  den  con- 
stanten druk  p  van  eene  zekere  hoeveelheid  van  een  (ho- 
mogeen) mengsel,  die  M-^  G.  van  de  eene  en  M^  6.  van  de 
andere  stof  bevat.  Z^  V  het  volume  van  deze  hoeveelheid, 
U  en  S  hare  energie,  respectievelgk  entropie. 

Daar  jP,  F,  U  en  S  alle  homogene  functiën  van  den 
eersten  graad  in  Mi  en  M^  z^n,  bestaan  de  volgende  ge* 
Igkheden : 

Verder  heeft  men  daar  F  ■=.    U —  TS  +  p  F"  is: 

^F  iU         ^    dS     ,         ^V 

—  -^TTT  +  P 


^F  èü         ^05  öF 


öifg         èAfs  di/jj        '^  öilfa 


A   .  1^  _  i_  (AR.  _  T—  ^      IZ 


'.)  = 


of,  daar 


—   T +  p  —  =  O 

dT         ar         ^T 

_ö_     _è^  __  2^  . 


Evenzoo  is: 
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d        hF  fd5 


dT      difa  dif, 


Verder  ia : 


en  eyenzoo : 

±  .  IL  .-  IZ. 
dp      è  J/j         d  A^8 

Voert  men  de  volgende  notatiën  in: 
^-F       ^-F       ^-V       ^-V 


s 


^U  }>ü  05  è5  _ 


dan  bestaan  tusschen  deze  grootheden  de  betrekkingen: 

Fi  =  U^—TS,  +  pV^ 
Fi  =   Ü^-TS^  +  pFs 

^■^1  _        c        ^Ja  _         c         ^-^1  —   j.  ir   fl« 


=    +    1^2. 


Tusschen  de  grootheden  F^^  Fi ,  ï/j ,  en  iS^ ,  i^g »  ^2 > 
ü^  en  ^2  bestaan  das  die  betrekkingen,  welke  gelden  voor 
den  thermodynamischen  potentiaal,  het  yolume,  de  energie  en 
de  entropie  van  eene  onvermengd  voorkomende  stof.  Maar 
op  zich  zelf  heeft  het  geen  physischen  zin,  te  spreken  van 
den  thermodynamischen  potentiaal,  het  volume,  de  energie 
en  de  entropie  van  elk  der  bestanddeelen,  zooals  zij  in  het 
mengsel  voorkomen. 
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Voor  een  mengsel  van  meer  dan  twee  bestanddeelen  gel- 
den gelgke  betrekkingen. 

Beschouwen  w^  thans  de  voorwaarden  voor  chemisch 
eveawicht.  Laten  twee  sto£Pen  twee  mengsels  van  verschil- 
lende samenstelling  vormen;  zg  treden  dan  volgens  de  uit- 
drukking van  GiBBs  in  twee  verschillende  phasen  op.  Voor 
het  eene  mengsel,  dat  M^  G.  resp.  M^  G.  der  beide  be- 
standdeelen beyat,  hebben  F^  F,  ü'  en  5 ;  /'j ,  Vi^  ü^  en 
6'i ;  F^ ,  V^ ,  U^  en  S^  de  bovengemelde  beteekenis.  /i  r, 
tt  en  < ;  /^ ,  v^ ,  U|  eu  «^ ;  f^^  v^ ,  u^  en  «2  duiden  dezelfde 
grootheden  aan  voor  het  andere  mengsel,  dat  m^ ,  resp. 
m^  G.  bevat. 

Vermeerdert  de  hoeveelheid  tn^  met  de  oneindig  kleine 
hoeveelheid  dm-^  en  vermindert  dientengevolge  Mi  met  dm^ , 
dan  is  de  variatie  van  den  thermodynamischen  potentiaal: 

ö/"  ^F 

dtrii  —  d  tni 


en  daar  deze  functie  in  den  evenwichtstoestand  eene  mini- 
mumwaarde heeft,  moet  deze  variatie  gel^k  nul  zjjn.  Hier- 
uit volgt: 

^^          ^^    =0  of    f,-F,  =  0. 


dmi  d  Ml 

Ëvenzoo  geldt  voor  het  andere  bestanddeel ; 

7s  -  Fj  =  o , 

indien    f^    en    F^    voor    dit    bestanddeel  gelyke  beteekenis 
hebben  als  /\  en  /j  voor  het  eerstgenoemde. 

In  het  vervolg  hebben  F^    Fj ,   Ui  en  S^  F^,   F^ ,  Z/g 
en  $2  steeds  de  bovengemelde  beteekenis: 

^F         èr         hU         hS 

enz.; 


dMi  '     difi  '     d-^i  '     hMi 

de  symbolische   benamingen  voor  deze  functiën:  thermody- 
namische  potentiaal,  volume,  energie  en  entropie  van  1  G. 
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eener  stof,  zooals  deze  in  het  mengsel  voorkomt,  zgn  hier- 
door, wat  hare  beteekenis  betreft,  voldoende  verklaard. 

De  in  de  formales  optredende  verschillen  vi  —  K| , 
Va  —  Fj ,  —  *i  +  ^1  en  —  «3  +  ^2  hebben  eene  gemak* 
kelgk  aan  te  wgzen  beteekenis.  Immers,  vermeerdert  de 
hoeveelheid  mj  met  dmi  en  vermindert  dus  gel^kt^dig  Mi 
met  rfm| ,  dan  is  de  volume-vermeerdering  van  het  systeem 
der  beide  mengsels : 

dv  dV 

dmi  —  — —  dmi  =  dmi  (r^  —  Vi) 


dtni  dAfi 


üj  —  Fj   is  dus  de  volume-vermeerdering,  per  G.  berekend* 
Analoog  is  de  beteekenis  van  9^  —  V^  Evenzoo  stelt 


^  d«  dS 

Oi    = 


« 


de  entropie-vermeerdering  voor,  die  by  de  gemelde  verande- 
ring van  het  systeem  optreedt  (ook  weder  per  gewichtseen- 
heid berekend). 

By  het  vermengen  van  twee  vloeistoffen  kunnen  verschil- 
lende gevallen  voorkomeoi  waaronder  echter  twee  het  menig- 
vnldigst  optreden:  zy  kunnen  of  geheel  zich  vermengen,  of 
slechts  gedeeltelyk,  zóódat  twee  lagen  van  verschillende 
samenstelling  ontstaan.  De  thermodynamica  leert,  dat  de 
damp  boven  deze  beide  vloeistofmengsels  geheel  dezeifile  is 
en  verder,  dat  zy  beide  hetzelfde  vriespunt  hebben.  Daar- 
entegen lossen  gassen  en  vaste  stoffen  in  het  algemeen  slechts 
tot  een  bepaald  bedrag  in  eene  vloeistof  op.  Met  behulp 
van  den  thermodynamischen  potentiaal  kan  men  de  veran- 
deringen nagaan,  die  door  veranderden  druk  en  temperatuur 
in  de  samenstelling  der  mengsels  en  oplossingen  optreden. 


1.     Twee  gedeelteluk  mengbare  vloeistoffen. 

Beschouwen  wy  het  systeem  van  de  beide  vloeistoffen  en 
nemen    wy    als    concreet    voorbeeld    de   twee  mengsels  van 
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aethylaether  en  water.  Voor  de  gemakkelgkheid  der  nota- 
tien  duide  men  alle  grootheden,  die  op  de  benedenste  laag 
betrekking  hebben*  door  eeti*  hoofdletter  aan ;  daarentegen 
door  een  kleinen  letter  alle,  die  voor  de  bovenste  laag  gel- 
den. In  de  eerstgenoemde  laag  kome  voor  M^  6.  aether 
en  M2  Gr.  water;  /\  zy  de  thermodynamische  potentiaal 
onder  constanten  druk  van  1  6.  aether,  in  deze  laag  voor- 
komende, F^  die  voor  1  6.  water  van  dit  mengsel,  F\  zy 
het  volume,  dat  in  het  mengsel  door  1  6.  aether  wordt 
ingenomen,  V^  het  analoge  volume  van  1  6.  water,  Si  en 
S^  stellen  de  respectieve  entropiën  voor.  (symbolische  bena- 
mingen met  boven  verklaarde  beteekenis.)  Yoor  de  bovenste 
laag    hebben    fnxi    m^,  /it  f21  ^i?  ^2^  ^1  ^^  ^2  gelyksoortige 

beteekenis.     Men  stelle  ten  slotte  7-  =  i/  en   —  =  A. 

•0^1  tril 

De  beide  mengsels  verkeeren  oorspronkelyk  onder  den 
dmk  van  hun  damp.  In  de  volgende  formules  wordt  deze 
kleine  druk  verwaarloosd.  Als  evenwichtsvergely kingen  heeft 
men:  fi  —  Fi  =  O  en  f^  —  ^2  =  0.  Om  den  invloed  der 
drukvermeerdering  te  leeren  kennen,  heeft  men  slechts  neer 
te  schrijven,  dat  in  den  nieuwen  evenwichtstoestund  de  ther- 
modynamische potentialen  weer  gelyk  moeten  zijn.  Dit  geeft: 

i)/>  dfidp  op  dHdp 

en 


of  daar 


/•i  -  f  1  =  o  en  /-j  -  /*2  =  o  : 

^Ü   .   Ui.  Ut  ^^  _^Jj  .  i^  —  Q 
dp       öA    öp        dp        b  S     dp 

dp        dh    dp        dp         dB    dp  ~ 
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.    Vooreerst   heeft   men  nu  de  boven  (bladz.  228)  a%eleide 
vergelgkingen : 

^fl—„         ^f^—„        ^^l_17        ^^2_r^. 

op  óp  dp  dp 

verder  bertaan  de  betrekkingen  *) : 

dA  AdA         d^  H      i  H' 

Dit  allea  ingeroerd  zgnde,  vindt  men  door  oplossing : 

De  damp  boven  een  vloeistofmengsel  bevat  dampen  d^ 
beide  vloeistoffen;  kent  men  de  wet,  welke  volgens  de  par- 
tiêele  spanning  van  een  der  dampen  afhangt  van  de  verhoa- 
ding,  waarin  beide  vloeistoffen  gemengd  zgn,  dan  kan  men 

en  ■ 

d  iT  d  A 

berekenen.  Men  make  nl.  de  onderstelling,  dat  beide  dam- 
pen zich  als  volkomen  gassen  gedragen  en  dat  hunne  par- 
tiëele  spanningen  P^  en  P^  z^n,  zoodat  de  totale  dampdruk 
P  =  Pj  -|-  P2  is.  Is  F  dan  de  thermodynamische  potentiaal 
onder  den  totalen  druk  P  van  het  vloeistofmengsel,  dat  Mi  G. 
van  de  eene  en  M^  6.  van  de  andere  vloeistof  bevat,  en  is 
evenzoo  </'  die  voor  het  dampmengsel,  dat  uit  tii  6.  van 
de  eene  en  uit  n^  6.  van  de  andere  stof  in  damp  vorm  be- 
staat,  dan  bestaat  ook  hier  weer  de  evenwichtsvoorwaarde: 

_d^  _^  _  Q 
Men   kan  nu  \f  nog  anders  uitdrukken,  daar  volgens  on- 


*)  DuH£ii,  Potentiel  Tkemodynamique^  Paris  1886. 
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derstelling  beide  dampen  zich  als  volkomen  gassen  verhou- 
den. Denkt  men  zich  nl.  beide  damphoeveelheden  van  het 
mengsel  gescheiden  en  beide  afzonderlek  op  het  volume  ge- 
bracht, dat  door  het  dampmengsel  wordt  ingenomen,  dan  is 
de  som  van  de  functiên  energie,  entropie  en  thermodyna- 
mische  potentiaal  (onder  den  betreffenden  partiëelen  druk) 
der  beide  afzonderlgke  dampmassa's  gelgk  die  functiên,  welke 
voor  het  dampmengsel  gelden.  Is  dus  q>i  de  thermodynami- 
sche  potentiaal  onder  den  druk  P^  van  1  6.  van  den  eenen 

damp  en  q^  ^^^  onder  den  druk  P2  ^^^  ^  ^*  ^^^  ^^^  ^^" 
deren  damp,  dan  is : 

lp  =:  n^  cp}  4~  ^2  Va »  waaruit  volgt,  dat  —  =  9^  is. 

dfii 

Om  dit  te  bewezen,  houde  men  in  't  oog,  dat  in  de  formule 


d  Ml  d  ril 

de  differentiatie  van  F  naar  Mi  en  van  <//  naar  n|  plaats 
moet  bebben  bij  constante  waarde  van  den  totalen  druk  P. 
Daar  nu  cpi  van  P^  en  cp^  van  P^  afhangt,  zullen  w^  eerst 
9i  en  qpjj  uitdrukken  in  Pj ,  n^  en  wg.  Duiden  R^  Ten  R^T 
de  bekende  prodnkten  aan  voor  1  6.  van  elk  der  dampen, 
die  zich  volgen  onderstelling  als  volkomen  gassen  gedra- 
gen, dan  is: 


A  = 

"1  ^1              r  nn    P                       "2  ^              P 

en  dns: 

èP_ 

n«l                      P1JP2            dP»                   ^1^2 

--       —               en             —   

Onj!            fij  Ri   4"  ♦'2  ^2                Til  P  d  Ij                           Wj  P 

Men  vindt  dus  voor  ,  wanneer  P  constant  blijft : 

dip               ,         d9i       OPi     ,  öqPa       dPg 

d«i                  ^      dPi       O  til  dPg       èwi 


Daar 
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^   _    Vd,  —  ?^ 
dPi   -  -     P, 


(het   volume    van  1  G.  van  den  damp  onder  den  druk  Pi) 

en  evensoo 

^  <Ps    -Rg  T     ui  Ri  «2-^» 

dPa  ~     Ps   '      Pi     ~    Pi 

en  eindeiyk 


Pi 

èP» 

vallen  de  twee  laatste  termen  tegen  elkaar  weg  en  erblgft 
over: 


Evenzoo  is 

^       —  9i 
cni 

.          =    92 

Af 

Verandert    nu    de    verhouding   — ^  :=  H^   dan  verandert 

tevens    de    dampdruk.    F^  =  — —  hangt    zoowel    van  H 

als  van  den  totalen  druk  P  af;  - —  =  q>i  zynde,  verandert 

óni 

alleen  voor  zoover  de  partiëele  druk  P^  verandert. 

De  differentiatie  naar  H  geeft  dus: 

èfl  "*"  dp    dfi      dpl    d^  ~   ' 

Nu  is  --—  =    Vj, ,  waarin    Fi^.  het  volume  van  I  G.  van 
dPi 

dezen  damp  onder  den  druk  P^  voorstelt. 

}>p  ~    *  "  öi^l 
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is  de    volume-Yermeerdering   van  het  vloeistofmengsel,  ver- 
oorzaakt  door  dat  de  gewichtseenheid   van  de  vloeistof  Mi 
in  het  mengsel  overgaat. 
Men  vindt  dns: 

dB  ~~     ""'  èB  ^  ^H 

Yeinraarloost    men,    daar    F^    klein    is    tegenover     Vj,    en 

— —  slechts  om  — —  grooter  is  dan  — — ,  den  term  Vi  —— , 
(Nfl  0£f  o-a  d" 

dan  komt  men  tot  de  benaderde  formule: 

\dH~     '''dH 
Evenzo  o  is : 

M  _        ^ 

Neemt  men  verder  nog  aan,  dat  de  wet  van  Maeiottb 
geldig  is,  en  stelt  men  diensvolgens  Pj  Vj^  =.  p^  vj^  =  Ri  T, 
dan  komt  men  tot  de  vergelijkingen: 

dH~    '^'dB~   P,      dH       dh       "^'dh         pi       dh 

Voor    het    geval,    waarop  de  vergelijkingen  (l)  betrekking 
hebben  is  Pj  =pi  te  stellen; 

en     

zgn   echter    verschillend.     De   invoering   van  deze  waarden 
geeft  de  veigel^kingen : 

JtloaH       v^—V^+h jvj  —  Vj)  ^    ^^ 

hlogh  _  t>i  —  Vj  +  S  (ga  —  Vj)  p .^^. 

oh 
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Alle    tot  na  toe  uitgevoerde  experimenteele  onderzoekin- 

è/?i         dPi 
gen    scbynen    te  leeren,  dat  in  deze  formules  en  — — 

n^atief  zgn  en  wel  is  —  — •  >  —  '^  rr^ 

d  h  o  " 

Hebben  r^  —  Fj  en  v^  —  V^  hetzelfde  teeken,  dan  is  lit 

ook  het  geval  met    en  .  Opdat  na  druk  verhooging 

dp        d  p 

de  beide  mengsels  in  samenstelling  minder  van  elkander  ver* 
schillen,  hetgeen  den  overgang  vormt  tot  volkomen  vermen- 

X  r  \  ff 

ging,    moet  —  positief  en  negatief  zgn;  hieruit  volgt 

dp  dp 

Tl  —  ^1  <1  O  en  ^2  —  Fg  >  0;  deze  twee  laatste  voorwaar- 
den zijn  echter  niet  voldoende.  De  verandering  der  con- 
centratie door  druk  verhooging  is  verder,  al  het  overige 
gelgk  zgnde,  omgekeerd  evenredig  met  de  vermindering  in 
dampspanning. 

De  afhankelgkheid  der  samenstelling  der  twee  lagen  van 
de  temperatuur  wordt  aangegeven  door  de  twee  vergelg- 
kingen: 


-  ^  ^  O  en 

dr 


0  r      dA       dT       dT 

dB 

dfi       dfa     dh      dF^ 
dT      dh       dT      dr" 

dB 

Hierin  is: 

öA            ,     dFi                 dft 
bT            ^'   dT~       "I'OT" 

=  —  «2 

d  T 


Vermeerdert  mi  met  rfm^  en  vermindert  J/j  met  dm^, 
dan  worde  in  't  geheel  eene  warmtehoeveelheid  opgenomen, 
gelgk  aan  Xi  d  nii.  Vermeerdert  m^  met  d  iwg  en  M^  met 
—  d  mg,  dan  worde  ^2  d  mg  opgenomen.  Met  het  oog 
hierop,  bestaan  dan  de  gclgkheden: 


(  237  ) 
Daar  verder: 


dh  ~       A    èA    *°  d  H"       BbH  ' 


gaan  de  borenstaande  vergelgkingen  over  in : 

r~  ès'd  V'      dA  ^r*° 

_A2__l_ö/2.d_fil.è/ièA 
r~      ^' èfi    dT       A*  dAor' 

waaruit  door  oplossing  volgt: 

>  (2) 

Men  kaa  verder  nog  voor  Vj^   — _  en  vj   — -•  de  boven  ont- 

d  Jti  dn 

wikkelde  waarden  invoeren. 

Over  de  afhankelijkheid  der  samenstelling  der  twee  meng- 
sels van  den  druk  zijn  in  't  geheel  geen  proeven  genomen ; 
ook  die  over  de  veranderlijkheid  met  de  temperatuur  zijn 
weinig  talrgk  *). 

Opdat  temperatuursverhooging  het  verschil  in  samenstel- 
ling vermindere,  moet  Aj  -f-  A  A2  <C  O  en  Xi  -\-  HX^'^  O 
zgn,  waaruit  volgt :  Aj  <^  O  en  Ag  >  O ;  deze  laatste  twee 
voorwaarden  zgn  evenwel  niet  voldoende. 

De  combinatie  van  de  vergelgkingen  (1)  en  (2)  geeft: 


*)  OsTWALD,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie. 

TlBaL.   £8    MEDED.   AFD.   KATUURK.   8de   RKXK8.   DBEL   V.  15 


en 
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èF__èH,    t>i  -  Fi  +  A(g8  — ^g) 
dp~       è  T  Al  +  A  Aj 

_dA  _  _  d_A      vi—  Fi  +  H(rg—  Vj) 


..(3) 


2.       VaST£    LICHAICBN    EN   GASSEN. 

Veel  eenvoudiger  zgn  de  formaleSf  die  de  af  hankelgkheid 
der  oplosbaarheid  van  vaste  stoffen  en  gassen  van  tempera- 
tuur en  druk  aangeven. 

B^  de  notatiën  neme  men  aan,  dat  de  index  1  op  de 
vloeistof,  2  op  de  vaste  stof  of  het  gas  slaat  f^  zj  de 
thermodynamische  potentiaal  onder  constanten  druk  Tan  1  6. 
opgelost,  ifj^  die  van  1  6.  onopgelost  zout,  v^  en  V^  de  vo- 
lumina,  <£  en  S^  de  entropiên  van  1  6.  zout  in  opgelosten, 
resp.  in  onopgelosten  toestand,  (symbolisch  op  te  vatten.) 
h  is  de  gewichtsverhouding,  waarin  zout  en  vloeistof  in  de 
oplossing  voorkomen. 

Alsdan  gelden  de  v  ergely kingen : 


dh 

dh 

> 

dp 

dp 

Toor  de  veranderiyklieid  met  den 

druk  en 

d/i 
dh 

dh 
dT 

"dr-" 

voor  die  met  de  temperatuur. 
Men  heeft: 

d/i  _       ^st^  TT   ^_      i  M  ^_  ^^9  « 

Stelt  men  *g  —  -2^3  =  — »  dan  is  ^^  de  warmtehoeveel> 
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heidf  die  opgenomen  wordt,  wanneer  eene  kleine  zouthoe- 
Teelheid  in  eene  bgna  verzadigde  oplossing  overgaat  (per  6. 
berekend). 

De    invoering    al    dezer   waarden,  geeft  de  twee  vexgelg- 
kingen: 

en 

dr  yöA ^' 

Door  combinatie  van  (4)  en  (5)  vindt  men: 

—  =  -^ — '  r  •  f- (6) 

dp  A^  oT 

Stellen  vj^  en  p^  volume  en  druk  van  den  damp  voor 
boven  de  verzadigde  oplossing  en  volgt  de  damp  de  wet 
van  Mabiotte,  dan  is: 

en  (4)  en  (5)  gaan  over  is: 

^^og* ^8-»8       (4,j 

^P  £1  T  .^-toi 

d  h 

en 

Zeer  eenvoudig  worden  deze  formules,  indien  de  wet  van 

è  P\ 
WÜLLNE»    geldig    is ;    alsdan    heeft  — -  de  waarde  —b,b 

16* 


^ 
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eene    constante    zgnde,    die  alleen  nog  van  de  temperatuur 
afhangt.     Deze  substitutie  uitvoerende,  vindt  men: 

De  formule  (6)  is  door  Beaün  *)  langs  anderen  weg 
afgeleid;  de  formule  (5")  door  Duiiem  f)  met  behulp  van 
den  thermodynamischen  potentiaal.  De  door  Kirchhoct  §) 
afgeleide  formule  voor  de  oplossingswarmte  stemt  niet  met 
de  door  Dühbm  g^evene  overeen. 

Voor  zoutoplossingen  zgn  door  Sorby**)  eenige  quanti- 
tatieve  bepalingen  omtrent  de  verandering  der  oplosbaarheid 
door  drukverhooging  geschied.  Tammank  heeft  ff)  verder 
voor  de  oplossingen,  die  Sorby  onderzocht,  ook  de  damp- 
spanningen  onderzocht,  zoodat  men  aan  zgne  tabellen  de 
waarde  van  b  ontleenen  kan.  De  overeenstemming  tusschen 

de  waargenomen  en  de  berekende  waarde  van  — —  is  echter 

vrg   slecht    en    is    waarschijnlgk   te    verklaren,    hetzg   door 
waameraingsfouten,    bg    de    bepaling    van    dergelgke  kleine 

grootheden  als en   V2  —  v^  noodzakelgk  begaan  of  door 

dp 


*)  F.   Brauk,    Wied.   Jnnalen,    Bd.  30,  pag.  260,  1887.     Brauh  be- 
gaat   overigens   eene    onnauwkeurigheid    door   te    stellen:    (pag.   353): 

hetgeen  streng  genomen  moet  zyn: 

u —  «  +  *--=  —  />— Pvp. 

Daardoor   wordt   sijne   ei  ndvergel  ij  kingen   volmaakt    gelijk   aan  de  hier 
ontwikkelde: 

t)  DuHBM,  Comptea  Bendux,  T.  104,  pag.  683,  1887. 
§)  KiRCHUorp,  Poggend.  Ann.,  Bd.  108,  pag.  177,  1858. 
**)  Sorby,  Phil.  Mag.,  Vol.  27,  4th  Ser.,  pag.  145,  1864. 
ft)  Tammakn,  Wied.  Ann.,  Bd.  84,  pag.  533,  1885. 
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de  onjuistlieid  van  de  wet  van  Wullnbr.  Ook  voor  de  meest 
verdunde  oplossing  (11,05  G.  K^  SO4  in  100  G.  water)  is  de 
OYereenstemming  onbevredigend;  Sobby  geeft  aan  0,0002914, 
de  Berekening  levert  0,0002207.  p  is  daarbij  in  atmosfee- 
ren  uitgedrukt. 

Voor  de  oplossing  van  gassen  in  niet  of  weinig  vluchtige 
vloeistoffen,  gelden  geheel  analoge  formules.  De  index  1 
hebbe  betrekking  op  de  vloeistof,  de  index  2  op  het  gas. 
ig  z^  de  thermodjnamische  potentiaal  onder  constanten 
druk  van  1  G.  der  gasvormige  stof,  f^  die  van  1  G.  opge- 
loste stof;  V2  en  V^  zij  het  volumen,  ê^  en  S^  de  entropie 
in  gasvormigen,  resp.  in  opgelosten  toestand  (symbolische 
benamingen.)  h  zy  de  verhouding  van  de  gewichtshoeveelhe- 
den   gas  en  vloeistof,waarin  zij  in  de  oplossing  voorkomen. 

De  gel^kheid  f^  —  jFg  =  O  geeft  door  differentiatie  naar 
p  en  T: 

dp     dp      dA  dp~    ^^  dr     ar    öa  öt 

Stelt  men  S^  —  *2  =  7^^  dan  beteekent  L^dm^  de  (nega- 
tieve) warmtehoeveellieidj  die  opgenomen  wordt,  wanneer 
b^   constante    temperatuur   eene  kleine  gashoeveelheid  dm^ 

door  de  byna  verzadigde  oplossing  wordt  geabsorbeerd.  Door 

\  f 

invoering  van  deze  waarde  en  door  substitutie  van  -- — enz. 

dp 

door  hunne  bekende  waarden,  vindt  men: 
De  combinatie  van  deze  beide  vergelgkingen  geeft: 


d  A       d  A  Vjj  —  V^ 


T. 


èp     dr     L2 

Bg   niet  te  hoogen  druk  mag  men   V^  tegenover  f?g  ver- 
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waarloozen;    volgt   verder    het    gas   de  wet  vaa  Mamotib, 
dan  is: 

RT 

P 
en  de  laatste  vei^elgking  verandert  in: 

Hl  —  ^^lEI 

Daar  volgens  de  wet  van  HraBT  h  =  p  fi,  waarin  fi  den 
absorptie-coëfficiënt  voorstelt,  die  niet  van  p  afhangt,  gaat 
deze  formule  over  in: 

d  log  fi 

en  deze  stemt  geheel  overeen  met  de  vroeger  langs  anderen 
weg  door  Kibchhofp*)  afgeleide. 


3.     Bevriezing  van  zoutoplossinobn. 

De  analogie  tusschen  het  verschgnsel  der  verzadiging  en 
dat  der  bevriezing  leidt  er  toe,  ook  den  invloed  van  den 
druk  op  dit  verschijnsel  te  bespreken.  Bg  de  verzadigings- 
temperatuur  is  de  oplossing  in  evenwicht  met  vast  zout; 
bg  het  vriespunt  in  evenwicht  met  gs. 

Zg  (symbolisch)  fi  weder  de  thermodynamische  potentiaal 
onder  constanten  druk  van  1  G.  water,  in  de  oplossing  voor- 
komende, v/l  die  van  1  G.  ijs.  Alsdan  is   bg  het  vriespunt 

ƒ  ^  --  0.    Indien  men  nu  den  druk  verhoogt,  kan  men 

de  concentratie  van  de  oplossing  berekenen,  die  onder  dezen 
hoogeren  druk  hetzelfde  vriespunt  heeft.  De  gelgkheid  /j  — 
^1  =  0  gedifferentieerd,  geeft: 


•)  KULCHHOFF,  1.  c.  pag.  194. 
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dfi^O^  .  ^_^J^=0  of  —  =  ^^-^^ 
^p       dh        dp        dp  dp  ^f\ 

Vi  is  het  Yolamen  van  1  O.  gs,  (bg  de  temperataar  yan 
het  Triespunt  der  oplossing  onder  den  druk  p)  en  r^  dat  van 
1  6.  water,  zooals  dit  in  de  oplossing  voorkomt  (symbolisch). 

Daar 

en  r^   negatief    is,  daar  verder  het  specifiek  volumen  van 

gs  grooter  is  dan  dat  van  zuiver  water  en  water  in  *t  alge- 
meen onder  contractie  door  eene  oplossing  wordt  opgenomen, 

is    Fi-r|    positief;  hieruit  volgt    dat negatief  is,  m.  a. 

dp 

w.  eene  meer  verdunde  oplossing  heeft  onder  hoogeren  druk 
het7^1fde  vriespunt. 

De  temperatuursverandering,  die  men  moet  veroorzaken, 
opdat  eene  oplossing  van  dezdfde  concentratie  onder  ver- 
hoogden druk  met  gs  in  evenwicht  is,  wordt  gegeven  door 
de  vergelgking: 

dp       dT       dp        dp        d  T   dp 
Men  stelle  weder 

d^l  _dfi_L^_ 

d  ï'      dT     r  ' 

Li  beteekent  dan  de  naar  verhouding  voor  1  G*  berekende 
hoeveelheid  warmte,  die  opgenomen  wordt,  wanneer  eene 
kleine  hoeveelheid  gs  bg  het  vriespunt  in  de  zoutoplossing 
overgaat.     Bggevolg  is: 

il-.  "iZiZi  r. 
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Daar  voor  waterige  oplossingen  algemeen  Vi  <^  P\  en  Li 

(de  som  van  de  smeltingswarmte  van  ys  en  ?an  de  verdon- 

è  T 
ningswarmte)  positief  is,  heeft  — -  eene  negatieve  waarde. 

óp 

Wanneer  de  volnmeverandering  van  het  oplossingsmid- 
del  bij  den  overgang  van  den  vasten  in  den  vloeibaren  toe- 
stand verschillend  teeken  heeft  van  die  bg  den  overgang 
van  de  vloeistof  in  de  oplossing,  dan  bestaat  de  mogelijkheid, 
dat  eene  oplossing  zich  onder  vermeerderden  druk  in  omge- 
keerden  zin  gedraagt  als  het  zuivere  oplossingsmiddel. 

De  vraag,  naar  de  concentratieverandering  eener  oplossing, 
die  b^  veranderde  temperatuur  met  ^s  in  aanraking  blgfl, 
wordt  beantwoord  door  de  differentiaalvergel^king : 


öA         cVi  .  d/l         dVi  _  Q 
èf   "•"  d/t       dT         èï" 

of  daar: 

bi/Ji        èA         Z-i 

dr        bT  ~  T 

is,  Tolgt 

uit  deze  gelgkheid: 

dA            Li 

In  dezen  vorm  geeft  de  vergelgking  de  vermindering  der 

concentratie  aan,  die  de  oplossing  moet  ondergaan,  opdat  zg 

bg  verhoogde  temperatuur  met  ijs  in  evenwicht  is.  Het  om- 

è  T 
gekeerde  dififerentiaal-quotiënt  —7  geeft  dus   eenvoudig  aan, 

met  hoeveel  de  temperatuur  verlaagd  moet  worden,  wanneer 

h  met  dh  wordt  vermeerderd,  m.  a,  w.  —  is  de  verlaging 

van  het  vriespunt.  Men  vindt  dus  daarvoor: 

yöA,. 

dT  _      dA 
d/«  ~     L, 
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Voor  Yerdunde  oplossingen  gaat  Li  over  in  de  smeltings* 

warmte  van  ys;  daar  verder  =  vu^ — -- en  r,/,  het  volume 

^  h  ^  h 

Toorstelt  van  1  G.  damp  boven  ijs  bg  0\  drukt  deze  ver- 
gel^king  uit,  dat  voor  alle  verdunde  oplossingen  de  verla- 
ging van  het  vriespunt  evenredig  is  met  de  vermindering 
der  dampspanning. 

Men  kan  evenwel  ook  voor  oplossingen  van  willekeurige 
concentratie  aun  deze  formule  eene  merkwaardige  en  volkomen 
strenge  gedaante  geven  Daar  nl.  bg  het  vriespunt  eener 
oplossing  onder  den  druk  van  haren  damp  (bij  het  drievou- 
dige punt)  deze  druk  gelyk  is  aan  dien  van  den  damp  boven  ijs, 
kan  men  L^  gemakkelijk  uitdrukken.  Men  late  nl.  bg  het 
drievoudige  punt  eene  kleine  hoeveelheid  ijs  verdampen  ;  deze 
damphoeveelheid  voere  men,  zonder  voorafgaande  compressie 
(daar  de  dampspanningen  gelijk  zgn)  in  de  oplossing  over. 

Alsdan  ziet  men,  dat  L^  het  verschil  is  van  de  twee  ver- 
dampingswarmten,  onverschillig  of  de  damp  zich  als  volko- 
men gas  gedraagt  of  niet.  Zg  n  de  spanning  van  den  wa- 
terdamp  boven  gs  en  pi  die  boven  de  zoutoplossing ;  bij  het 
drievoudige  punt  van  de  oplossing  is  pi=z  7ï\  de  specifieke 
volumina  van  den  damp  zijn  dus  ook  dezelfde. 
Men  vindt  dus: 


Eit  in 


^a  =  ..  T  [^~  - 


Ui 


dA  il 

ingeToerd  zynde,  geelt: 


Tvj^ 


dT  '  dA  èA 


^A  fdn        (>j>i\         dn         dpi 


Idn        iiPï\ 
''[dT  ~~   dW 


dT         dT 
De   verlaging   van  het  vriespunt  door  eene  bepaalde  ver- 
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meerdering  der  concentratie  is  ook  by  eene  willekeurig  ge- 
concentreerde oplossing  evenredig  met  de  vermindering  in 
dampspanning,  door  dezelfde  concentratie-vermeerdering  ver- 

dji        dpi 
oorzaakt;  de  veranderlgke  proportionaliteitsfactor  — ^ — -— 

d  T       d  T 

w^st  op  de  discontinuïteit^  waarmede  bg  het  vriespunt  der 
zoutoplossing  de  Ign  harer  dampspanning  in  die  der  span- 
ning boven  gs  overgaat. 


4.     Cryohydratbn 


Ten   slotte  zg  het  mg  vergund  hier  het  probleem  te  be- 
handelen  omtrent    de  samenstelling  van  een  cryohydraat  *). 

Een  cryohydraat  is  eene  op- 
lossing, die  tegelijkertijd  met  ga 
en  zout  in  evenwicht  is;  ait 
deze  oplossing  scheidt  zich  bg 
het  bevriezen  gs  en  zout  in 
zoo  snelle  opeenvolging  uit, 
^  dat  zg  schgnbaar  eene  homo- 
gene, vaste  massa  vormen  f)* 
Zg  in  nevenstaande  figuur  X 
de  Ign  der  temperaturen,  B 
het  O-punt  der  Celsius-schaai  en  Fde  Ign  der  zouthoeveelhe- 
den,  opgelost  in  100  Q.  water.  Zg  A  C  ie  oplosbaarheids- 
Ign  en  B  C  ie  Ign  van  het  vriespunt.  Eene  oplossing  van 
het  gehalte  B  C^  heeft  haar  vriespunt  bg  7'^  en  is  tevens 
verzadigd;  zg  is  dus  een  cryohydraat.  De  beide  Ignen  sng- 
den  elkaar  slechts  eenmaal  en  eindigen  beide  in  het  punt  C. 
De  hoeken,  die  de  raaklijnen  in  C,  aan  de  beide  krommen 
getrokken,  met  de  X-as  maken,  hebben  tot  tangenten: 


*)  Dit  probleem   is  zeer  onlangs,  maar  op  m   i   onjuiste  w^ie  behan- 
deld door  Pakker.   Phil.  Mag   Bth  Ser.,  N*.  156,  pag.  406,  Kag,  1888. 

f)    Volgens    GuTHKlB  is  eigenlijk  deze  vaste  massa  van  dezelfde  pro 
centische  samenfltelling  als  de  oplossing  een  cryohydraat 
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de  Terhoadingen  der  tangenten  is  eenvoadig : 


(^) 


/IC  -^^g 


Aah 


( 


Om  den  invloed  van  den  drnk  op  de  samenstelÜDg  van 
een  cryobydraat  na  te  gaan,  voere  men  de  volgende  nota- 
tiën  in.  f\  z^  de  thermodjnamische  potentiaal  onder  con- 
stanten dmk  van  1  G.  water  in  de  oplossing  voorkomende, 
^1  die  van  1  6.  :ys,  /^  die  van  1  G.  opgelost  zout  en  ^f^ 
die  van  1  G  vast  zout.  Verder  beteekenen  rj,  t?£  de  volu- 
mina  van  1  G.  water  en  zout,  zooals  zg  in  de  oplossing 
voorkomen,  V^  en  F^  de  specifieke  volumina  van  gs  en  zout; 
«1 ,  «21  ^1  ^^  ^2  ^^  respectieve  entropiën  (als  steeds  sym- 
bolische benamingen). 

Alsdan  gelden  onder  den  kleinen  druk  van  den  damp 
boven  bet  cryobydraat,  welken  druk  men  verwaarloozen 
mag,  de  gelgkheden: 

f\  —  V'i  =  O     en     /j  —  ^2  =  0. 

Den  invloed  der  drukverhooging  leert  men  kennen  door 
differentiatie  van  deze  vergelgkingen,  waarbg  T  en  A  als 
functiën  van  p  zgn  te  beschouwen.    Deze  geeft: 

dp^'^dAldp       dT    dp)      dr   dp       dp       hT^p~ 
Stellen  wg: 
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de  beteekenia  van  Z>i  en  ^j  is  duidelgk. 

Na 

ö/a  _         1  .  ö^»  ,„  èZl  _  „      ïlZi  _    ir    enz. 
=  —   --  •  —  en  —  =  r^  ,  _    K|  enz. 

gesteld  ie  hebben,  vindt  men  door  oplossing: 


en 


d  p  -^1  +  A  ^/j 


dp  '^  'yr'  dp  "  ^f^  n    .  1    i\ 

—  {Li  f  A^/J 


( 


dA         dA      öTv 

dp  '^  öt'  dp'    ^ 


geefb  de  totale  verandering  in  samenstelling  aan,  door  de 
drukverhooging  dp    veroorzaakt. 

Li  en  yi^  zgn  in  't  algemeen  beide  positief;  Vi  —  Fj 
is  (voor  waterige  oplossingen)  in  't  algemeen  n^ati*  f,  even- 
zoo ^2  —  F^;  de  beide  termen  van  den  teller  hebben  dos 
heizelfde  teeken  en  het  kan  gebeuren  als  een  bijzonder  ge- 
val, dat  Li  (©2  —  Fg)  ■=  yï^  (^i  —  ^i)  ïs  en  in  dit  geval 
zou  de  samenstelling  van  het  cryohydraat  onafhankelgk 
z^n  van  den  druk. 

In  het  algemeen  zyn  echter  deze  grootheden  niet  gel^k 
en  men  ziet,  dat  de  concentratie  van  hel  cryohydraat  wel 
van  den  druk  afhangt  *). 


*)  Parker  meent  bewezen  te  hebben^  dat  de  samenstelling  onvenn* 
derlyk  is. 
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Daar  — —  =z=   v,/^ correspondeert,   al    het  overige  ge- 

dh  d  h 

lijk  bly?eiide«  eene  groote  verandering  in  samenstelling  met 

eene  kleine  vermindering    in  dampupanning. 

\  'T 

is  algemeen    negatief;  het  vriespunt  van  het  cryohy- 
O  p 

draat  wordt  dus  door   druk  verlaagd. 


1 


PROCES-VERBAAL 


▼AH   Dl 


(iKWONK  VEBGADEUING  DER  AFDEELING  NATUUBKUNDE, 


•p  ZftlenU«  29  September  1888. 


T^enwoordig  de  Heeren:  van  de  Saitde  Bakbutzkn, 
Voorzitter,  Mac  Gillavey,  Behrens,  Place,  Korteweg, 
Fbakchihokt,   HoooEWEKFr,    DE  Veies,  Beyerikck,  Martin, 

HOFFMANN,     SCHOUTE,     ZeEMAN,     BiERENS     DE     HaAN,     BaKHR, 

Stokvis,  Hubrecht,  Foester,  Rauwenhofp  van  't  Hoff, 
schols,  j.  a.  c.  oudbmans,  lorentz,  a.  c.  oüdemans  jr., 
Grinwib,  Brutel  de  la  Rivi^re,  van  Diesek,  Pekelharing, 
VAN  Dorp,  van  Uemmelen,  Kaptbyn,  Güwning  en  C.  A.  J.  A. 
Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden : 

P.  H.  DuMONCBAU,  Bibliothecaris  van  Z.  M.  den  Koning, 
's Gravenhi^e,  8  September  1888;  20.  het  Ministerie  van 
Buitenlandsche  Zaken,  'sGravenhi^e,  10  September  1888; 
30.  het  Minesterie  van  Oorlog,  's  Graven hage,  7  September 
1888;  40.  het  Ministerie  van  Marine,  's  Gravenhage,  7  Sep- 
tember 1888;  50.  het  Ministerie  van  Justitie, 's  Gravenhage, 
12  September  1888;  6'\  den  Commissaris  des  Konings  in 
^oord-Holland  te  Haarlem^  8  September  1883;  7^.  Buige- 
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meester  en  Wethouders  van  Amsterdam.  7  September  1S38 ; 
80.  Curatoren    der  Rgks-üniversiteit  te  Leiden,  14  Septem- 
ber 1888;    9^.  Curatoren  der  Rijks-üniversiteit  te  Utrecht, 
11    September  1888;    10^.  Curatoren  der  Rgks-Universiteit 
te  Groningen,  7  September  1888;  ll^.  H.  C.  Roggb,  Biblio- 
thecaris der  Universiteits-Bibliotheek  te  Amsterdam,  7  Sep- 
tember 1888;  12^.  A.  J.  vak  Pesgh,  Bibliothecaris  van  het 
wiskundig  Genootschap  » Een  onvermoeide   arbeid  komt  alles 
te   boven"    te    Amsterdam,  7  September  1888;  13^.  Direc- 
teuren der  Nederlandsche  Handelmaatschappij  te  Amsterdam, 
7  September    1888;    14^.  Guyb,  Redacteur  van  het  Neder- 
landsch  T^dschrift  voor  Geneeskunde  te  Amsterdam,  7  Sep- 
tember 1888;   15^.  A.  J.  Enschedé,  Bibliothecaris  der  Stads- 
Bibliotheek  te  Haarlem,  8  Septe  nber  1888;  16^.  J.  Bosscha., 
Secretaris  van  de  HoUandsche  Maatschapp^  der  Wetenschap- 
pen te  Haarlem,  8  September  1888;  IT^.  G.  C.  W.  Bohnek- 
SLEG,   Conservator    van    Teyler's    Stichting    te  Haarlem,  19 
September    1888;    18^    H.  G.  van    de   Sandb   Bakhuyzbn, 
Directeur  der  Sterrenwacht  te  Leiden,  1888;   19®.  A.  Kluy- 
V£B,    Bibliothecaris    van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde    te    Leiden,    19    September    1888;  20^.  A.  R. 
Abntzenius,  GrifiBer  van  de  Tweede  Kamer  der  Staten  Gene- 
raal te  'sGravenhage,  8  September  1888;  2P.  H.  Vollen* 
HOVEN,  'sGravenhage,  10  September  1888;  22^.  J.  Tideman, 
Secretaris    van    het    koninkl^k  Instituut  van  Ingenieurs  te 
'sGravenhage,  8  September  1888;  230.  T.  C.  L.  Wijnmalen, 
Secretaris  van  het  koninkl^k  Instituut  voor  Taal-,  Land-  en 
Volkenkunde  te  'sGravenhage,  17  September  1888 ;  24^.  J.  F. 
L   Schneideb,    Bibliothecaris  der    polytechnische  School  te 
Delft,    23    Juli    1888;  250.  R.  M.  van  Lijnden,  Secretaris 
van  het  provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  Kunsten  en 
Wetenschappen  te  utrecht,  Juni  1888 ;  26^.  W.  F.  C.  van 
Laak  Jr.,  Bibliothecaris  der  Gemeente-Bibliotheek  te  Arnhem 
1888;  27®.  L.  Brobkbma,  Directeur  der  Rijkslandbouwschool 
te  Wageningen,  10  September  1888;  28^.  Burgemeester  en 
Wethouders  der  stad  Zutphen,  10  September  1888;  29^.  Kru- 
SBMAN,  Secretaris  van  het  Zeeuwsch  Genootschap  der  Weten- 
schappen  te    Middelburg,    1888;   SO^^.  J.  L.  Berns,  Biblio- 
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thecaris  der  provinciale  Bibliotheek  in  Friesland  te  Leeuwar- 
den, 17  September  1888;  31^.  Tabts  van  Ameronoen,  Gou- 
verneur der  koninkl^ke  militaire  Akademie  te  Breda,  12 
September  1888;  32^.  F  Czbemak,  Secretaria  van  het  natur- 
forschende  Verein  te  Brunn,  Januari  1888;  33**.  von  Helm.- 
uoLTz,  Berlin,  15  April  1888;  34^.  G.  Voss,  Secretaris  der 
naturforschende  Gesellschaft  te  Emden,  20  September  1888; 
35^.  Th.  Steck,  Bibliothecaris  der  naturfoi-schende  Gesell- 
schaft te  Bern,  9  Juni  1887;  360.  j.  r.  Koch,  Bibliothe- 
caris der  allgemeine  schweizerische  Naturforscher  Gesell- 
schaft te  Bern,  8  Juni  1887;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  yan 
de  navolgenden: 

1^.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken,  'sGraven- 
hage,  9,  24  Juli,  3,  18  Augustus  1888;  2^.  het  Ministerie 
van  Oorlog,  *sGravenhage  20  Juli  1888;  3^.  den  Commis- 
saris des  Eonings  in  de  provincie  Friesland  te  Leeuwarden, 
5  Juli  1888;  4^.  J.  F.  L.  Schneider,  Bibliothecaris  der 
polytechnische  School  te  Delft,  30  Juli  1888;  50.  R.  M. 
VAN  LiJNDEK,  Secretaris  van  het  provinciaal  Utrechtsch  Ge- 
nootschap van  Kunsten  en  Wetenschappen  te  Utrecht,  Juni 
1888 ;  6^.  het  Ministère  de  Tlnstruction  publique  et  des  beaux 
Arts  te  Parys,  26  Juli  1888;  7^  De  Milloue,  Directeur 
van  het  Musee  Guimet  te  Pargs,  1888;  8^.  den  Directeur 
der  £cole  polytechnique  te  Parijs,  Januari  1888;  9^.  G.  Bru- 
NEL,  Archivaris  der  Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles te  Bordeaux,  1  Februari  1887;  10^.  A.  Dumebi,  Se- 
cretaris der  Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  belles 
Lettres  te  Toulouse,  1  Maart  1888;  11^.  F.  Nichoi.son, 
Bibliothecaris  der  literary  philosophical  Society  te  Man- 
chester, 1888;  12^.  R.  Heidenrain,  Voorzitter  der  Schlesi- 
sche  Gesellschaft  für  vaterlündische  Cultur  te  Breslau,  1 
Augustus  1888;  13^.  D.  Stricksb,  Bibliothecaris  der  Senc- 
kenbergische  naturforschende  Gesellschaft  te  Frankfort  a/M., 
24  Augustus  1888;  14^.  G.  di  Lorekzo,  Napels  19  Sep- 
tember 1888;  15^.  G.  Storm,  Secretaris  der  Videnskabs- 
Sel^kabet    te  Christiania,  29  Mei  1888;  160.  E.  de  Regel, 
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Directeur  van  den  Jardin  impérial  de  Botanique  te  St.  Peters- 
bnrgf  28  Januari  1888;  170,  den  Secretaris  der  Naturfor- 
scher-Gesellschaft  te  Dorpat,  1  April  1888;  180.  F.  M. 
Thobn,  Directeur  der  ü.  S.  coast  and  geodetic  Survey  te 
Washington,  U  JuU  1888;  19o.  J.  F.  Beide,  BibUotheca- 
ris  der  public  Library  te  Melboume,  8  Augustus  1888; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftel^ke  dankbe- 
tuiging en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 
1^.  Eene  missive  van  den  Minister  van  Waterstaat,  Handel 
en  Ng verheid  (1  Sept.  1888),  ter  begeleiding  van  een  adres 
met  bglagen  van  den  Heer  D.  Dobbk,  te  *s  Gravenhage,  be- 
treffende eene  door  hem  bereide  soort  van  olie,  bestemd  om 
wormen  en  insecten  uit  hoat  en  andere  stoffen  te  weren.  — 
De  Minister  vestigt  de  aandacht  der  Afdeeling  op  dit  mid- 
del, in  verband  met  het  aanhangig  onderzoek  in  zake  de 
limnoria  lignorum,  en  betuigt  dat  het  hem  aangenaam  zou 
zgn,  over  den  tegen woordigen  stand  van  dat  onderzoek  eenig 
bericht  te  ontvangen. 

2®.  Een  brief  van  den  Gouverneur  van  Suriname  (Pa- 
ramaribo 17  Juli  1888),  waarin,  naar  aanleiding  van  som- 
mige in  Nederland  openbaar  gemaakte  verslagen  over  de 
verwoestingen,  door  den  Paalworm  en  de  Limnoria  lignorum 
tewee^ebracht,  de  aandacht  der  Afdeeling  gevestigd  wordt 
op  eenige  houtsoorten  van  West-Indië,  aldaar  gebruikelijk 
bg  het  bouwen  van  waterwerken,  en  waarvan  vooral  het 
mambarklak,  door  eene  langdurige  praktik,  gebleken  was 
bestand  te  z^n  t^en  de  verwoestingen  van  den  Paalworm.  — 
De  Gouverneur  deelde  tevens  mede,  dat  de  Afdeeling  in  het 
bezit  gesteld  zou  worden  van  monsters  van  dat  hout  en  dat 
daaruit  blaken  zou:  1^.  dat  het  mambarklak  niet  altyd  uit 
knoestige  stukken  bestaat,  maar  wel  degelyk  in  den  vorm 
van  rechte  palen  verkregen  kan  worden,  ter  inheiiug  geschikt, 
en  2^.  dat  de  Paalworm  wel  het  splint,  maar  niet  het  kern- 
hout  van  den  mambarklakboom  aantast.  —  De  Secretaris 
bericht,  dat  de  hierboven  bedoelde  voorwerpen  in  het  bezit 
der   Akademie  gekomen  zgn.   —  De  Voorzitter  wonscht  én 
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den  brief  van  den  Minister  yan  Waterstaat,  Handel  en  N§- 
rerheid  én  dien  van  den  Gouverneur  van  Suriname,  met  al 
de  daarbg  behoorende  bescheiden  en  bewysstukken,  ter  be- 
schikking te  stellen  van  de  Limnoria-Commissie,  opdat  de 
Afdeeling  te  z^ner  tijd  het  advies  zoowel  over  de  bederfwe- 
rende  olie  als  over  het  mambarklak  moge  vernemen.  — 
Aldus  wordt  besloten.  —  Tevens  stelt  de  Voorzitter  voor, 
den  Gouverneur  van  Suriname,  den  Heer  Mr.  H.  J.  Svidt, 
thans  in  Nederland  teruggekeerd,  den  dank  der  Afdeeling 
te  brengen :  zoowel  voor  zgne  belangstelling  in  een  voor  het 
moederland  zoo  belangryk  vraagstuk  als  het  maken  van 
standhoudende  waterwerken,  als  voor  de  toezending  van  de 
grondstof,  waarmee  proeven  kunnen  genomen  worden.  — 
Dit  voorstel  wordt  aangenomen.  —  De  Heer  HubrechTj 
Voorzitter  der  Limnoria-Commissie,  in  tijds  door  den  Secre- 
taris in  kennis  gesteld  met  het  verlangen  van  den  Minister 
van  Waterstaat,  Handel  en  Nijverheid  om  een  en  ander  over 
den  tegenwoordig  en  stand  van  het  onderzoek  der  Commissie 
te  vernemen,  leest  een  door  de  Commissie  goedgekeurd  rap- 
port voor,  dat  als  antwoord  op  's  Ministers  vraag  zou  kan- 
nen dienen,  en  *t  welk  hij  voorstelt  dat  door  de  Afdeeling 
als  het  hare  erkend  worde.  —  Aan  dezen  weusch  wordt 
zonder  discussie  gevolg  g^even. 

3^.  Een  brief  van  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken 
(22  Aug.  1888),  ter  begeleiding  van  het  programma  der 
Statuten  en  van  een  uitnoodiging  ter  bijwoning  van  het 
VII*  internationale  Congres  van   Amerikanisten    te   Berl^n. 

4^«  Een  brief  van  het  Eoninkl^k  Instituut  van  Ingenieurs 
(10  Juli  1888),  tej  begeleiding  van  een  exemplaar  eener 
prgsvraag,  uitgeschreven  door  de  Afdeeling  Ned.-Indiê  van 
genoemd  Instituut,  en  luidende:  ^men  vraagt  eene  prakti- 
sche handleiding  tot  toepassing  van  de  gezondheidsleer  bg 
het  bouwen  in  Nederlandsch  Indiê*'.  Voor  het  beste  ant- 
woord wordt  uitgeloofd  eene  som  van/ 1000. 

5^.  Het  bericht  van  het  overladen  van  het  buitenlandsch 
lid  der  Akademie  Dr.  Ru  dolf  Clausius,  Hoogleeraar  te  Bonn. 
De  mededeeling  werd  door  den  Secretaris  beantwoord. 

6^.  Eene  missive  van  den  Hoogleeraar  Dr.  M.  Föabriuger 
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(17  Jali  1888),  waarin  h^  kennis  geeft  van  zijn  aanstaand  ver- 
trek naar  Jena,  en  z^n  lidmaatschap  der  Akademie  uederlegt. 

70.  Een  brief  van  het  lid  der  Akademie  Dr.  Hoek,  ter  be- 
geleiding van  een  exemplaar  van  het  rapport  over  de  vis- 
scherg  met  ankerkuilen  en  staalboomen  op  het  HoUandsch 
Diep  en  Haringvliet,  ingevolge  eene  opdracht  van  den  Mi- 
nister van  Financiën  aan  hem  zei  ven  en  den  Heer  Bottb- 
MAiofs  verstrekt. 

8^.  Een  brief  van  het  lid  der  Akademie,  den  oud-Hoog- 
leeraar  tan  dbn  Berg^  ter  b^eleiding  van  een  opstel  voor 
de  Verslagen  en  Mededeelingen :  » De  constructie-figuur  voor 
de  oplossing  van  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen,  beschouwd 
als  configuratie**. 

90.  Eene  verhandeling  >Over  polyedrale  configuraties'*, 
aangeboden  door  Dr.  Jan  de  Yuies,  leeraar  aan  de  H.  B.  S. 
te  Kampen,  voor  de  werken  der  Afdeeling.  De  Voorzitter 
benoemt  tot  rapporteurs  over  dien  arbeid  de  Heeren  Bierkks 
DË  Haan  en  van  den  Bebg. 

—  De  Heer  de  Vries  spreekt  over  steriele  maïs-planten. 
Naast  eene  gewone  maïs-plant  wordt  een  andere  vertoond, 
waaraan  de  z^takken  en  de  kolven  ontbreken,  terwijl  de  ge- 
heele  pluim  door  eene  naakte  spil  vervangen  is.  In  de 
oksels  der  bladscheeden  z^n  geene  knoppen,  hoe  klein 
ook,  te  zien.  De  plant  mist  dus  het  vermogen  om  zich  te 
vertakken  in  haren  stam  te  eenen  male.  Een  veertigtal 
zulke  planten  waren  in  dezen  zomer  op  een  bed  van  om- 
streeks 340  mals-planten  ontstaan;  zg  waren  krachtig  en 
sterk  bebladerd,  en  bgna  alle  volkomen  onvertakt.  Slechts 
enkele  toonden  aan  den  top  der  spil  eenige  zeer  fijne  takjes. 
Het  bedoelde  bed  was  opgekweekt  uit  de  zaden  van  eene  enkele 
in  1887  gewonnen  kolf.  Van  een  paar  andere  kolven,  in  1887 
gewonnen  nit  hetzelfde  zaaisel  (uit  één  kolf  van  1886j, 
werden  in  1888  eveneens  zaden  uitgezaaid.  Onder  deze, 
minder  talrijke,  culturen  kwamen  eveneens  zulke  steriele 
mais-planten  voor. 

Met   den    Heer    Beyeeinck    wisselt  spreker  van  gedachte 

OTer   de    vragen:  1*.  of  de  bloemlooze  individuen  niet  ver- 
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roenigvuldigd  zo  aden  kunnen  worden  door  hunne  blad- 
knoppen en  2^.  of  het  ontstaan  van  variatién  alt^d,  zooals 
de  spreker  zulks  had  voorgesteld,  de  uitkomst  van  meer 
dan  één  tijdperk  van  groei  moet  wezen,  en  of  de  mogelgk- 
heid  was  uitgesloten,  dat  in  eene  zelfde  periode  niet  enkel 
het  verschijnsel,  maar  ook  de  aanleg  daartoe  werde  Toort- 
gebracht.  De  spreker  meende  dat  de  volstrekte  afwezigheid 
van  okselknoppen  b^  de  door  hem  onderzochte  één-assige 
maïs-planten  geen  kans  van  vermenigvuldiging  langs  vegeta- 
tieven weg  aanbood,  en  dat  het  antwoord  op  de  tweede 
vraag  langs  experimenteelen  weg  niet  gegeven  kan  worden. 
Eene  vraag  van  den  Heer  J.  A.  G.  Oudehans  over  den 
invloed  van  het  klimaat  op  de  weelderige  ontwikkeling 
der  kolven  wordt  door  den  Heer  de  Ybibs  beantwoord. 

—  De  Secretaris  leest  eene  geschrevene  bijdrage  van  het 
correspondeerend  lid  der  Afdeeling,  den  Heer  Dr.  Bu&ck  te 
Buitenzorg,  >  Over  den  invloed  van  het  licht  op  de  kieniing 
der  sporen  van  HemiUia  va8tatTix'\  Zy  zal  worden  opge- 
nomen in  de  Verslagen  en  Mededeelingen. 

Eveneens  wordt  door  den  Secretaris,  op  verzoek  van  den 
Heer  Dr.  J.  6.  Boeblaoe,  mededeeling  gedaan  van  diens 
voorloopig  verslag  van  werkzaamheden,  verricht  in  'sLand^ 
Plantentuin  te  Buitenzorg,  van  14  April  tot  4  Augustus 
1888. 

—  De  Heer  van  Beicmblen  doet  mededeelingen  omtrent 
de  onderzoekingen  van  den  Heer  Bakhuis  Roozkbook;  »Over 
de  verbindingen  van  chloorcalcium  met  water  in  vasten  en 
vloeibaren  toestand.'* 

Deze  onderzoekingen  zgn  ondernomen  met  het  doel,  de 
gevolgtrekkingen  te  toetsen,  welke  afgeleid  konden  wor- 
den omtrent  de  samenstellingen  en  de  dampspanningen  van 
verzadigde  zoutoplossingen  uit  de  thermodynamische  formulen 
van  Prof.  van  dee  Waals,  welke  formulen  in  ovei-eenstemming 
gebleken  waren  met  de  uitkomsten  der  vroegere  onderzoe- 
kingen van  den  Heer  Boozeboom  over  gashydraten  en  ver- 
wante lichamen. 
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Teyens  wenschte  de  Heer  Roozbboom  voor  een  enkel  zout 
alle  verbindingen  op  te  sporen,  die  het  met  water  kan  aan- 
gaan, de  YOOTwaarden  van  haar  ontstaan  te  leeren  kennen, 
en  de  omstandigheden  van  teinperatuor  en  druk  waaronder 
twee  of  meer  dezer  vaste  lichamen  met  elkander  in  evenwicht 
kmmen  z^n,  nevens  oplossing,  nevens  damp,  of  nevens  damp 
en  oplossing  samen. 

Sene  dergel^ke  stadie  was  uoodig  om  een  volledig  over- 
zicht te  krggen  over  het  gedrag  van  zouten  t^enover  water. 

Bg  het  chloorcalcium  bleken  de  volgende  vaste  hydraten 
te  bestaan: 

CaClg  •  6H2O  —  CaCla .  4HgOa  —  CaCl^ .  4HgO/y, 

CaClg  .  2H2O  —  CaClg .  KjO. 

De  Heer  Boozbboom  bepaalde  van  al  deze  hydraten  de 
oplosbaarheid,  en  vond  langs  dien  weg  het  verschil  tasschen 
de  beide  hydraten  met  4H2O,  welke  tot  dasverre  voor  de- 
zelfde verbinding  waren  aangezien.  H^  isoleerde  hethydraat 
met  2  H2  O  voor  't  eerst  uit  de  zuivere  oplossing,  dat  vroeger 
slechts  door  de  toevoeging  van  HCl  verkregen  was;  terwyl 
het  hydraat  met  IH^Ö  tot  dusverre  niet  bekend  was. 

Voor  het  van  ouds  bekende  hydraat  met  6  Hg  O  toonde  hn 
aan,  dat  het  beneden  zijne  smelttemperatuur  niet  alleen  naast 
oplossingen  met  meer  water,  maar  evenzeer  nevens  oplos- 
singen met  meer  GaCl^  bestaanbaar  is,  wier  gehalte  aan 
CaCI^  toeneemt  naarmate  men  zich  van  het  smeltpunt  ver- 
wgdert.  Hierdoor  wordt  voor  't  eerst  de  bestaanbaarheid  aan- 
getoond van  dergelgke  oplossingen ;  terwgl  die  bestaanbaar- 
heid reeds  a^eleid  was  uit  de  formule  van  Prof.  van  dek 
Waals,  die  de  betrekking  aangeeft  tusschen  concentratie  en 
temperatuur,  in  verband  met  de  concentratie  van  het  vaste 
hydraat,  de  dampspanning  en  de  oploswarmte. 

Voor  geen  der  andere  hydraten  werden  zulke  oplossingen 
aangetroffen.  Slechts  het  GaCl2.2H2  0  kan  tot  zeer  nabij 
zgn  smeltpunt  vervolgd  worden,  de  anderen  worden  reeds  ver 
beneden  hun  smeltpunt  omgezet  in  het  opvolgende  water- 
armere  hydraat.  In  zulke  gevallen  is  de  bestendigheid  van 
oplossingen,  met  nog  meer  zout  dan  het  gesmolten  hydraat 
ondenkbaar. 
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Behalve  de  verschillende  hydraten,  kannen  ook  de  beide 
componenten  zelve  in  vasten  toestand  nevens  vloeibare  com- 
plexen bestaan.  Zoo  loopt  de  oplossingslijn  van  gs  in  de  op- 
lossing van  CaCl2,  van  het  kryohydratische  pant  ( —  55*^) 
tot  het  Bineltpunt  van  ijs;  de  oplossingsl^n  van  watenrr^ 
CaCl^  begint  bg  dtz  260^  om  te  eindigen  in  het  smeltpont 
van  GaCls  :ti  720^.  Bg  de  laatste  kunnen  slechts  oplossin- 
gen behooren,  die  meer  H^O  bevatten  dan  de  vaste  stof;  bg 
de  eerste  daarentegen  slechts  oplossingen,  die  meer  CaCl^  be- 
vatten dan  de  vaste  stof  (gs).  Uit  dit  oogpunt  beschoawd, 
vormen  dus  de  vriespuntslgnen,  van  oplossingen  van  CaCl^ 
zoowel  als  van  andere  zouten,  alle  voorbeelden  van  den 
nieuwen  tak  der  oplosbaarheidslgn,  waarvan  de  bestaanbaar- 
heid voor  hydraten  voor  't  eerst  bg  Ca  Clg .  6  Hg  O  bleek. 

De  Heer  Roozbboom  heeft  verder  de  dampspanningen  der 
verzadigde  oplossingen  bepaald,  tusschen  0^  en  205^.  Hier- 
door heefb  hg  voor  de  verzadigde  oplossingen  van  het  6^ 
hydraat  eene  tweede  gevolgtrekking  kunnen  bevestigen,  die 
uit  de  formule  van  van  der  Waals  af  te  leiden  is  omtrent 
de  wijze  waarop  de  evenwichtsdruk  van  het  stelsel :  vast, 
oplossing,  damp:  met  de  temperatuur  verandert.  Beschouwt 
men  namelgk  de  oplossingen  die  meer  water  bevatten  dan 
het  vaste  hydraat,  dau  zou,  naarmate  men  van  lagere  tem- 
peraturen tot  het  smeltpunt  van  het  hydraat  voortschrgdt, 
de  dampdruk  eerst  moeten  toenemen,  daarna  tot  aan  het 
smeltpunt  moeten  afnemen.  In  de  graphische  voorstelling  zon 
dus  de  lijn  (p,  t)  twee  takken  vertoonen  ter  weerszij  van 
eene  temperatuur,  behoorende  bg  een  drukmaximum. 

Het  bestaan  dier  twee  takken  was  door  den  Heer  Roozk- 
Boou  reeds  vroeger  aangetroffen  bg  verschillende  gashydraten, 
doch  bg  geen  der  bestudeeixle  gevallen  kwamen  die  takken 
tegelijkertgd  voor.  De  dampspanningslgn  van  het  systeem 
met  het  Q^  hydraat  vertoont  nu  echter  beide  takken,  omdat 
men  hierbg,  van  vrg  slappe  oplossingen  uitgaande,  tot  het 
smeltpunt  geraken  kan.  Evenwel  is  de  tak  van  de  afnemende 
spanningen  zeer  klein. 

Deze  bizonderheid  stemt  echter  overeen  met  de  voorwaar- 
den, waardoor  de  temperatuur  van  het  drukmaximum  bepaald 
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wordt.  B@  deze  tetnperatiiar  moet  namelijk  de  omzettingd^ 
warmte  van  het  systeem  nul  geworden  zijn.  Daar  nu  bg 
temperaturen  beneden  het  smeltpunt  de  omzetting  bestaat 
in  smelting  van  hjdraat,  en  in  eene  absorbtie  van  eene 
hoeveelheid  waterdamp,  die  het  gesmolten  hydraat  veranderen 
kan  in  oplossing  (behoorende  bij  die  temperatuur),  zoo 
behoeft  men  slechts  weinig  beneden  het  smeltpunt  te  gaan 
om  een  punt  te  bereiken,  voor  hetwelk  de  absorbtiewarmte 
reeds  gelgk  is  aan  de  smeltwarmte  van  het  hydraat. 

Kunnen  dus  hydraten  niet  tot  zeer  nabij  hun  smeltpunt 
vervolgd  worden,  dan  bestaat  er  weinig  kans  tot  het  verwezen- 
Igken  dezer  druklijn.  Alleen  bij  Ca  ÜI2  .  2  H^  O  werd  dan 
ook  nog  eene  aanduiding  van  die  lijn  gevonden.  De  Heer 
RoozËBOOM  kon  verder  het  beloop  der  spanningslijn  voor 
verzadigde  oplossingen  van  CaCl2.6H2  0,  met  gebruikma- 
king van  thermochemiscbe  bepalingen  van  anderen,  toetsen 
aan  de  formule  van  van  dër  Waals,  en  vond  voldoende 
overeenstemming  tusschen  proefneming  en  berekening,  ook 
voor  de  temperatuur  van  het  drukmaximum. 

De  studie  der  spanningsl^nen  voor  de  oplossingen  der 
verschillende  bovengenoemde  hydraten  voerde  tevens  tot 
kennis  der  dampspanning  b^  de  temperaturen,  waarb^  het  eene 
hjdraat  in  het  andere  wordt  omgezet.  De  punten,  die  deze 
temperaturen  en  spanningen  voorstellen,  zgn  quadrupelpun- 
ten,  waar  telkens  twee  hydraten  met  oplossing  en  damp  in 
evenwicht  z^n,  en  waarin,  behalve  de  spanningslgnen  der 
beide  verzadigde  oplossingen,  ook  nog  moeten  samenkomen 
de  spanningslijnen,  welke  het  evenwicht  aangeven  tusschen  die 
twee  hydraten  en  waterdamp,  en  de  lynen  voor  het  even- 
wicht dier  hydraten  nevens  oplossing  alleen. 

Yoor  de  meeste  stelsels  heeft  de  Heer  Roozbboom  eerst- 
genoemde Ignen  bepaald,  van  de  laatste  reeks  slechts  hare 
richtingen. 

Met  gebruikmaking  dezer  lynen  laat  zich  een  volledig 
graphisch  overzicht  geven  van  al  de  evenwichtstoestanden 
die  mogel^k  zyn,  en  van  de  veranderingen,  die  zich  kunnen 
openbaren  bg  verhooging  of  verlaging  van  temperatuur  of 
druk  in  een  bestaand  stelsel. 
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Zg  leeren  nauwkeurig  kennen  de  voorwaarden  voor  het 
bestaan  of  ontstaan  van  eenig  hydraat,  hetzy  oit  een  ander 
hydraat,  hetz^  uit  de  oplossing. 

Zoo  bestaat: 

CaGl2.6H2  0  nevens  oplossing,  tusschen  — 55^  en     30^-2 
CaCla.4HaO/?  »  »  >  290.2    »      380.4 

CaCla.4HgOa  >  »  »  290.8    >      450.3 

CaCla,2H20       >  »  »  450.3    >    1760 

CaCl^.H^O         >  >  >        1760      »    ±  260o. 

Bg  1620  wordt  de  spanning  der  verzadigde  oplossing 
grooter  dan  1  atm.  Boven  deze  temperatuur  zgn  dus  op- 
lossingen slechts  mogelgk  in  gesloten  toestellen. 

Bg  2050  is  de  spanning  der  met  CaCl^  .  H2O  verzadigde 
oplossing  reeds  2  atm.  De  oplossingen  nevens  watervrg 
CaCls  kunnen  dus  slechts  bij  zeer  hoogen  druk  bestaan. 

Toch  doet  de  formule  van  van  der  Waals  verwachten, 
dat  ook  deze  druk  tot  een  maximum  stygen  zal,  om  daarna 
(vermoedelgk  zeer  snel)  met  toenemende  temperatuur  te  da- 
len tot  den  smeltdruk  van  CaClsf  die  zeker  zeer  klein  is. 

Deze  onderzoekingen  bevestigen  tevens,  dat  elk  hydraat 
bg  elke  temperatuur  slechts  met  eene  oplossing  van  bepaalde 
concentratie  in  evenwicht  kan  zgn;  dat  bg  eene  overgangs- 
temperatuur  de  beide  hydraten  gelgke  oplosbaarheid  heb- 
ben, en  dat  de  verandering  der  oplosbaarheid  bg  dit  punt 
plotseling  geschiedt,  zoodat  de  beide  oplosbaarheidslijnen  elkan- 
der scherp  sngden. 

Dat  elk  hydraat  eene  eigen  oplosbaarheid  heeft,  is  reeds  door 
LoEWjsL  en  G  J.  Müldbr  beslist  uitgesproken ;  later  echter, 
vooral  in  navolging  van  Naumann,  verduisterd.  NAUMAira  zag 
in  de  omzetting  van  een  hydraat  in  een  ander,  dat  armer 
aan  water  was,  een  b^n  van  gradueele  dissociatie  in  de  op/o#- 
êing  —  eene  meening  die  tot  in  den  allerlaatsten  tgd  voortleeft. 

Deze  opvatting  is  volslagen  in  slrgd: 

10.  met  de  scherpe  wijziging  der  oplosbaarheid  bg  het 
bereiken  van  eene  overgangstemperatuur ; 


•'t. 
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2^.  met  de  mogelgkheid  om  bet  waterarmere  hydraat 
onder  gunstige  omstandigheden  ook  beneden  zijne  overgangs- 
temperatuur  in  verzadigde  oplossing  te  behouden; 

3^.  met  de  regelmatige  aansluiting,  die  in  dat  geval  de 
beide  deelen  der  oplosbaarheidsl^n  vertoonen,  en 

4<).  met  het  feit,  dat  in  vele  gevallen  het  waterarmere 
hydraat  even  goed  met  de  temperatuur  in  oplosbaarheid 
toeneemt  als  bet  waterrgkere. 

De  oplosbaarheidsbepalingen  bg  de  hydraten  van  Ga  Clg 
leveren  voor  dit  alles  nieuwe  voorbeelden,  en  dwingen  tot 
de  erkentenis  :  1^  dat  elk  hydraat  zyne  eigen  oplosbaarheid 
heeft,  2^  dat  de  verandering  in  het  vaste  zout  oorzaak  is 
van  de  verandering  in  de  oplosbaarheid  —  niet  omgekeerd; 
waarom  ook  bg  de  overgangstemperatuur  dezelfde  verande- 
ring zich  openbaart  bg  het  hydraat  buiten  de  oplossing. 

Deze  feiten  versterken  eindelgk  het  inzicht,  dat  eene  oplos- 
sing een  zelfstandige  evenwichtstoestand  is,  geheel  verschil- 
lend van  den  evenwichtstoestand  van  het  hydraat,  hetwelk 
tot  hare  bereiding  mag  gediend  hebbeu,  en  evenzeer  van 
dien  der  andere  hydraten,  welke  zich  mogelgkerwgze  uit  die 
oplossing  bg  verfechillende  temperaturen  zouden  kunnen  af- 
zetten. 

—  De  Heer  J.  A.  C.  Oudehans  deelt  een  en  ander  mede 
omtrent  een  gebrek,  dat  vele,  aanvankelgk  onberispelgke, 
niveaubuizen  later  vertoonen,  dat  namelgk  bij  langzaam  toe- 
nemende helling  de  luchtbel  onbewegelijk  blijft,  om  dan  in 
eens  een  heel  eind  vooruit  te  gaan.  Eenige  in  Indië  ge- 
bruikte niyeaubuizen  waren  in  1886  wegens  dat  gebrek 
teruggezoudeu. 

Het  is  wel  bekend  dat  uit  den  zwavelether,  waarmede  de 
niveaubuizen  gevuld  worden,  mikroskopische  lichaampjes  zich 
tegen  den  glaswand  afzetten,  en  dat  deze  den  gang  der 
lachtbel  stremmen,  maar  over  den  scheikundigen  aard  dier 
lichaampjes  en  de  reden  van  hun  ontstaan  was  men  het 
niet  eens. 

Prof.  H.  Wbfbks  Bbïtink  te  Utrecht  nam,  op  verzoek 
van  Spreker,  een  onderzoek  naar  de  oorzaak  van  dit  gebrek 
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op  zichi  en  vond  toen  reeds,  in  October  1886,  door  chemi* 
sche  analyse,  dat  de  buizen,  die  het  gebrek  het  meest  ver- 
toonden, ook  het  sterkst  natrongehalte  bezaten  ;  dat  derbalTe 
waarschgnljjk  door  sporen  van  azijnzuur  of  van  water  het 
glas  werd  aangetast;  de  mikroskopische  lichaampjes  bleken 
ook  uit  het  losgekomen  kiezelzuurbydraat  te  bestaan. 

Bij  het  verdampen  van  den  ether  op  platina  bleef  eene 
rest  terug,  waarin  langs  mikrochemischen  weg  calcium  en 
natrium  konden  worden  aangetoond,  terwgl  in  de  korreltjes 
kiezelzuur  de  boofdmassa  vormde  met  sporen  van  gzer. 
Az^nzuur  kon  niet  worden  aangetoond. 

Eene  analyse  van  hel  glas  der  niet  aangetaste  niveaus 
toonde,  dat  het  kalium  daarin  in  verhoudkig  tot  het  natrium 
voorkwam  als  43,14  :  56,86. 

Eene  analyse  van  het  glas  der  niveaus,  waarin  zich  de 
korreltjes  hadden  afgezet,  deed  eene  verhouding  vinden  van 
22,61  kalium  op  77,39  natrium.  Bg  het  aangetaste  glas, 
was  dus  ongeveer  de  helft  van  het  kalium,  dat  in  het  on- 
aangetaste glas  werd  gevonden,  door  natrium  vervangen. 

Hjj  ried  dus,  in  plaats  van  zwavelether,  het  gebruik  van 
petroleumether  aan,  wgl  deze  vloeistof  in  alle  geval  niet 
verzuren  kan.  Het  is  echter  gebleken,  dat  dit  nog  niet  ge- 
heel voldoende  was,  en  opnieuw  werden  de  niveaus  uit 
Indië  teruggezonden.  Het  resultaat  van  zijn  herhaald  onder- 
zoek (Mei  jl.)  was  nu,  dat  het  aantasten  van  het  glas  be- 
paaldelijk door  het  water  geschiedde  *),  en  dat  by  den  petro- 
leumether de  mogelykheid  bestaat,  dat  dit  ontleend  wordt 
aan  de  kleefstof,  waarmede  zoowel  de  dekplaatjes  als  het 
diaphragma  aan  de  buis  worden  bevestigd.  Om  dus  niveaus 
te  vervaardigen,  die  het  gevreesde  gebrek  niet  vertoonen, 
was  het  advies    van  Prof.  Wefkrs  Bbttink  :   l^.  het  gebruik 


*)  Dat  inderdaad  het  water  de  oorzaak  moet  zgn  van  het  aangetast 
worden,  en  de  ether  inderdaad  waterhoudend  is,  blijkt  wanneer  men  den 
inhoud  van  een  der  niveaus  uitgiet  in  een  buisje,  dat  poedervormig 
addum  tannicum  bevat.  De  inhoud  der  niveaus  maakte  terstond  het  acidom 
tannicimi  kleverig,  wat,  zooals  bekend  is,  met  watervrijen  ether  het  geval 
niet  is. 
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yan  buizen,  vervaardigd  uit  glas  met  een  sterk  kali-  en  een 
zwak  natrongehalte,  2®.  liefist  de  vulling  te  doen  met  lich- 
ten pretroleumether,  die  minder  kans  heeft  van  water  aan 
te  trekken,  dan  zwavelether,  en  3'\  de  niveaubuizen  aan  de 
beide  einden  toe  te  smelten,  zooals  trouwens  reeds  lang  ook 
gebroikel^k  is. 

In    dien    zin    had  Spreker  ook  aan  den  Heer  Reichel  te 
Qerl^n  gesebreven,  en  daarna  eerst  kennis  gekregen  van  een 
onderzoek   van   Dr.   Mruus  (werkzaam  aan  de  physikalisch- 
iecbniscbe     Reichsanstalt   te   Gharlottenburg),  dat  geplaatst 
is    in  bet  Augustus-nummer  van  het  Zeitschrift  für  Inatru* 
mentenkunde^    en   dat   tot  dezelfde  uitkomst  geleid  heeft  als 
dat  van  Prof.  Wep£Rs  Bbttink    Spreker  merkt  op,  dat  laatst- 
genoemde   dus   geheel  onaf hankelgk   tot  hetzelfde,  voor  de 
praktische  astronomie  en  geodesie  belangrgke,  resultaat  ge- 
komen is. 

—  Voor  de  Boekerg  der  Akademie  worden  aangeboden:  door 
den    Heer    Biebens   ds  Haan,  uit  naam  van  het  wiskundig 
Genootschap :  >  Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven" : 
Nieuw    Archief  voor  Wiskunde,   XIV,  2  en  XV,  1;  en  uit 
naam    van    den  Heer  J.  C.  van  den  Bebg  diens  Dissertatie 
>  Over    de    Wervelbeweging" ;    door    den    Heer   GarNWis  de 
Dissertatie    van  den  Heer  L.  van  ELFaiNKHOP:  »De  viriaal 
en    bare    beteekenis  in  de  Mechanica'';  door  den  Heer  van 
Bkmmelen  de  Dissertatie  van  den  Heer  Stortenbekbb  >  Over 
de  verbinding  van  het  chloor  en  het  jodium";  door  den  Heer 
ScHOLS  3  stukken    van    ^Waterbouwkunde"    door    Henket, 
ScHOLS    en  Telders;  door  den  Heer  C.  A.  J.  A.  Oddekans 
de    door    hem    in  vereeniging  met  den  Heer  Boeblaoe  be- 
werkte :  »  Bibliographie  der  Flora  van  Nederland". 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 


MISSIVE 


▲AN 


ZIJNE  EXCELLENTIE  DEN  MINISTER  VAN  WATEBSTAAT, 

HANDEL  EN  NIJVERHEID, 


OYEB  DEV 


TEGENWOORDIGEN  STAND  VAN  HET  ONDER- 
ZOEK DER  LIiMNORIA-COMMTSSIE. 


Amsterdam,  SepteuiLer  1888. 

In  antwoord  op  Uwer  Excs.  missive  van  1  September  LL, 
heeft  de  Afdeelinfs^  Natuurkunde  der  Eoninklgke  Akademie  van 
Wetenschappen  de  eer,  ü  omtrent  deu  stand  van  het  onder- 
zoek naar  de  verspreiding  en  de  middelen  ter  bestrigding 
van  de  Limnoria  lignorum  hei  navolgende  te  berichten. 

Nadat  in  een  tweetal  voorloopige  mededeeiingen,  door  de 
te  dezer  zake  benoemde  Commissie  aan  onze  Afdeeling  ge- 
daan en  ook  aan  Uwe  Exellentie  toegezonden,  vastgesteld  was 
dat  de  Limnoria  niet  geacht  kan  worden  een  vernielende 
vijand  te  zyn,  die  voor  het  eerst  met  een  aanval  op  onze 
inheemsche  waterstaatswerken  dreigt  en  als  zoodanig  door 
snelle  maatregelen  van  tegenweer  nog  zou  kunnen  worden 
afgeweerd,  maar  dat  zij  integendeel  moet  beschouwd  worden 
als  een  op  vele  punten  der  Nederlandsche  kust  (een  deel 
der  Zuiderzee  uitgesloten)  voorkomend  Schaaldier^  hetwelk 
daar  al  vroeger  een  vernielenden  invloed  op  houtwerk,  dat 
in  zeewater  geplaatst  is,  heeft  uitgeoefend,  meende  die  Com- 
missie, dat  hare  wijze  van  werken  in  overeenstemming  be- 
hoorde gebracht  te  worden  met  deze  uitkomst. 

Nu    het   niet  de  vraag  bleek  te  zyn  een  dreigend  gevaar 
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af  te  weren,  maar  veeleer  om  voor  een  reeds  lang  bestaande 
kwaal  yerzachting  te  zoeken,  achtte  de  Commissie  het  aller- 
eerst hare  taak  te  z^n,  meer  betrouwbare  gegevens  te  erlan- 
gen   omtrent    de  leefwgze  en  de  voortplanting  van  de  Lim- 
noria,    dan    tot    heden    in  de  literatuur  over  dit  onderwerp 
(die  ook  vele  bnitenlandsche  verhandelingen  omvat),  te  vin- 
den zijn.     Zoo  moest  er  worden  vastgesteld  in  welkjaarge- 
tgde  de  Limnoria  geacht  kan  worden  haar  meest  krachtigen 
aanval    op    het    houtwerk    te  doen ;  zoo  ook  of  er  verband 
bestaat    tusschen    dien   heftigen  aanval  en  de  voortplanting 
der  soort,  hetzy  doordien  de  jonggeborenen  aan   het  maken 
van  nieuwe  loopgraven  deelnemen,  hetz^  doordien  vóór  hunne 
geboorte    reeds   door    de    ouders    voor    meer^  ruimte  in  de 
gemeenschappelyke    woning    wordt  zorg  gedragen.     Ook  de 
vraag:  hoe  de  volgende  generaties  zich  door  het  water  ver- 
spreiden   en    nabggelegen    houtwerk  aantasten,  moest  langs 
proefondervindelgken  weg  worden  uitgemaakt. 

Daarbi]  mocht  niet  verzuimd  worden,  waarnemingen  te 
doen  omtrent  den  invloed,  dien  het  zoutgehalte,  in  verband 
met  de  temperatuur  van  het  zeewater,  op  de  bovengenoemde 
verBchgnsels  zou  kunnen  uitoefenen:  een  invloed,  die,  op 
grond  van  voorloopig  verkregen  resultaten,  reeds  als  positief 
bestaande  mocht  worden  aangemerkt. 

Eindelgk  heeft  de  Commissie  zich  voorgesteld,  proeven  te 
nemen  —  die  ook  reeds  aangevangen  zyn  —  over  voorbe- 
hoedmiddelen, die,  op  het  houtwerk  toegepast,  de  nadeelige 
werking  der  Limnoria  beletten  of  althans  verlangzamen. 

Het  behoeft  niet  nader  uiteengezet  te  worden,  dat  voor 
een  en  ander  een  behoorlek  tgdsverloop  dient  gesteld  te 
worden,  vóór  en  aleer  men  het  terrein  der  waarneming  ver- 
laten en  dat  der  gevolgtrekking  betreden  mag. 

In  het  geheel  zgn  sedert  het  begin  van  de  werkzaamheid 
onzer  Commissie  op  twaalf  verschillende  punten  van  de  kust 
een  honderdtal  proeflatten  geplaatst,  en  van  deze  laatsten 
een  80  tal  weder  gelicht,  en  nauwkeurig  onderzocht.  Ge- 
regelde waarnemingen  omtrent  zoutgehalte  enz.  worden 
sedert  het  b^n  van  het  onderzoek  en  wel  veelal  driemaal 
daags  op  acht  verschillende  punten  verricht. 
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Liever  dan  thans  in  eene  uiteenzetting  van  het  tot  na 
toe  gevondene  te  treden,  wenscht  de  Commissie,  en  met  haar 
ook  de  Afdeeliugi  door  Uwe  Excellentie  te  dezer  zake  dili* 
gent  verklaard  ie  worden. 

En  liever  dan  telkens  kleine  mededeelingen  van  opeen- 
volgende stappen  in  den  gang  van  het  onderzoek  aan  de 
Begeering  te  doen,  zou  de  Afdeeling  het  eindrapport  van  de 
Gommissiei  te  dezer  zake  benoemd,  willen  afwachten,  waarin 
de  geheele  aangelegenheid  op  de  meer  uitgebreide  schaal, 
die  hierboven  geschetst  werd,  behandeld  zal  worden,  zg  het 
dan  ook  dat  zoodanig  eindrapport  uit  den  aard  der  zaak 
eerst  na  verloop  van  eenige  jaren  mag  worden  te  gemoet 
gezien. 

De  geldmiddelen,  door  de  Regeering  voor  het  Limnoria- 
onderzoek  toegestaan,  z^n  niet  uitgeput  en,  worden  door  de 
Commissie  tot  het  nemen  van  de  meermalen  genoemde  proe- 
ven met  overleg  aangewend. 

De  J/dteUng  Naivurhtnde  zon  de 
Komnkl^ke  Akad,  v^  Weiensekappem. 

de  SeeretarU 
O.  A.  J.  A.  OUDEMANS. 


DE    CONSTRUCTIE-FIGUUR 


YOOB  DS 


OPLOSSTNG  VAN  EEN  STELSEL  LINEAIKE  VERGELIJKINGEN, 

BESCHOUWD  ALS  CONPIGÜBATIE, 


DOOS 


F.  J.  VAN  DEN  BERG 


De  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Akademie,  Af- 
deeling  Natuurkunde,  3^  Reeks,  Deel  V,  Stuk  1, 1888,  blz. 
105 — 120,  opgenomen  bgdrage  van  Dr.  J.  db  Veies,  >Over 
Tlakke  configuraties",  geeft  m^  aanleiding  tot  eene  opmerking 
met  betrekking  tot  de  oplossingswijze  die  op  blz.  207 — 249 
Yan  m^n  in  de  genoemde  Verslagen,  enz..  Deel  IV,  Stuk  2, 
1887,  blz.  196 — 252,  geplaatst  opstel  ^Over  de  graphische 
oplossing  Tan  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen"  het  laatst 
en  uitvoerigst  werd  behandeld.  De  figuur  namel^k,  die  al- 
daar werd  gebezigd  om  wat  ik  noemde  het  wortelpunt  van 
liet  willekeurig  gegeven  stelsel  vergel^kingen  te  bepalen  door 
middel  van  de  wortelpunten  van  zekere  daaruit  afgeleide 
stelsels,  vertoont  de  bijzonderheid  —  waarop  bij  de  gevolgde 
wgzc  van  behandeling  niet  zoo  kennelgk  het  licht  viel  — 
dat  zg  niet  anders  dan  eene  zoogenaamde  configuratie  is. 
B^  de  uiteenzetting  van  deze  bgzonderheid,  waartoe  ik  thans 
vrensch  over  ie  gaan,  zal  ik  mij  als  vroeger  hoofdzakel^k 
houden  aan  beschouwingen  in  het  platte  vlak,  niet  in  de 
raimte,  en  ook  op  het  voetspoor  van  vroeger  duidelijkheids- 
halve  beginnen  met  de  afzonderl^ke  behandeling  van  de 
twee  eenvoudigste  gevallen,  waarin  namelijk  het  aantal  n 
der  vei]gelgkingen  en  der  onbekenden  hetzij  2  of  3  bedraagt. 
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In  het  geval  tan  n  =  2  (zie  blz.  207—209  en  Pig.  2)  valt 
dadelijk  in  het  oog  dat  de  in  het  geheel  beschouwde  6  wor- 
telpunten,  te  weten  het  eenige  wortelpunt  der  0^«  orde  of 
oorsprong  O,  de  4  wortelpunten  der  1«  orde  «i  i  of^ » /?i  i  /?«» 
en  het  eenige  wortelpunt  der  2®  orde  of  hoofdwortelpunt  X, 
de  hoekpunten  z^n  van  eene  volledige  vierz^de  gevormd  door 
de  4  in  de  figuur  aanwezige  l^nen  OX^,  OX2,  ai  «g,  /?i  /?2, 
en  dat  deze  hoekpunten  en  zijden  dos  eene  configuratie 
(62,  43)  vormen  die  —  na  het  geval  (Sg,  3^)  eener  drie- 
zgde  —  tevens  het  meest  eenvoudige  geval  is  van  de  in  het 

algemeen  uit   de  n  zgden  en  I     |  hoekpunten  eener  volledige 
n-zgde  bestaande  configuratie     1     j  ,  nx^i  |.     O&choon  het 


alzoo  voor  dit  geval  van  n  =  2  op  zich  zelf  minder  noodig 
is  hierbg  langer  stil  te  staan  of  deze  configuratie  door  eene 
andere  notatie  voor  te  stellen,  zullen  wg  toch,  voornamel^k 
als  voorbereiding  tot  eene  overeenkomstige  notatie  die  voor 
hoogere  n  doelmatig  zal  blyken,  reeds  hier  de  volgende 
teekens  invoeren.  De  twee  oorspronkelgke  assen  OXj  en  OXq 
noemen  wij  1  en  2,  de  twee  lijnen  «i  a^  en  (ii  /^g»  i^  plaats 
van  3  en  4,  liever  —  om  later  zekere  regelmaat  of  sym- 
metrie duideiyker  in  het  oog  te  doen  vallen  —  1'  en  2'; 
terwgl  w^  in  het  algemeen  het  sn^punt  van  twee  l^nen 
aanduiden  door  de  nummers  dezer  lynen  naast  elkander  te 
stellen,  zoodat  hier  de  punten  O  =  12,  a^  =  11',  a^  =  21', 
/?!  =  12',  /%  =  22',  X  =  1'2'  zjjn.  En  tevens  stellen  wg 
de  volgende  tabel  of  overzigt  van  de  ter  sprake  komende 
Ignen  en  punten  op: 


O**»  orde 

1     2 

12 

.  1«  orde 

1 

1' 

2' 

11'   21' 

12'    22' 

2e  orde 

1 

l'2' 

waarin    de    zamenstelliug    van    de    onderling    gelijkvormige 
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boyenrand  en  linkerrand  duidelgk  is,  terwgl  de  vier  elemen- 
ten van  liet  middenTak  z^n  ingevuld  door,  als  in  eene  tafel 
van  vermenigvuldiging,  voor  ieder  daarvan  te  nemen  de  in 
dezelfde  kolom  en  in  dezeKde  ry  geplaatste  elementen  der 
beide  genoemde  randen.  De  tabel  bevat  alzoo  1^  +  2^  +  1*  = 

z=  6  =  f     j  elementen  ieder  van  twee  cgfers,  voorstellende 

het  enkele  wortelpunt  der  0^  orde  (of  met  nul  accenten) 
12,  de  4  wortelpunten  der  1^  orde  (met  1  accent)  11',  21', 
12',   22',    en    het    enkele  wortelpunt   der    2«  orde  (met  2 

accenten)  1'2' ;  en  voorts  1.2-(-2.1=4=|]  elemen- 
ten ieder  van  één  c^fer,  voorstellende  de  2  l^nen  met  nul 
accenten  (wg  zullen  daarom  zeggen:  van  de  0^®  orde)  1  en 
2,  en  de  2  l^nen  met  1  accent  (van  de  1*  orde)  1'  en  2'. 
Voor  ieder  der  6  punten  komen  de  2  daardoor  gaande  ly- 
nen,  en  voor  ieder  der  4  lijnen  komen  de  3  daarop  liggende 
punten  vóór  deels  in  rij  en  deels  in  kolom  van  het  punt 
of  van  de  l^n  zelf.  Anders  gezegd,  in  verband  met  de  wgze 
van  notatie:  ieder  punt  is  het  product  van  de  2  daardoor 
gaande  l^nen,  iedere  lijn  is  een  factor  van  de  3  daarop 
lijnde  punten.  Of,  meer  in  b^zonderheden  nog  voor  de 
v^f  a&onderl^ke  vakken  der  tabel,  in  aansluiting  aan  de 
wordingsw^ze  van  Fig.  2 :  —  wg  herhalen :  te  uitvoerig 
misschien  voor  dit  eenvoudige  geval  op  zich  zelf,  maar  ge- 
wettigd misschien  als  wegwijzer  voor  de  allengs  ingewik- 
kelder gevallen  — 

10.  Door  het  punt  der  O^^^  orde  12  gaan  de  2  Ignen  der 
0^«  orde  1  en  2. 

2fi.  Op  iedere  Ign  der  0^«  orde  ligt  het  punt  der  0^^  en 
2  punten  der  1®  orde. 

30,  Door  ieder  punt  der  1«  orde  gaat  1  lijn  der  0^^  en 
1  Ign  der  1«  orde. 

40.  Op  iedere  lyn  der  1«  orde  liggen  2  punten  der  1«  en 
het  punt  der  2^  orde. 

5®.  Door  het  punt  der  2«  orde  1'  2'  gaan  de  2  Ignen  der 
1«  orde  1'  en  2'. 


UUL  15  MEDKD.    AlD.   MATUURK.  S<i«  BSU8.   DEIL  V. 
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Overgaande  tot  het  geval  van  n  =  S  (zie  blz.  209 — 215 
en  Fig.  3),  stellen  wg,  overeenkomstig  met  hetgeen  zoo  even 
geschiedde,    den  oorsprong    O    of   het    snijpunt    der    alsnn 
aangenomen    drie    assen    OX^y    OX^^  OX^  door  123  voorv 
daarentegen  deze  assen  zelve  niet  door  de  afzonderl^ke  c^- 
fers    1,    2,    3,    maar   —  wederom  met  het  oog  op*  hetgeen 
later   voor    hoogere    n    dienstig  zal  blijken,  en  in  overeen* 
stemming  met  hetgeen  wij  thans  voor  de  overige  te  bespre- 
ken lijnen  zullen  doen  —  door  hunne  drie  verbindingen  twee 
aan  twee,  en  wel  liefst  in  opklimmende  volgorde,  dus  door 
12,  13,  23.     De    hoekpunten  (ui^  a^,  «3),  (/?i,  ft^,  ft^^ 
(/it  /2>  7''0  ^^^  ^^^  ^^  ^^  figuur  voorkomende  driehoeken 
^1  ft^  /1   die    wg    thans    evenals  den  oorsprong  en  de  ver- 
dere benoodigde  punten  door  drie  cyfers  aanduiden,  noemen 
wg,   door   bg  de  assen  waarin  zg  liggen  het  cgfer  1'  of  2' 
of    3'    (wederom    liever   dan    4   of  5  of  6)  bg  te  schrgven, 
(121',  131',  231'),  (122',  132',  232'),  (123',  133',  233'),  zoo- 
dat men  in  zekeren  zin  deze  enkele  cgfers  1',  2',  3'  als  de 
vertegenwoordigers  der  drie  genoemde  driehoeken  zou  kan- 
nen   beschouwen,   ofschoon    wg  later  liever  op  eene  andere 
meetkundige  beteekenis,   die  deze  cijfers  met  de  drie  afzon- 
derlijke   1,   2,  3    zelve  gemeen  hebben,  zullen  terugkomen. 
Vusthoudende  verder  aan  den  bg  deze  aangenomen  notatiën 
reeds   geldenden   dubbelen   regel,  dat  de  door  twee  of  meer 
punten   gaande   lijn  de  aan  dezen  genieene  cgfers  draagt  en 
dat    wedorkeerig    het    snijpunt    van  twee  of  meer  lijnen  de 
cijfers    van    dezen    omvat,    hebben  wij  de  zijden  waarop  het 
eerste    en    het    tweede,  het  eerste  en  het  derde,  het  tweede 
en  het  derde  hoekpunt  van  den  driehoek  (121',   131',  231') 
liggen,  te  noemen  (11',  21',  31'),  en  evenzoo  voor  den  drie- 
hoek  (122',  132',  232')  de   zijden    (12',    22',    32')  en  voor 
den    driehoek    (123',  133',  233')    de    zijden  (13',  23',  S3'h 
dus    weierom   de  sngpunten  der  overeenkomstige  zgden  van 
den   eersten    en   den  tweeden  dezer  driehoeken  (11*2',  21 '2', 
31'2'),  en  daarom  de  deze  drie  sngpunten  bevattende  homo- 
loge   as    der    twee  zelfde  driehoeken   1'2',  terwijl  de  punten 
(ll'3',  2rj',  31'3')  en  (12'3',  22'3',  32'3')  en  de  homologe 
assen    1'3'  en  2'3'  voor  den  eersten  en  den  derden  en  voor 
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den  tweeden  en  den  derden  der  genoemde  driehoeken  de 
OTereenkomstige  beteekenis  hebben.  En  ten  slotte  dient  al- 
zoo,  wil  men  stelselmatig  te  werk  gaan,  het  hoofdwortel- 
pant  X^  waarop  deze  drie  homologe  assen  nitloopen,  door 
de  notatie  1'2'3'  aangeduid  te  worden.  Dit  alles  vatten  wg  in 
beknopten  vorm  iv^eder  zamen  in  de  hier  volgende,  met  de 
voorgaande  overeenstemmende,  tabel: 


0^«  orde 

1 

12       3 

12 

13     23 

123 

1' 

11'     21'    31' 

121' 

131'  231' 

1«  orde 

2' 

12'     22'    32' 

122' 

132'  232' 

' 

3' 

13'     23'    33' 

123' 

133'  233' 

l'2' 

11'2'  21'2'  31'2' 

2«  orde 

1'3' 
2'3' 

11'3'  21'3'  31'3' 
12'3'  22'3'  32'3' 

8«  orde 

1 

1'2'3' 

waarin  ook  uu  uit  de  onderling  gelijkvormige  bovenrand 
en  linkerrand  de  verdere  vakken  als  in  eene  vermenigvul^ 
digingatabel    zpn   ingevuld,  en  waarin  men  de  gezamenlgke 

1«  +  3«  -I-  32  ^  12  =  20  =  (     j  wortelpunten  of  elementen 

van    drie    cgfers,  en  de  gezamenlgke  1.3  4~  3.3  4*  3.1  = 

=  15  =  (     ]  Ignen  of  elementen  van  twee  cgfers  aantreft; 

wordende  voor  ieder  element,  hetzg  punt  of  Ign,  wat  wg 
genoemd  hebben  de  orde  door  het  aantal  accenten  aange- 
geven. Voor  ieder  der  20  punten  zgn  de  3  daardoor  gaande 
Ignen,  voor  ieder  der  15  Ignen  de  4  daarop  liggende  pun- 
ten weder  in  de  eigen  rij  en  kolom  te  vinden :  de  geheele 
figuur  is  mitsdien  niet  anders  dan  eeue  configuratie  (20q^  164). 
Of  wederom:  ieder  punt  is  een  veelvoud  van  zgne  Ignen, 
iedere  Ign  is  een  factor  van  hare  punten.   Of  nogmaals,  de 

18» 
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zameiiatelling  der  meetkundige  figaor  of  van  de  rekenkun- 
dige tabel,  die  slechts  twee  verschillende  beelden  van  ééni 
en  dezelfde  zaak  zgn,  stap  voor  stap  volgende: 

1^.    Door   het   punt   der   0^^  orde  123  gaan  de  3  lynen.] 
der  0^^  orde  12,  13  en  23. 

20.    Op  iedere  Ign  der  0^«  orde  ligt  het  punt  der  0^«  en 
3  punten  der  1^  orde. 

3^.    Door  ieder  punt  der  1^  orde  gaat  1  lijn  der  O'^'^  en 
2  Ignen  der  1*'  orde. 

4^.  Op  iedere  lijn  der  1^  orde  liggen  2  punten  der  l«  en 
2  punten  der  2"^  orde. 

&o.  Door  ieder  punt  der  2*'  orde  gaan  2  lynen  der   1^  en 
1  Ign  der  2^  orde. 

6^.  Op  iedere  Ign  der  2^  orde  liggen  3  punten  der  2^  en 
het  punt  der  3®  orde. 

7^.    Door   het   punt    der  3«  orde  V2''6'  gaan  de  3  lynen 
der  2«  orde  1'2',  I'S'  en  2'3'. 


Al  het  voorgaande  geeft,  onder  rekenkundigen  vorm,  niet 
anders  terug  dan  wat  voor  de  beide  gevallen  n  =  2  en 
n  =  3  in  mgn  vroeger  opstel  meetkundig  werd  uiteenge- 
zet. Thans,  voor  n  =  4,  zullen  w^  ia  zooverre  eene  andere 
volgorde  in  acht  nemen  dat  w^  dadelyk  eene  tabel,  gecon- 
strueerd als  het  ware  naar  het  voorbeeld  van  de  beide 
vorigen,  op  den  voorgrond  stellen  en  daarvoor  dan  berede- 
neren eensdeels  dat  zij  eene  configuratie  kan  vertegenwoor- 
digen en  ten  andere  dat  deze  met  het  zameostel  van  alle 
op  n  =  4  betrekkelijke  wortelpunten  —  dus  niet  alleen 
de  1+4  +  9  +  1^6^=-  3^9  waarmede  men  strikt  genomen 
voor  de  constructie  van  het  hoofdwortelpunt  zelf  (zie  on- 
der anderen  blz.  240  —  247)  kan  volstaan,  maar  ook  de 
70  —  (30  -f-  1)  =  39  overigen  —  zamenvalt.  De  bedoelde 
tabel  volgt  hier: 


s 


(  273  ) 


5? 


00 


<N 


C4 


^^ 

^IM 

Ol 

eo 

«^ 

«i^ 

-« 

«^ 

m 

SI 

s 

s; 

:^ 

ê>« 

Q 

^ 

-^ 

-^ 

•* 

«^ 

co 

oo 

c^ 

co 

'^ 

'^ 

**" 

5 

^ 

3 

5 

09 

o« 

G4 

Ol 

** 

''^ 

"*• 

''^ 

^ 

§1 

« 

:^ 

s; 

^ 

S^ 

^ 

^^ 

** 

''^ 

co 


o« 


m 


eo 


fS9 


=5  Ë  ^  5 

CO  co  oo  co 

^  o*  ?5  -^ 

^  ^  <s  ^ 


sï  2ï   ^ 

co    öo    co 

<71     C^     ^ 


^    5j    co    ^ 


co    co     co    **5 


s  s  s  s 


<N  co  •*  co  •*  •* 

^  ^  ^  Ol  01  eo 

•*  :2  ■*  •*  "^  •* 

co  co  co  co  co  co 

oi  co  5>  «  ^  5» 

?  zs  ^  4»  4»  3 

91  Ol  Ol  (N  C^  Ol 

gl  co  ^  ?D  ^  H" 

s  r;  ^  ^  23  ^ 

cS  Sï  Si  Si  Si  SS 

ë«  co  ^  co  ^  Hji 

^  i-  ^  §1  öj  rt 

§1  èo  ^  co  H"  ^ 

^  ^  ^  oi  23  SS 

co  co  co  co  co  co 

§1  §5  5*  2^  5*  ï* 

S  S  S  ?}  (N  s 


co 


0« 


—     Ol     ?0     ^ 


'—  oj  co  :2 

co    co    oo    co 


Q«    ^    Oi    <N 


<*^    <N     co 


Cl    co    •*    co    •**    •** 
^   ^   ^   ^   $1   co 


§1    55    H"    ?5    5*    5*" 
co   co   co    co   co   co 


2^    «    5"    «    ^    5i« 
S   ^   Si   ^   ^   Si 


dl  «   ^   co   ^   ^ 
^  ■*-  ^   01   S«   « 


co    «^ 


co  «^ 

co  co 

co  •'S' 

Ol  Cl 


co  co 

co  co 

co  co 

co  co 


S  S  S  85 


co   co 

^  $1 


^    c<    eo 


o 


(N   èb    H«   «    H"    5* 
^   ^    ^   (N    &I   co 


'S 

o 


g5    ^i-    «^    ^ 

21   Gi    co   ^ 
•^   ^   ^   5« 


s 


& 


9i 

u 

o 


s? 


u 

o 

4 


(274) 

De  bovenrand  bevat  de  verbindiagen  één  aan  ééni  twee 
aan  twee,  drie  aan  drie  en  vier  aan  vier  van  de  cgfers 
1,  2f  3,  4,  allen  weder  in  opklimmende  volgorde:  de  lin- 
kerrand  onderscheidt  zich  daarvan  ook  nu  slechts  door  bg- 
voeging  van  een  accent  b^  ieder  cgfer;  uit  beide  randen 
zgn  voorts  wederom  de  verdere  vakken  bg  wgze  van  vi^r- 
menigvuldig]  ng  ingevuld.  Terwgl  wg  later  terugkomen  op 
de  meetkundige  beteekenis  die  men  aan  de  elementen  van 
twee  en  uan  die  van  één  cyfer  kan  hechten,  staan  wg  thans 
meer  in  het  bgzonder  stil  bg  de  1*  -{-  4*  -|-  6*  -(-  4*  4-  1*  = 


=  ,0  =  0 


elementen    van    vier    cgfers  en  bg  de  1.4  + 


«|-  4.6  -f  6.4  -|-  4.1  =  56  =:  I    j  elementen  van  drie  cgfers 

die    de    tabel    in   het  geheel  bevat.     Laat  vooreerst,  in  de 
0^«    orde,  1234  weder  de  naam  zgn  dien  wg  aan  den  oor'* 
sprong    O,    en    128,    124,  134,  234  de  namen  die  wg  aan 
de    vier    daardoor    gelegde    assen    OX],  O  X^,  O  X^^  O  X^ 
geven;    laten  verder  de  op  deze  assen  liggende  hoekpunten 
van    de    vier    vierhoeken  —  of,    liever    nog    (evenals    eene 
overeenkomstige  benaming  ook  in  mijn  vroeger  opstel  door- 
gaande   met    meer   juistheid    had  kunnen  worden  gebezigd) 
van    de    vier    volledige    vierhoeken  —  die   de  vier  g^^ven 
vergelgkingen     meetkundig    voorstellen,    worden    aangeduid 
door    bg    deze    assen    het   cgfer  1'  of  2'  of  3'  of  4'  bg  te 
schrgven,    zoodat    deze  16  hoekpunten  of  wortelpunten  der 
1«   orde   de  in  het  vak  van  vier  cgfers  dier  orde  ingevulde 
elementen    zgn;    de    gegevens    van    ons  vraagstuk  zgn  dan 
hiermede    aangewezen.     Men    late    nu,    om  de  stelling  van 
blz.    218  te  kunnen  toepassen,  bgv.  de  vierde  gegeven  ver- 
gelgking    of   den    volledigen  vierhoek,  waarbg  het  cgfer  4' 
behoort,    buiten    beschouwing    en    neme   in  de  drie  overige 
vergelgkingen  in  de  eerste  plaats  de  bg  de  eerste  as^  123, 
behoorende    onbekende    gelgk    nul:    de   vier   vergelgkingen 
met    vier   onbekenden    zgn  dan  tot  drie  vei^elgkingen  met 
drie  onbekenden  afgeknot  of,  meetkundig,  de  vier  vierhoeken 
op    de    vier    assen  tot  drie  driehoeken  op  drie  dezer  assen. 
Pe    op    de    configuratie   dezer  drie  driehoeken  betrekkelgke 
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tabel    is    om  zoo  te  zeggen  als  onderdeel  van  de  200  eyen 
opgestelde    tabel    reeds    aanwezig;    want  houdt  men  daarin 
▼oor   een    oogenblik    alleen    al  die  elementen  aan,  die  het 
cpfer  4  wél,    maar  4'  niet    bevatten,   dun  verdwynt  de  ge* 
heele  linkerrand  en  herleidt  overigens  de  tabel  zich  tot  eene 
die   zich   van  de  volledige  boven  voor  n  =  8  nedergeschre- 
vene   alleen    onderscheidt   door   bij  ieder  element  van  deze 
het   cgfer  4  bg    te    schreven    en  die  daarom  inderdaad  als 
voorstelling    van    de   evenbedoelde  configuratie  mag  gelden. 
En   daar  bovendien  deze  bgvoeging  overal  van  het  cgfer  4 
blgkbaar  geene  verandering  hoegenaamd  kan  teweegbrengen 
in  den  voor  tabel  n  =  3  geldigen  dubbelen  regel  —  name- 
Igk:  ieder  punt  behoort  tot  alle  Ignen  die  factoren  zgn  van 
het   punt;  iedere  Ign  bevat  alle  punten  die  veelvouden  zyn 
van  de  Ign  —   zoo  behoudt  deze  regel  ook  zgne  geldigheid 
voor  de  omschreven  gedeeltelyke  tabel  (Iaat  ons  zeggen  (4, — 4')) 
van    n  =  4,    terwyl  de  elementen  van  vier  cgfers  van  deze 
gedeeltelgke    tabel   juist    die    wortelpunten   der  0<^®,  der  1«, 
der   2®    en    der  3*-'  orde  van  de  vier  gegeven  vergelgkingen 
beteekenen,    die    tevens    als   zoodanig  behooren  tot  de  drie 
beschouwde  daaruit  afgeleide  vergelgkingen.    Dit  zoo  zgnde, 
is   het    op    grond    van  de  onderlinge  onafhankelgkheid  van 
alle  acht  cijfers  l,  2,  3,  4,  1\  2',  3\  4' duidelgk,  vooreerst 
dat,  als  men,  altgd  nog  de  vierde  vergelgking  of  vierhoek  of 
cgfer  4'  wegdenkende,  de  tweede  as  124,  of  de  derde  134,' 
of   de   vierde    234,    achtervolgens  uitligt  in  denzelfden  zin 
als  zoo  even  de  eerste  as  123,  drie  nieuwe  gedeeltelgke  tabel- 
len   (3,  —  4'\    (2,  —  4')    en    (1,  —  4')    uit   die  van  n=z4 
komen,  in  het  wezen  der  zaak  ieder  weder  geheel  identisch 
met  die  van  n  =  3,  en  waaromtrent  zich  dus  het  dergelgke 
ak   zoo    even    laat  z^gen,  zoodat  nu  met  name  41'2'3'  en 
3r2'3'    en    21'2'3'    en  n'2'3'  de  wortelpunten  der  3«  orde 
zgn  van  de  achtervolgens  beschouwde  vier  stelsels  van  drie 
vergelgkingen ;    ten    andere    dat,    als    men,    hetgeen  op  het 
cgfer  4'  betrekking    heeft    hiermede    uitgeput    zgnde,  alsnu 
beiirtelings   de  cgfers  3'  en  2'  en  1'  diezelfde  rol  doet  ver- 
vullen,  telkens    weder    het    dergelgke    geldt,  zoodat  de  16 
dementen  van  het  tot  de  3®  orde  behoorende  vak  van  vier 
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c^fers    der    tabel    blgken    de  gezamenlgke  16  wortelponten 
dier    orde    van  de  vier  gegeven  vergel^kingen  voor  te  stel- 
len.   Maar    volgens   de    reeds  aangehaalde  stelling  van   blz. 
218  liggen  nu  vooreerst  de  vier  eerstgenoemde  van  deze  wor- 
telpunten,    dat    is   W2'S\   31'2'3',    2r2'3',  11'2'3\  in  eene 
regte   l^n,    die    men    dus  regelmatigheidshalve  de  l^n    1'2'3' 
der  3«  orde  dient  te  noemen,  terwijl  1'2'4',  1'3'4'  en  2'3'4' 
voor    de    drie    volgende    viertallen    van    wortelpunten    eene 
soort^elgke  beteekenis  verkrijgen ;  en  gaan  ten  andere  deze 
vier    Ignen    allen    door  het  hoofdwortelpunt  dat  alzoo,  wat 
aantal    cyfers,    wat  orde  of  aantal  accenten  en  wat  zamen- 
hang  met  die  Ignen  aangaat,  teregt  door  de  notatie  1'2'3'4' 
als    laatste    element    der    tabel   wordt  aangeduid.     De  voor 
n  =  4    uitgeschreven    tabel    in    haar  geheel  blijkt  derhalve 
juist    diegene  te  zyn  die,  om  verband  te  houden  met  meer- 
genoemde   stelling,    uit    de   tabel  voor  n  =  3  als  het  ware 
behoort  te  worden  opgebouwd ;  en  ook  voor  die  tabel  n  =  4 
in    haar    geheel    blyft   de  dubbele  regel  omtrent  punten  en 
l^nen,  beschouwd  als  veelvouden  en  factoren,  geldig,  waar- 
door   tegelijkertijd    naar  w^  meenen  het  bewijs  geleverd  is. 
dat    het    door  haar  voorgestelde  netvverk  der  bi]  n  =  4  be- 
hoorende    wortelpunten    niet    anders    dan  eene  configuratie 
(7O4,  56g)  is.  Ten  overvloede,  en  in  navolging  van  hetgeen  wg 
zoowel  voor  n  =  2  als  voor  n  z=  3  gedaan  hebben,  schrgven 
wij  ook  hier  de  negen  onderdeelen,  waaruit  thans  de  bewer- 
king in  haar  geheel  in  figuiir  of  tabel  bestaat,  voluit  neder : 
l^.     Door  het  punt  der  0^«  orde  1234  gaan  de  4  Lgnen 
der  Od^'  orde  123,  124,  134  en  234. 

20.     Op    iedere    lyn    der   O'**'  orde  ligt  het  punt  der  0^* 
en  4  punten  der  1^  orde. 

30.     Door  ieder  punt  der  1*  orde  gaat  1  Ign  der  O***  en 
8  lgnen  der  1^  orde. 

A\     Op    iedere    Ign  der  1«  orde  liggen  2  punten  der  l^ 
en  3  punten  der  2^  orde. 

50.     Door    ieder    punt    der  2®  orde  gaan  2  lijnen  der  1^ 
en  2  lgnen  der  2®  orde. 

6^.     Op    iedere    lijn  der  2«  orde  liggen  3  punten  der  2« 
Qu  2  punten  der  3®  orde. 
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7^.  Door  ieder  punt  der  3^  orde  gaan  3  Ignen  der  2^ 
en  1  lyn  der  3«  orde. 

80.  Op  iedere  Ign  der  3«  orde  liggen  4  punten  der  3« 
en  het  punt  der  4^  orde. 

9^  Door  liet  punt  der  4®  orde  r2'3'4'  gaan  de  4  I^nen 
der  3«  orde  1'2'3',   1'2'4',  1'3'4'  en  2'3'4'. 


Na  het  uiteengezette  zal  het  wel  minder  noodig  zgn  eyen 
uitvoerig  voor  hoogere  waarden  van  n  voort  te  gaan.  Voor 
n  =  5  bgv.  schrgven  wij  de  tabel,  overeenkomende  met  de 
voor  n  =:  2,  3  en  4  besprokene,  dan  ook  niet  neder,  maar 
bepalen  ons  tot  de  aanw^zing  dat  haar  bovenrand  bestaat 
uit  alle  in  geregelde  volgorde  genomen  verbindingen  van 
de  vigf  eerste  cijfers,  namelgk:  |  1,  2,  3,  4,  5  |  12,  13,  14, 
15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  ]  123,  124,  125,  134,  135, 
145,  234,  235,  245,  345  |  1234, 1235, 1245, 1345,  2345  | 
12345  I  ;  dat  de  linkerrand  geheel  dezelfde  is  behoudens 
toevoeging  van  een  accent  b^  ieder  cgfer ;  dat  uit  deze  twee 
randen  de  tabel  zelve  wordt  ingevuld  als  ware  z^  eene  ver- 
menigvuldigingstabel. Eu  dan  laat  zich  weder,  opklimmende 
van  n  =  4  tot  n  :=  5,  geheel  op  dezelfde  wijze  als  zoo  even 
aantoonen,  dat  deze  tabel  het  rekenkundige  beeld  is  van 
het  zamenstel  der  door  de  1^  +  52  +  10»  +  10^  +  5»  +  1»  = 

=  252  =  I       I  elementen  van  vgf  cgfers  voorgestelde  wor- 

telpunten  van  de  0^**  tot  de  5»  orde  van  vijf  vergelgkingen 
met  vgf  onbekenden,  welke  wortelpunten  6  aan  6  blgken 
te  liggen  op  de  door  de  1.5  +  5.10  +  10.10  +  10.5  +  5.1  = 


=-=(':) 


elementen  van  vier  cgfers  voorgestelde  regte 


Ignen  van  de  0^^  tot  de  4®  orde,  die  telkens  5  aan  5  door 
een  zelfde  wortelpunt  gaan;  zoodat  deze  wortelpunten  en 
Ignen  werkelgk  weder  eene  configuratie  (2525,  210g)  vormen. 
Têoo  voortgaande,  ziet  men  in  het  algemeen  voor  eene 
willekeurige  waarde  van  n  eene  tabel  ontstaan,  bevattende 
evenveel  elementen  van  n  cgfers  als  het  geheele  aantal  wor« 
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telpnnten  der  yerachillende  orden  bedraagt,  namelgk  —  in 
verband  met  wat  ik  reeds  op  blz.  225 — 226  van  ro^n  vroe- 
ger opstel  uit  de  onderlinge  gelgkstelling  der  van  x  onaf- 
hankelgke  termen  in  het  ontwikkelde  eerste  en  laatste  lid 
der  identiteit 

!(:)+(^+(^)''+-+(:)4 


=  (!  +  »)-      1  + 


('nr= 


(1 + *)«• 


besloot  —  het  aantal 


+  enz.   -{- 


en    bevattende    voorts,  in  verband  met  wat  diezelfde  identi- 
teit  door    gelgkstelling    der  coëfficiënten  van  —  of  ook  van 

X 

X  leert,  een  aantal  van 

elementen  van  n  —  1  cijfers ;  terwgl  hier  tevens  moge  wor- 
den gezegd  (al  heeft  dit  voor  ons  tegenwoordig  doel  minder 

belang)    dat,    wederom  met  het  oog  op  de  termen  in  —  of 

a?*,  in  —  of  x^^  enz.,  in  r  of  a?«— ^  der  identiteit,  de  tabel 

OTcrigens  nog  bevat: 


::)  i^)  -  (•;)  ("s)  -  (;]  o + -  - 


+ 


\n-2)  («]        ^„_2)-(n+2J 
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elementen  van   n  —  2  (^fera,  ■- 

i"o)  ("3)  +  (")  o  +  U)  ("s) 


+  enz.   -{- 


\n  —  3)  \n/        \n  — 3/  ~  \n  +  s) 
elementen  van   n  —  3  cijfer»,  enz.,  tot 

(ó)  („  1  x)  M:)  O =(V) =(.::.) 

elementen   van  1   c^fer.     Ook  nn  weder  kannen  de  genoemde 

elementen    van  n  c^fers    de  wortelpunten  zelve  beteekenen, 

en  de  elementen  yan  n  —  I  c^'fers  regte  Ignen  waarover  zg 

regelmatig  verspreid  zgn,  daar  ook  thans  de  boven  herbaaU 

delgk    genoemde    dubbele    r^el    omtrent    punten  en  Ignen, 

beschouwd    als    veelvouden    en    factoren,  toepasselgk  blgkt: 

meer    bepaaldelgk    gaan    namelijk    in  deze  algemeene  tabel 

door  ieder  punt  der  p®  orde  p  Ignen  der  (p  —  !)•  en  «  — p 

l^nen    der    p^   orde,   en    liggen    wederkeerig   op   iedere  Ign 

der    p''    orde   p  +  1    punten    der  p«  en   n  —  p  punten  der 

{p  +  1)*    orde.     De    tabel    stelt   alzoo  weder  eene  door  de 

gezamenlgke    wortelpunten    en    door  hunne  Ignen  gevormde 

configuratie 


((nj;(n-lL,) 


voor,    en   hiermede  is  dan  ook  de  onderlinge  gelgkheid  der 
beide,  ieder  aan 


(2  n) ! 


{n—  1)!  n! 


gelgke,  producten 


«r.v<"+'>(.-i) 


naar  behooren  in  overeenstemming. 
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Twee    uit   de  wgze  van  zamenstelling  der  tabel  volgende 
bgzonderheden  willen  wg  nog  doen  opmerken.    In  de  eerste 
plaats  • —  en    jnist    om    dit    sprekender    te  doen  uitkomen, 
hielden    w^    overal   de  n  oorspronkelyke  cijfers  met  bgvoe- 
ging  van  een  accent  aan,  liever  dan  evenveel  hoogere  cgfers 
in  te  voeren  —  dat  elke  twee  elementen,  symmetrisch  lig- 
gende wederzgds  de  van  den  linker-boven-  naar  den  r^ter- 
benedenhoek    der    tabel    te    trekken   diagonaal,   en  dos  uit 
elkander    volgende    door  verwisseling  hunner  beide  regthoe- 
kige    coördinaten  ten  opzigte  van  bovenrand  en  linkerrai  d, 
zich    alleen  door  onderlinge  verwisseling  van  elk  cgier  met 
en    zonder    accent    onderscheiden;   alle  door  deze  diagonaal 
doorsneden  elementen  zyn  dus  tevens  al  diegene  die  bg  zulk 
eene   verwisseling   onveranderd  blijven,  byv.  voor  n  =  4  de 
10  elementen  11',  22',  33',  44M2r2M31'3',  Ul'4',  232'3', 
242'4',  343'4'.     In  de  tweede  plaats,  dat  elke  twee  symme- 
trisch   wederzijds  het  middelpunt  van  het  regthoekige  raam 
der  tabel  liggende  elementen  van  n  cyfers,  al  welke  elemen- 
ten de  gezamenlijke  wortelpunten  voorstellen,  elkander  aan- 
vullen tot  de  gezamenlijke  gebezigde  2  n  cgfers  met  en  zon- 
der   accenten.     Dit    laatste    is    bepaaldelijk  een  gevolg  van 
de  bg  het  opstellen  van  den  bovenrand  en  dus  ook  van  den 
linkerrand    der    tabel    steeds  in  acht  genomen  opklimmende 
volgorde  in  ieder  der  groepen  van  verbindingen  der  n  cgfers, 
waardoor    al    die    verbindingen    voorkomen  in  dezelfde  orde 
die  zij,  ieder  voor  zich  beschouwd  als  een  enkel  uit  dezelfde 
c^fers  bestaand  getal,  zouden  innemen;  want  op  grond  van 
deze    geregelde    volgorde    vullen  byv.  in  den  bovenrand  — 
het    allereerste  of  ledige  vak  daarvan  zich  voor  een  oogen- 
blik    door    eene    nul    ingevuld  denkende   —  elke  twee  even 
ver    wederzyds  het  midden  van  dien  geheelen  rand  zelf  ge- 
plaatste verbindingen  elkander  tot  de  gezamenlijke  n  cyfers 
aan ;  (zoo  zyn  bijv.  in  den  reeds  voor  n  =  5  neergeschreven 
bovenrand  O  en    12345,    1  en  2345,  2  en    1345,   enz.,  12 
en  345,  13  en  245,  enz.  twee  aan  twee  complementair  ten 
aanzien  van  12345).     Immers,  indien  men  in  het  algemeen 


de    groep    der  i     i  verbindingen  p  aan  p  indeelt  in  onder- 
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groepen  waarin  telkens  een  zelfde  linkercijfer  voorkomt,  dan 
rangschikken  deze  ondergroepen  zich  als  volgt:  die  waarin 
1     voorkomt;    die    zonder  1,  maar  met  2;  die  zonder  1  en 

2,  maar    met  3 ;  enz. ;  en  dan  komen  hare  complementaire 

ondergroepen,    die    te  zamen  de  even  zoovele  l  )  ver- 

bindingen    n  —  p  aan  n  —  p  bevatten,  namel^k  die  zonder 
1,  die  met   1,  maar  zonder  2,  die  met  1  en  2,  maar  zonder 

3,  enz.y    blikbaar  in  den  beschouwden  bovenrand  in  omge- 
keerde   volgorde  voor.     En  daar  het  dergel^ke  bl^ft  gelden 
wanneer    men  ieder  der  gezegde  ondergroepen  nogmaals,  en 
wel  ditmaal  naar  gelang  van  het  tweede  c^fer  links,  indeelt 
in  nieuwe  ondergroepen  en  deze  weder  ieder  met  hare  com- 
plementaire   in    verband  beschouwt ;  en  wederom  b^  onder- 
verdeeling   naar    den    maatstaf    van    het    derde  cgfer,  enz., 
totdat    de  beschouwde  groep  in  haar  geheel  in  hare  enkele 
verbindingen    is    ontleed,    is    hiermede    naar  w^  meenen  de 
doorgaande  symmetrische  plaatsing  van  elk  paar  complemen- 
taire verbindingen  in   den  bovenrand  uitgewezen.     Zij  geldt 
dan    evenzeer    in    den   geheel  gel^kvormigen  linkerrand,  en 
mitsdien,    krachtens    de    zamenstelling    der    tabel   uit  beide 
randen,    ook    in    de   tabel    zelve  ten  opzigte  van  haar  mid- 
delpunt, gel^k  beweerd  werd.     Deze  symmetrische  plaatsing 
van    elk    paar    complementaire    elementeii  van  n  c^fers  der 
tabel    Wijst    er,    in    verband    met  den  aard  der  configuratie 
zelve,    nog  op  heen,  dat  in  dit  opzigt  het  paar  der  laatste 
elementen  van  beide  randen,  namelijk  123 ...  n  en  1'2'3' . . .  n\ 
niets  wezenlgks  vóór  heeft  boven  ieder  ander  complementair 
paar;    en    in    meetkundigen    zin  blijkt  dus  ook  de  in  myn 
vroeger  opstel  aangewezen  wederkeerigheid  tusschen  de  beide 
door    de    genoemde    laatste    elementen    voorgestelde  wortel- 
punten,    namel^k    de    oorsprong   O  en  het  boofdwortelpunt 
X,  evenzeer  te  gelden  voor  ieder  ander  paar  complementaire 
of   toegevo^de  wortelpunten  der  volledige  figuur.     In  ver- 
band hiermede  zg  tevens  nog  opgemerkt,  dat  de  beschouwde 
configuratie  eene  zoogenaamde  regelmatige  is. 
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Door    den  Heer  db  Vries  wordt  in  §  9,  biz.   114,  zgner 

in    den  aanhef  dezes  aangehaalde  bgdrage  ook  melding  ge- 

/6\ 
maakt  van  de  configuratie  (2O3,  I54),  gevormd  door  de|     |=15 

radicale    lynen    en    de  (     |  =  20    radicale    punten    ran  zes 

willekeurige  in  één  vlak  liggende  cirkels.  De  boven  in  het 
geval  van  n  =:  3  beschouwde  configuratie  (2O3,  15^),  die 
bleek  te  ontstaan  uit  drie  driehoeken  met  gemeenschappelgk 
homoloog  middelpunt,  kan  steeds,  en  zelfs  op  een  aantal 
wgzen  dat  als  een  oneindig  aantal  van  de  vierde  orde  voor- 
komt, als  zulk  eene  uit  zes  cirkels  voortvloeiende  configu- 
ratie worden  opgevat.  Men  denke  zich  namel^k  vooreerst 
twee  overigens  willekeurige  cirkels,  hebbende  eene  der  15 
Ignen  van  onze  gegeven  configuratie,  bgv.  de  lijn  12,  tot 
radicale  Ign  —  en  juist  deze  ééne  voorwaarde,  die  toelaat 
dat  twee  willekeurige,  bestaanbare  of  toegevo^d  onbestaan- 
bare, punten  dezer  Ign  als  sngpunten  der  beide  cirkels  ge- 
dacht worden  en  dat  twee  willekeurige  punten  van  de  in 
het  midden  opgerigte  loodlgn  als  hunne  middelpunten  wor- 
den aangenomen,  wijst  op  de  evenbedoelde  viervoudige  on- 
eindigheid van  dergelgke  cirkelparen  heen  —  dan  kan, 
omdat  de  lijn  12  byv.  de  beide  Ignen  13  en  23  in  een 
zelfde  punt,  namelgk  123,  snydt,  het  snijpunt  der  loodlgnen, 
uit  het  middelpunt  van  den  eersten  cirkel  op  13  en  uit 
dat  van  den  tweeden  op  23  nedergelatt^n,  als  middelpunt 
van  een  derden  cirkel  dienen  wiens  straal  zóó  te  bepalen 
is  dat  )  3  en  23  gelgktydig  de  radicale  lynen  van  dezen 
nieuwen  cirkel  met  de  beide  eersten  en  dus  123  het  ge- 
meenschappelijk radicaal  punt  van  alle  drie  wordt.  Geheel 
op  dezelfde  wgze  geeft  ieder  der  drie  andere  op  de  Ign  12 
gelegen  punten  121',  122'  en  123'  der  configuratie,  door 
middel  telkens  van  de  twee  andere  aldaar  zamenkomende 
Ignen  der  configuratie,  aanleiding  tot  een  nieuwen  cirkel  die 
op  overeenkomstige  wgze  met  de  twee  eerste  cirkels  in  ver- 
band staat.  En  dat  dan  de  volledige  gegeven  configuratie 
werkelgk  die  van  alle  radicale  punten  en  lijnen  van  de 
zes   aanwezige   cirkels  onderling  is,  blgkt    doordien  de  radi- 
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cale  Ign  bgv.  van  de  beide  uit  123  en  uit  121'  voortge- 
koinen  cirkels  moet  gaan  door  de  radicale  punten  van  de 
tvee  drietallen  die  dit  cirkelpaar  opvolgend  met  den  eersten 
en  met  den  tweeden  aangenomen  cirkel  vormt,  dat  is  door 
het  sngpnnt  der  radicale  l^nen  13  en  IV  en  door  dat  van 
2$  en  21',  dat  is  door  de  beide  als  131'  en  231'  gegeven 
panten,  zoodat  deze  radicale  l^n  noodwendig  de  gegeven  l^n 
31'  moet  zgn  ;  terw^l  dezelfde  redenering  natuurlgk  op  iedere 
andere  verbinding  van  twee  of  ook  van  drie  der  zes  cirkels 
toepasselijk  is.  Deze  zes  cirkels  zelve,  waarvan  de  radicale 
lynen  en  pnnten  door  de  verbindingen  twee  aan  twee  en 
drie  aan  drie  van  de  zes  cgfers  1,  2,  3,  1',  2',  3'  worden 
voorgesteld,  kunnen  dus  eigenaardig  door  deze  cijfers  op  zich 
zelve  ^worden  aangeduid ;  en  bierdoor  is  tegelgkert^d  de  vroe- 
ger  toegezegde    meetkundige   beteekenis  dezer  1.3  -f-  3.1  = 


-=(:) 


in    de  tabel  voor  n  ^  3  voorkomende  elemen- 


ten van  één   cgfer  toegelicht.  Hierbij  ten  slotte  nog  de  vol- 
gende   opmerkingen:    P.    Ieder   der    10  paren  van  wat  wg 
boven    noemden    complementaire    of   toegevoegde  of  weder- 
keerige   w^ortelpunten  van  de  gegeven  configuratie  is  een  der 
10   paren  radicale  punten  van  twee  drietallen  telkens  waarin 
men  de  zes  cirkels  kan  indeelen.  2^.     De  volledige  zeshoek 
der     middelpunten    van    de    zes   cirkels  is  eene  configuratie 
(65,    1^2)1    waarvan    de    15    z^den  loodregt  staan  op  de  15 
radicale  lynen  en  tevens  20  driehoeken  vormen  in  dier  voege 
dat    de  drie  r.idicale  Ignen  door  ieder  radicaal  punt  loodregt 
stskstn    op   de   zijden    van  den  overeenkomstigen  uit  deze  20 
drielioeken.     3^.    Bij    behoud    der  zes  middelpunten  kunnen 
voor    dezelfde   radicale   Ignen    de  vierkanten  der  zes  stralen 
allen     met    een    zelfde    willekeurig   bedrag   vermeerderd    of 
verminderd   worden;   dit   is  dus  een  voorbeeld  van  de  aan- 
gevoerde meervoudige  oneindigheid  der  cirkelstelsels. 

Indien  men,  zooals  oorspronkelijk  in  mijn  vroeger  opstel 
geschiedde,  in  het  geval  van  n  =  4  aanneemt  dat  de  ge- 
bezigde constructie-figuur  of  de  configuratie  (TO^,,  565),  in 
plaats  van  in  één  vlak  te  liggen,  eene  ruimtefiguur  is,  kan 
men    die   geheel   in    denzelfden  geest  als  zoo  even  ook  op* 
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vatten  als  ontstaan  uit  acht  willekeurige  bollen.  Terwgl 
dan  deze  bollen  zelve  worden  voorgesteld  door  de  1.4  -|-  4.1  = 

=  8=11  elementen  van  één  cyfer,  en  de  bg  hunne  ver- 
bindingen twee  aan  twee  behoorende  radicale  vlakken  door 
de  1.6  -f  4.4  -f-  6.1  =  28  =  1     )  elementen  van  twee  offers 


.=as=n 


die  de  tabel  voor  n  =  4  bevat  en  op  wier  meetkundige  be- 
teekenis  wg  zeiden  te  zullen  terugkomen,  vertegenwoordigen 

de   toen   reeds   nader  onderzochte  56  =  (     \  elementen  van 


=ö 


drie    cyfers    de    radicale   lijnen    der   drie  aan  drie  genomen 
bollen,   en    de   70  =  I     ]  elementen    van  vier  cgfers  hunne 

uit  viertallen  voortkomende  radicale  punten.  Bg  opmerkin- 
gen, die  zich  aan  deze  beschouwing  in  denzelfden  trant  als 
zoo  even  zouden  laten  vastknoopen,  staan  wy  niet  verder  stiL 
Evenzoo  stippen  wg  slechts  met  een  enkel  woord  aan, 
dat  men  voor  willekeurige  waardeu  van  n  ook  vlakke  en 
ruimte-figuren  zou  kunnen  beschouwen,  correlatief  van  de 
tot  nog  toe  besprokene,  en  waarin  dus  punten  en  Ignen, 
of  wel  punten  en  vlakken,  Ignen  en  Ignen  in  elkanders 
plaats  zouden  komen.  Voor  n  =  3  zou  de  op  deze  wgze 
ontstaande  configuratie  (154,  ^^s)  ^^^  l^SkTe  verklaring  kun- 
nen   vinden   in  de  (     ]  =  15  uitwendige  gelgkvormigheids- 


punten  —  of  desverkiezende  ook  sommige  uitwendige,  en 
bepaalde  daarbg  behoorende  inwendige  gelgkvormigheidspun- 
ten  —   van    zes    willekeurige   cirkels  in  één  vlak,  genomen 

twee  aan  twee,  en  in  de  (     J  =  20,  bg  viertallen  door  deze 

punten  gaande  en  de  punten  zelve  bg  drietallen  bevattende, 
gelgkvormigheidslgnen  dezer  cirkels  drie  aan  drie«  Voor 
n  =  4  is  aan  de  configuratie  (565,  7O4)  eene  overeenkom- 
stige beteekenis  in  de  ruimte  te  geven,  a%eleid  uit  acht 
willekeurige  bollen. 
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Nadat  ik  het  vorenataande  had  opgesteld  maakte  de  Heer 
D*  Ybjxs  mg  nog  opmerkzaam  op  de  verhandeling  van  S.  Kan- 
tor >Ueber  eine  Gattung  von  Configurationen  in  der  Ebene 
nnd  im  Raame",  voorkomende  in  den  80*'"  Band,  2«  Abtheilung 
(Jahig.    1879)    van    de   Sitzungsberichte   der  mathematisch* 
naturwissenschaftlichen  Classe  der  Kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften, Wien,  1880,  blz.  715— 723.  In  deze  verhandeling 
wordt   in  de  eerste  plaats  (blz.  716)  opgemerkt  dat,  als  de 
hoekpunten  van  drie  volledige  vierhoeken  op  vier  door  één  punt 
gaande  stralen  liggen,  de  vier  punten  van  Hessb  (dat  zgn  de 
gemeenschappel^ke  sngpunten  telkens  van  drie  assen  van  ho- 
mologie,  als  waarvan  sprake  was  op  blz.  211,  regel  7 — 10, 
van  mgn  vromer  opstel),  waartoe  de  vier  uit  deze  vierhoe- 
ken te  vormen  drietallen  van  onderling  perspectivische  drie- 
hoeken   aanleiding    geven,  tot  ééne  regte  lijn  behooren;  en 
vervolgens    dat,    als    vier   volledige  vierhoeken  in  vier  door 
één  punt  getrokken  Ignen  beschreven  z^n,  de  vier  zoo  even 
bedoelde   r^te  Ignen,  ontstaande  uit  de  vier  te  beschouwen 
drietallen    dezer  vierhoeken,  in  één  punt  zamenkomen.     Op 
deze   wgze    voortgaande,  komt  Kantor  tot  de  beide  op  blz. 
716  onder  in  déze  woorden  uitgesproken  stellingen: 

>Construirt  man  nun  n  —  1  vollstandige  n-Ecke,  deren 
Ecken  auf  n  gegen  einen  Punkt  W  convergirenden  Strahlen 
liegen,  so  erhalt  man  in  jede  Combination  dieser  Strahlen 
zu  n  —  1  eine  Reihe  von  n  —  1  voUstandigen  (n  —  1  )-£cken 
eingeschrieben  nnd  jede  dieser  Reihen  liefert  einen  Punkt 
Tjv— i.  Diese  n  Punkte  liegen  alle  in  einer  Geraden  g/^^. 
(l  Figur)". 

>  Werden  n  vollstandige  n-Ecke  in  der  eben  beschriebenen 
Lage  angenommen,  so  treffen  sich  die  für  ihre  n  Combina- 
tionen  zu  je  n  —  1  construirten  Geraden  gy  in  demselben 
Punkte  Ta.  (2  Figur)". 

(NB.  De  twee  hier  aangehaalde  figuren  komen  waar- 
schgnlgk  voor  in  de  vroegere  verhandeling  van  Kantok 
lUeber  eine  Gattung  merkwürdiger  Geraden  und  Punkte 
bei  vollstandigen  n-Ecken  auf  dem  Kreise'*  in  de  Sitzungs- 
berichte als  voren,  78®*'  Band,  2®  Abtheilung,  waarnaar  bij, 
evenals  naar  z^ne  verhandeling  »Ueber  den  Zusammenhang 

TBOL.  IN    MIDEO.   ATD.   NATUUBK    8<le   KESKS     DBKL    V.  19 
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von  n  beliebigen  Qeraden  in  der  Ebene*',  idem,  76«^  Band, 
verwijst.  Zie  overigens  nog  over  configuratiën  in  het  alge- 
meen de  in  het  opstel  van  Dr.  J.  db  Vries  vermelde  lit- 
teratuur). 

En    van   deze  stellingen  leidt  de  eerste  hem  tot  eene  uit 
,2  —  1   volledige  n-hoeken  ontstaande  configuratie 


[{':=:):  r:--;).)- 


en  de  tweede  tot  eene  uit  n  volledige  n-hoeken  ontstaande 
configuratie 


a.'  L-u- 


zünde  deze  laatste  juist  dezelfde  als  de  door  mg  uit  een 
eenigzins  ander  gezigtspunt  beschouwde. 

Bovendien  wordt  door  Eaïitob  op  blz.  719  nog  eene  meer 
algemeene  configuratie 

afgeleid,  bfl  welke  gelegenheid  onder  anderen  wordt  gezegd 
dat  de  bg  het  tellen  van  de  aantallen  punten  en  Ignen  dezer 
configuratie     voorkomende    sommatiën    —    overeenkomende 

(1  -j.  ;p)2« 

met   de   boven  door  mg  uit  de  ontwikkeling  van  

ar" 

verkregen  sommatiën  voor  het  beschouwde  geval  m  =  n  -|- 1  — 
ook,  zooals  door  Netto  werd  opgemerkt,  uit  de  hypergeo- 
metrische reeks  volgen. 

De  op  blz.  721 — 723  behandelde  uitbreiding  op  de  ruimte 
staat  eveneens  in  naauw  verband  met  wat  ik  in  mgn  vorig 
en  in  mgn  tegenwoordig  opstel  voor  het  geval  der  ruimte 
heb  uiteengezet. 

Naar  mg  voorkomt  bevinden  zich  in  het  besproken  stuk 
van  Ka>tob  de  volgende  kleine  druk-  of  schrgffouten : 
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Blz.  717,  regel -14,  staat:  fCliif;  lees:  n. 

»      »        >      17,      *    5  ("7    r  ^^''  ("T 
»     719,     >         5,       >     :  weniger;      >  :  mehr. 

»     723,     »  6,       » 


Gaarne  maak  ik  van  deze  gel^enheid  gebruik  om  eene 
aanynllmg  mede  te  deelen  die,  zooals  de  Heer  A.  E.  Ba.utj- 
SKN,  Leeraar  aan  de  Polytechnische  School  te  Delft,  mg  deed 
opmerken,  de  op  blz.  219 — 220  van  mgn  vroeger  opstel 
Termelde  determinanten-eigenschap,  overgenomen  uit  mgne 
bgdrage  in  het  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  Deel  VI, 
Stuk  I,  1879,  blz.  79—80,  behoeft.  Ik  haal  daartoe  de 
volgende  woorden  van  den  Heer  Bahusek  aan: 

>Uit  een  matrix  if,  die  uit  (n  —  1)  rgen  en  n  kolom- 
men bestaat,  kan  men  door  weglating  telkens  van  eene  ko- 
lom n  determinanten  van  den  (n  —  l)8teD  graad  vormen,  die 
aangegeven  worden  door  P^,  Pg, . . .  P„.  Zgn  i  [i  >  1]  dezer 
determinanten,  bgv.  P^ ,  P2 ,  •  • .  Pt ,  gelgk  nul,  zoo  zgn  tevens 
gelgk  nul  de  (n  —  t)  overige  determinanten  P|+i , . . .  Pn^ 
temy  gelgk  nul  zgn  alle  determinanten  van  den  (n  —  i)^^^ 
graad,  die  gevormd  kunnen  worden  uit  de  matrix,  welke 
aan  de  determinanten  P^,  P^, ...  Pt  gemeen  is." 


1  Zg  bgv.  M  = 


«11   «ia   «13   «14   «15 


«21 

«81 


en  Pj,  Pg,  P3,  P4 ,  P5 


«41    «42   «48    «44   «46 


de  determinanten,  verkregen  door  uit  de  matrix  M  de  1*^«, 
2*«,  3<*«,  4<^®  of  5^«  kolom  weg  te  laten;  zoo  volgt  uit 


Pi  =  Pa  =  P3  =  O  , 


::) 


dat: 


ir 
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o/  P4    =    A    =    O    of 


«14   «IB 

«24  «;?5 

«34   «35 

«44   «46 

=  o  is. 


«9 


>Naaw  verwant  aan  deze  stelling  is  de  volgende:  Is  een 
determinant  gelijk  nul  en  tevens  de  minor  van  het  element 
ar«,  zoo  zijn  tevens  gelijk  nul  de  minoren  der  overige  elemen- 
ten of  van  de  rg,  of  van  de  kolom,  waartoe  het  element 
a,-^   behoort." 

>In  verband  hiermede  staat  ook,  dat  de  bekende  stel- 
ling —  welke  zegt,  dat,  als  een  determinant  gelijk  nul  is, 
de  elementen  van  elke  ry  (of  kolom)  uitgedrukt  kunnen 
worden  als  homogene  lineaire  functies,  met  gel^ke  coëffi- 
ciënten, der  overeenkomstige  elemtjnten  der  overige  rijen  (of 
kolommen)  —  alleen  waar  is,  wanneer  geen  der  eerste  mi- 
noren gelyk  nul  is." 

De  Heer  Uahusev  meldt  mij  te  dezer  zake  nog  dat  hg 
in  een  waarschijnlijk  spoedig  in  de  Annales  de  VEcole  Po- 
lytechnique  de  Delft  verschijnend  opstel  onder  anderen  de 
volgende  meer  algemeene  stelling  uitwerkt: 

>Uit  de  matrix 


M  = 


«11  ai3  . . .  a\p  bil  6i2 .  • .  biq 

«21    «22  •  •  •  «2p   bil   ^22  -  •  •  big 


«rtl    «n2  •  •  •  ««p   bnl    6n2  -  •  .  b 


nq 


IP  +  ^\ 

(waarbij  y  <C  «  <C  P  +  ?  wordt  ondersteld)  kan  men  I  1 

determinanten  van  den  n^^^  graad  vormen.  Zyn  onder  deze 
determinanten  alle  die,  welke  de  q  kolommen  b  bevatten, 
gelijk  nul,  dan  zyn  ook  alle  overige  geiyk  nul,  tenzij  gelijk 
nul  zyn  alle  determinanten  van  den  q^^^  graad,  die  men 
uit  de  q  kolommen  b  kan  vormen.** 

Jvlij  1888. 


RAPPORT 


OV£B     DE     VERHANDELING  '. 


ALGEMEENE  EIGENSCHAPPEN  VAN  DE  ZUIVER  ROLLE>^DE 
BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGSLICHAAM  OP 

EEN  HORIZONTAAL  VLAK, 

TOEGEPAST  OF  DE 

BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGSLICHAAM  OM 
EEN  VAST  PUNT  VAN  ZIJNE  AS, 

DOOE 

Dr.   G.    SCHOUTEN. 

(TJitgebraoht  in  de  vergadering  van  30  Juni  1888). 


Deze  verhandeling  van  Dr.  G,  Schouten  bestaat,  zooals 
ook  de  titel  reeds  te  kennen  geeft,  uit  twee  gedeelten  die 
door  een  tamelyk  lossen  band  verbonden  zijn. 

Het  eerste  deel  behandelt  in  twee  hoofdstukken  het  rol- 
len van  een  omwentelingslichaam  —  onderworpen  aan  de 
werking  der  zwaartekracht  —  over  een  horizontaal  vlak. 
Na  in  het  eerste  hoofdstuk  de  bewegingsvergelykingen  af- 
geleid en  aan  eenige  herleidingen  onderworpen  te  hebben, 
neemt  de  schrgver  in  het  tweede  zgne  toevlucht  tot  eene 
graphische  methode  ten  einde  orde  te  brengen  in  de  ver- 
schillende gevallen  van  dit  inderdaad  tamelgk  ingewikkelde 
mechanisclie  probleem.  Schrgver  is  in  de  keuze  dier  methode 
naar  ons  inzien  gelukkig  geslaagd.  Terwijl  hg  den  hellings- 
hoek  als  abscis  gebruikt,  wordt  als  ordinaat  uitgezet  wat 
schrgver  de  hellingsenergie  noemt,  dat  is  eene  grootheid  ge- 
Igk  aan  het  verschil  tusschen  de  totale  energie  (potentieele  -f- 


(  2d0  ) 

kinetisclie)  en  de  schommelingsenergie,  onder  welke  laatste 
verstaan  wordt  dat  gedeelte  der  energie  't  welk  ran  de  flactie 
yan  den  hellingshoek  afhankelgk  is,  indien  men  als  onaf- 
hankelijk veranderlgken  de  drie  welbekende  £uLBR*sclie  hoe- 
ken invoert.  Van  de  kromme  die  op  deze  w^ze  ontstaat, 
kan  het  beloop  in  algemeene  trekken  worden  aangegeven, 
terwyl  hare  snijding  door  eene  rechte,  wier  afstand  tot  de 
abscissenas,  waarmede  zij  evenwgdig  loopt,  gel^k  is  aan  de 
totale  energie,  de  beweging  in  groote  trekken  doet  kennen 
en  de  byzondere  gevallen  tot  hun  recht  doet  komen. 

Het  tweede  gedeelte  der  verhandeling  loopt  over  het  be- 
kende probleem  van  de  bew^ng  van  een  omwentelings- 
lichaam onderworpen  aan  de  zwaartekracht  en  ondersteund 
in  een  vast  punt  der  omwentelingsas.  Inderdaad  kan  dit 
probleem  als  een  by zonder  geval  beschouwd  worden  van  het 
meer  algemeene  in  het  eerste  gedeelte  behandelde.  Deie 
beschouwing  is  echter  weinig  natuurlyk  en  werpt  geen  nieuw 
licht  op  het  meer  bgzonder  probleem.  Wat  echter  wel  eenig 
verband  brengt  tusschen  beide  gedeelten  der  verhandeling 
is  de  eenheid  van  methode.  De  aanwending  van  de  kromme 
der  hellingsenergie  brengt  hier  wel  geene  nieuwe  waarheden 
te  voorschyn,  wat  bg  een  zoo  veelvuldig  en  volledig  behan- 
deld vraagstuk  ook  nauwelgks  te  verwachten  ware,  maar 
zg  geeft  toch  een  zeer  helder  overzicht  van  de  verschillende 
gevallen  die  zich  kunnen  voordoen  en  blgkt  naast  andere 
beschouwingswyzen  recht  van  bestaan  te  bezitten.  Vooral 
de  eigenaardige  wgze,  waarop  de  bgzondere  gevallen  by 
welke  de  as  den  verticalen  stand  aannemen  kan  of  asymp- 
totisch  tot  deze  nadert,  optreden,  verdient  opmerking. 

Tevens  behandelt  schrgver  de  integratie  der  bew^ings- 
vergelgkingen.  Behalve  Lottn££,  door  den  schrgver  aan- 
gehaald, hebben  nog  meerdere  anderen''^)  algemeene  oplos- 
singen met  behulp  van  elliptische  functiën  gegeven.  Toch 
gelooveu    wg  dat   de   korte   en    bondige   aanwgzingen  dier 


^)  Fbehzbl,  Scklouilck  Zeittehr.  XXVI,  $  104—137;  SÖDBaBLOX,  Uf 
êola^  Aeia  XII  (3)  «n  vooral  Jagobi,  GesummelU  Werk9^  Bd.  II,  S.  486. 
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oploflsmg  door  den  sclir^yer  achter  elk  der  Terachillende 
gevallen  geroegd,  niet  misplaatst  zgn  in  zgne  verhandeling. 
W^  meenen  aan  de  Akademie  de  opname  der  geheele 
verhandeling  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  te  mogen 
aanbevelen. 

I).  J.  KORTEWEG. 

OH.  M.  SOllOIS. 


ALGEMEENE  ElÖENSCHAPPEN 


VAN  Dl 


ZUIVER  ROLLENDE  BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGS- 
LICHAAM  OP  EEN  HORIZONTAAL  VLAK, 


TOEGEPAST  OF  DS 


BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGSLICHAAM  OM 
EEN  VAST  PUNT  VAN  ZIJNE  AS. 


DOOB 


Dr.  G.  SCHOUTEN, 


Inleiding. 

Uit  de  eerste  integraalvergel^kingen  van  de  zuiver  rol- 
lende beweging  van  een  omwentelingslichaam  op  een  hori- 
zontaal vlak  kunnen  eenige  algemeene  eigenschappen  wor- 
den afgeleid,  wier  kennis  een  algemeen  inzicht  geeft  in  den 
aard  der  verschillende  bewegingen  die  het  lichaam  kan  heb- 
ben, met  aanwgzing  van  de  voorwaarden,  waaronder  deze 
plaats  grepen. 

Een  weg  tot  nadere  bepaling  der  bewegings>elementen 
door   berekening  wordt  daardoor  als  van  zelve  aangewezen. 

Nadat  in  het  eerste  hoofdstuk  de  integraalvergelgkiugen 
zgn  a%eleid,  worden  in  het  tweede  de  algemeene  eigenschap- 
pen der  beweging  ontwikkeld,  die  in  het  derde  worden  toe- 
gepast op  het  geval,  dat  het  lichaam  op  het  ylak  steunt 
in    een    punt,    op    zyne   as  gelegen,  of  ook,  daar  dit  punt 
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gedurende    de  beweging  in  rost  bl^ft,  op  de  beweging  yatt 
een  omwaitelingslicbaam  om  een  punt  yan  zgne  as. 

Mocht  van  dit  vraagstuk  reeds  eene  volledige  oplossing 
bestaan,  dan  moge  de  bier  gegevene  eene  plaats  vinden  ter 
wille  van  de  metbode  van  onderzoek. 

In  geen  der  beide  mg  bekende  verbandelingen  wordt  bet 
vraagstuk  volledig  opgelost. 

In  bet  stuk  van  Dr.  C.  Lottner  ^)  wordt  alleen  bet  ge- 
val bebandeld,  dat  bet  moment  {M  X)  yan  de  boeyeelbeid  yan 
beweging  ten  opzicbte  van  de  verticaal  van  bet  yaste  punt 
eene  absoluut  grootere  waarde  beeft  dan  dat  (M  /j)  ten  op- 
zicbte van  de  as,  boewei  er  in  de  verbandeling  zelve  van 
die  beperking  geen  melding  wordt  gemaakt. 

In  de  verbandeling  yan  Dr.  P.  van  Gebe  f)  wordt  eene 
nog  meer  beperkende  voorwaarde  gesteld :  bet  licbaam  wordt 
ondersteld  in  beweging  gebracbt  te  zijn  door  een  koppel 
van  impulsie,  loodrecbt  op  de  as  van  't  licbaam,  zoodat 
X=:  ficos  a  wordt  ondersteld,  als  a  de  bellingsboek  is  bg 
't  begin  van  de  bew^ing. 

Aan  de  bier  volgende  oplossing  ligt  eene  grapbiscbe 
metbode  ten  grondslag,  terwijl  zooveel  mogelgk  getracbt  is 
aan  de  standvastigen,  welke  in  de  vergelgkingen  voor  de 
bewegings-elementen  voorkomen,  eene  mechaniscbe  beteeke- 
nÏB  te  geven,  zoodat  bet  mogelgk  werd  de  uitkomsten  aan- 
schouwelgk  voor  te  stellen. 


*)  Dr.  C.  liomrES^  Redaction  der  fiewegung  eines  scb weren,  um 
eben  festen  Panct  rotirenden  Revolationskörpers  auf  die  elliptiscben 
Transcendenten.  Jottrnal  Ton  G&ellb,  50®'  Baud,  1855. 

t)  Ür  P.  VAK  Gbeb,  Over  de  beweging  van  een  zwaar  lichaam  om 
een  vast  punt.  Vertlagen  en  Mededeelingen  der  Kou.  Akad.  v.  Wet.« 
Md.  Natuurkunde,  2e  Keeks,  Deel  Y,  1871. 
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HOOFDSTUK    I. 

Dfi   EERSTE    INTEGRAALVERGELIJKINGEN    VAN    DS   BEWEGING. 

1.  Zg  PQ  (fig.  1)  de  as  van  een  omwentelingslichaam 
en  S  het  punt,  waarmede  dit  op  het  horizontale  vlak  rost. 

Is  C  het  zwaartepunt  en  treft  de  loodlgn  uit  S  op  de 
as  neergelaten  deze  in  D^  dan  kunnen  Ci?  =  £eni82?  =  i7 
als  de  coördinaten  van  het  steunpunt  beschouwd  worden. 

2.  De  stand  van  het  lichaam  is  bepaald  door  de  volgende 
hoeken: 

a.  den  hoek  d,  gevormd  door  een  bepaald  deel  CQ 
van  de  as  met  de  naar  boven  als  positief  gerekende  verti- 
caal ;  wg  zullen  dien  hoek  den  heUingshoek  van  het  lichaam 
noemen ; 

b.  den  hoek  ^,  dien  het  verticale  meridiaanvlak  P  S  Q 
met  een  vast  verticaal  vlak  XOZ  maakt.  Wg  zullen  desoi 
hoek  het  azimuth  van  het  lichaam  noemen,  en  aannemen 
dat  hg  beschreven  wordt,  als  het  laatstgenoemde  vlak  om 
de  naar  boven  gerichte  verticaal  als  as  in  den  zin  van  de 
wgzers  eener  klok  wordt  gewenteld  tot  het  evenwgdig  komt 
met  het  eerstgenoemde; 

c.  den  hoek  9,  dien  een  bepaald  meridiaanvlak  van  het 
lichaam  met  het  verticale  meridiaanvlak  maakt.  Wg  zullen 
aannemen,  dat  9  beschreven  wordt,  als  het  verticale  meri- 
diaanvlak om  C  Q  als  as  in  den  zin  van  de  wgzers  eener 
klok  wordt  gewenteld  tot  het  samenvalt  met  het  bepaalde 
meridiaanvlak. 

3.  Het  lichaam  zal  ieder  oogenblik  eene  wenteling  be- 
zitten om  eene  as,  die  door  het  steunpunt  gaat.  De  hoek- 
snelheid  6?,  waarmede  wg  onderstellen  dat  deze  wenteling 
op  zeker  oogenblik  plaats  grgpt,  ontbinden  wg  in  de  vol* 
gende  hoeksnelheden : 

a.    -—   of   ö'   om    de  Ign,  die  in  S  loodrecht  staat  op 

at  * 

het  verticale  meridiaanvlak; 
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d 


6-     -7—  of  9'  om    de    Ifln  uit  5  eyenwgdig  aan  C  Q  ge- 
dt 

tarokken: 

c*     -- —  of  9fj   om  de  verticaal  van  het  steunpunt. 
d  f 

W^  m^-ken  hierbg  op,  dat  de  hoeksnelheid  n,  waarmede 

het    lichaam    in    werkel^kheid   om  de  as  wentelt,  gel^k  is 

aan  qp'  Yermeerderd  met  de  hoeksnelheid  ^/cosO^  waarmede 

het    verticale    meridiaanvlak  ten  opzichte  van  het  bepaalde 

meridiaanvlak  wentelt^  zoodat 

n=zq>*  +  if/  coêO (1) 

is.     De  hoeksnelheid  g)  wordt  dus  gegeven  door 

€j^  =  ffi  +  ff^  +  ifj'^sin^O (2) 

4.  De  levende  kracht  T  van  het  lichaam,  als  dit  de 
bovetigenoemde  wenteling  co  bezit,  kan  op  de  volgende  wgze 
bepaald  worden : 

De  Ignen  door  het  zwaartepunt  getrokken  evenw^dig 
aan  de  ^ -,  n-,  if/  sin  ^-assen  vormen  een  stelsel  hoofdassen 
van  inertie.  Zij  (/^  de  traagheidsstraal  ten  opzichte  van 
eene  middellgn  van  den  aequator,  en  ()z  die  ten  opzichte 
van  de  lichaams-as. 

De  a&tand  d  van  het  zwaartepunt  tot  de  oogenblikke- 
Igke  as  wordt  gegeven  door 


d»  =  |2  +  ^2  _ 


ƒ$  .  n  —  ifj  sin  0  .ri\^ 


Is  dus  Af  de  massa  van  het  lichaam,  dan  zal 


zgn,  welke  vergelgking  door  substitutie  van  de  waarde  van 
d  oveigaat  in 
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Deze  geïntegreerd  zullen  de  coördinaten  x^  y,  ^  yan  lirt 
zwaartepunt  geven. 

De  coördinaten  X,   Y  van  het  steunpunt  ^gn  na 

X  =  x  '\'  {i  sin  O  Ar  Ti  cos  O)  cos  w\ 

[ (9) 

1^=  y  -|-  (5  «n  ö  +  IJ  coa  O)  sin  tp) 

zoodat  de  ontbondenen  CJ  en  V  van  de  snelheid,  waarmede 
S  zgn  spoor  beschrgft  resp.  in  de  richtingen  O  X  en  O  T 
gegeven  worden  door 


U=qt'  sinfp  .ïj  -\'  (I'  sin  ö  -|-  jy'  cos  0)  cos  i//, 
F  =  —  q/  cos  lp  .tl  +  (5'  «in  ö  -|-  17'  cos  6)  sin  ^, 

waarin  |   voor  —  en  ïy    voor gesteld  zgn. 

dt  dt 

Uit  deze  vergelgkingen  volgt  verder 

Vcos  ip  —  U  sin  ip  =  —  9' .  I?  I 

V  sin  ip  -{-  ü  cos  ip-=  I'  sin  ö  +  j?'  coa  ö ) 


. .  (10) 


•  •  (11) 


De  eerste  stelt  de  snelheid  voor,  waarmede  het  steunpunt 
S  zich  in  de  richting  van  de  d'-as  beweegt,  de  tweede  die 
in  de  richting  van  het  beweeglgke  been  van  het  azimuth. 


HOOFDSTUK    IL 


AlOKKEENE   BIOENSCHAPPSN    VA.K   DK    ZUIVER   ROLLENDE 


;  BEWEGING   yjLS   EEN    OMWENTELINGSLICHA.AM    OP 

EEN    HORIZONTAAL   VLAK. 

9.     Worden    de    beide   leden  van  de  laatste  der  vergel^- 
kingen  (7)  met  4  ^  vermenigvuldigd,  dan  stelt  het  eerste  lid 

ii^<?'«(C^x  +  {»+IJ«) 
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de  ener^e  voor,  die  het  lichaam  verkrggt  alleen  ten  gevolge 
?an  de  verandering  in  helling,  die  z^ne  as  ondergaat;  dit 
gedeelt-e  van  de  energie  Tan  't  lichaam  zullen  wg  de 
^chotn  m  elings^en  er  ff  ie  no  emon . 

De  constante  in  het  tweede  lid  stelt  de  totale  enerffievaxi 
het  licliaain  voor. 

De  Torm  tosschen  de  accolades,  dien  wg  door  0  zullen 
aanduiden,   zoodat 


is,  stelt  het  overige  gedeelte  van  de  energie  voor,  nl.  de 
poteniiale  verminderd  met  die,  welke  het  lichaam  heeft  ten 
gevolge  van  de  wentelingen  n  en  if/.  Daar  bg  bepaalde 
waarden  van  A  en  //  die  hoeveelheid  alleen  afhangt  van 
de  helling  O  der  as,  zullen  w^  haar  de  hellings-energie 
noemen. 

10.     Zetten  wg  nu  &  als  ordinaat  uit  op  een  rechthoe- 
kig coördinaat-stelsel  met  O  tot  abscis,  dan  stelt 

de  vergelgking  eener  kromme  voor,  die  wg  de  kromme  der 
heUvngê^enerffie  zullen  noemen. 

Deze  kromme  heeft,  als  w^  het  geval  X^  =  ft^  voorloopig 
nitsluiten  en  ons  bepalen  tot  de  abscissen  tusschen  O  en  n^ 
de  Ignen  ^  =  O  en  ^  =  ;?  tot  asymptoten ;  zg  ligt  geheel 
boven  de  abscissen-as  en  moet  dus  minstens  één  punt  hebben, 
waarin  de  raakl^n  evenwgdig  is  aan  de  abscissen-as,  waar 
0  dus  eene  minimum'Waarde  heeft. 

De  vergel^king 

dO 
dO  ~^ 

moet   derhalve    minstens    één    bestaanbaren    wortel    hebben 
tuaschen  O  en  tit  gelegeui  die  Q  tot  eeu  minimum  maakt. 
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Heeft  die  vergel^king  meer  bestaanbare  wortels,  dan 
heeft  de  kromme  voor  die  wortels  afwisselend  maacitnum-  en 
rntmmum-ordinaten,  tenzij  in  die  punten  buigpunten  mocbten 
aanwezig  zyn. 

Heeft  dus  de  kromme  der  hellings-energie  voor  elk  stel 
waarden  van  X  en  /u  minstens  ééne  mtmmum-ordinaat,  om- 
gekeerd zullen  X  en  /u  altijd  zóó  bepaald  kunnen  worden, 
dat  die  minimum-ordinaat  bij  eene  willekeurig  gekozen 
abscis  a  behoott.  Daartoe  wordt  slechts  vereischt,  dat 
X  en  //  voldoen  aan  de  vergelyking 


wat  op  onbepaald  vele  wijzen  kan  plaats  grgpen,  aangezien 

X  en  //  onderling  onafhankelyke  willekeurige  waarden  zgn. 

Is    het    lichaam    b.    v.    eene  ellipsoïde  van  omwenteling, 

dan    zal    voor   X  =  O  0  eene  fntntmum-waarde  hebben  voor 


0  = 


2 


ingeval  de  omwentelings-as  de  grootste  der  assen  is. 

De  kromme  zal  een  vorm  hebben 
overeenkomstig  de  eerste  figuur. 

Is  de  ellipsoïde  echter  afgeplat, 
dan  zal  voor  ft  zeer  klein  met  be- 
trekking   tot  h  de    kromme    bij  de 

abscis  --  eene  majrtfnum-ordinaat  heb- 

ben,  en  een  vorm  overeenkomstig  de 
tweede  figuur,  die  evenals  de  vorige 
symmetrisch  is  ten  opzichte  van  de 

ordinaat  bij  — .     Bl^kt  uit  dit  voor- 

beeld,  dat  de  kromme  der  hellings- 
energie meerdere  mt^^mnmi-ordinaten  met  tusschen  gelegeo 
martmum-ordinaat  kan  hebben,  tevens  doet  het  zien,  dat 
zy  voor  verschillende  waarden  van  X  en  fi  ook  verschil- 
lende  vormen  kan  aannemen. 
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11.     Wordt  op  hetzelfde  coordinateu-stelsel  de  rechie  Ign 

y  =  constante 

getrokken,  ^w^elke  Ign  wg  de  lijn  van  energie  zullen  noemen, 
dan  zullen  die  deelen  van  de  kromme  der  hellings-energie, 
welke  onder  deze  Ign  gelegen  zijn,  in  hunne  abscissen  de 
hellingen  aanwezen,  die  de  lichaams-as  gedurende  de  be- 
weging kan   verkregen. 

Z^  Fig.  2  de  kromme  der  hellings-energie  yoor  zeker 
stel  waarden  van  X  en  //,  zoodat  de  hellings-energie  O  twee 
minimnm-waarden  heeft  Toor  O  '=z  Oi  en  ^  =  £^2  en  eene 
maximum-w^aarde  voor  O  =  0^. 

Raakt  de  Ign  yan  energie  de  kromme  in  />,  dan  moet 
ff  Toortdnrend  gel^k  nul  zgn.  De  lichaams-as  zal  onver«- 
anderlgk  dezelfde  helling  6^  behouden,  zoodat  zy  met  een- 
parige beweging  een  kegelmantel  zal  beschryven,  die  de 
Teriicaal  tot  as  en  2  0^  tot  tophoek  heeft.  Volgens  (11) 
beweegt  zich  het  steunpunt  in  eene  richting  loodrecht  op 
bet  bei¥eeg1gke  been  van  het  azimuth,  zoodat  de  kromte- 
straal {f  van  het  spoor  op  het  horizontale  ylak  beschreven 
is  aan 


EKt    spoor    is    dus    een  cirkel.     Het  spoor  op  het  lichaam 

zelf,    geyormd  door  de  meetkundige  plaats  der  steunpunten, 

is  een  parallelcirkel  met  den  straal  17. 

Deze    beweging    van   het  lichaam  beet  conUche  beweging; 

2^  heeft  met  eene  mintmum-waarde  van  energie  plaats,  en 
draagt,  zooals  wg  straks  zullen  zien,  het  karakter  yan 
gtahiUuit. 

Wordt  de  energie  yan  de  beweging  vergroot,  zonder  in 
X  en  /u  eene  wgziging  te  brengen,  wat  dus  geschieden  kan 
door  het  lichaam  onder  zyne  conische  beweging  een  stoot 
te  geven,  gericht  in  het  verticale  vlak  van  zyne  as,  dan 
zal  dit  in  de  figuur  aangewezen  worden  door  de  Ign  van 
energie  te  laten  ryzen. 

Hr  XIDBD.   ATO.  HATVnmK.  3<t«  KSULS.  DEEL    V.  20 
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De  hellingshoek  O  zal  nu  kannen  veranderen  tusschen 
0^  en  ^4,  aangegeven  door  de  abscissen  der  sn^punten  vaii 
kromme  en  l^n. 

Die  grenawaarden  Ö3  en  Ö4  zullen  bereikt  worden.  Im- 
mers de  laatste  van  (7)  kan  nu  op  de  volgende  wgze  ge- 
schreven worden: 

ö'«  =  {e-  6^)  (0  ~  0^)/{0), 

waar  /{O)    voor   alle    abscissen    tusschen    O    en  77  eindige 
negatieve  waarden  zal  hebben. 
Hieruit  volgt: 


.=v^=i 


d0 


-f{^)v^  (0-di){d^—e) 


zoodat  het  tgdsverloop   7^ ,  waarin  de  helling  van  O  tot  6^ 
verandert,  gegeven  wordt  door 


ft 


en   in  ieder  geval  eene  eindige  waarde  zal  hebben.  Evenzoo 
blgkt  dat  Tz*  eindig  is. 

De  lichaams-as  zal  dus  regelmatige  schommelingen  maken 
in  het  vlak,  door  haar  en  de  verticaal  bepaald.  Bg  elke 
schommeling  zal  de  schommelmgs-energie  eene  maxtmum' 
waarde  verkregen  bg  de  helling  der  oorspronkelgke  conische 
beweging.  Hoe  grooter  de  energie  van  de  beweging  wordt, 
des  te  grooter  zal  de  slingerwgdte  der  schommelingen  wor- 
den. Tevens  blgkt,  dat  de  oorspronkelgke  beweging  eene 
ëtabiele  is. 

Bereikt  eindelgk  de  energie  die  waarde,  waarbg  de  I^n 
van  energie  de  kromme  in  B  raakt,  dan  zullen  de  schom- 
melingen der  as  tusschen  de  grenzen  0^  en  0^  plaats  grg- 
pen,    maar    tevens    zal    het   lichaam    eene  tweede  conische 


(  SOS  ) 

beweging  kunnen  hebben  bg  de  helling  ^xi  aangegeyen 
door  de  abscis  van  het  raakpunt  B.  Wordt  de  eneigie  nu 
nog  meer  Tergroot,  dan  kan  het  lichaam  twee  Terschillende 
bewegingen  hebben;  de  eene  is  de  gestoorde  van  de  eerste, 
de  andere  die  van  de  tweede  conische  beweging. 

Bij  voortgezette  vermeerdering  van  de  energie  zal  er  eens 
een  toestand  komen,  waarbg  de  Ign  van  energie  de  kromme 
in  C  raakt,  waar  de  hellings-enei^ie  eene  maximum- waarde 
heeft. 

De  schommelingen  van  elk  der  bewegingen,  die  het  li- 
chaam kon  hebben,  houden  nu  op,  aangezien  de  lichaams- 
as  de  helling  ^ot  aangegeven  door  de  abscis  van  het  raak- 
punt C,  (uymptotisch  zal  naderen. 

Onder  deze  omstandigheid  toch  kan  0'  als  volgt  uitgedrukt 
worden: 

O'S  =  (ö  -  0j)  {0  -  <?o)«  (O  -  ög)  F  (<9) 

waarin   F  (0)   voor  alle  waarden  van  0  tusschen  O  en  n 

eindige  negatieve  waarden  heeft. 
Hieruit  volgt: 


=v 


dd 
±dt 


{6  -  Ö7)  (ög  —  ö).  -  FyO)  e  -  e^ 


zoodat  T.    en  7:*  beiden  oneindig  groot  zgn. 

Onderstellen  wg  echter,  dat  het  lichaam  met  dezelfde 
energie  in  beweging  wordt  gezet  onder  de  helling  0q^  dan 
zal  deze  weer  onveranderlgk  gelgk  0q  blgven,  en  het  lichaam 
alzoo  eene  derde  conische  beweging  hebben,  die  nu  echter 
het  karakter  van  instabiliteit  draagt. 

Neemt  eindelgk  de  energie  van  de  beweging  nog  meer 
toe,  dan  zal  het  lichaam  slechts  ééne  beweging  kunnen 
hebben.  De  slingerwgdte  der  schommelingen  van  de  as 
wordt  met  de  energie  grooter,  doch  kan  de  waarde  n  nim- 
mer bereiken.  De  as  zal  nimmer  door  den  verticalen  stand 
gaan. 

Verder    zal    de    schommelings-energie  bg  elke  schonmie- 
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ling  twee  maortmum-waarden  bereiken,  nl.  bg  de  hellingen 
der  oorspronkel^ke  stabide  conische  bewegingen,  en  ééne 
mtntmum-waarde  bg  de  helling  der  inêtabiele  conische  be- 
weging. 

12.  Terwyl  de  lichaams-as  schommelt,  wordt  het  ylak 
van  schommeling  met  eene  hoeksnelheid  ^'  om  de  verti- 
caal van  het  steunpunt  gedraaid. 

Deze  wenteling  zal  óf  voortdurend  in  denzelfden  zin  plaats 
grijpen,  óf  bg  elke  schommeling  van  teeken  kunnen  ver- 
anderen. 

Wordt  de  helling  gedurende  de  beweging  zeer  gering, 
dan  moet  tp'  op  dat  oogenblik  eene  zeer  groote  waarde 
hebben.  De  uitdrukking  voor  O  toch  kan  onder  de  vol- 
gende gedaante  geschreven  worden: 

zoodat 


V^M  +  ^^ 


is.  Omdat  A,  |,  97  eindige  waarden  behouden  en  O  zeer 
groot  is  als  de  as  den  verticalen  stand  nabg  komt,  zal 
ook  if/^  Birfi  ö  en  A  fortiori  if/*^  dan  zeer  groot  zijn. 

13.     Beschouwen  wij  nog  kortelijk  het  geval  k^  =  //*. 

Is  A  =  //,  dan  snijdt  de  kromme  der  hellings-energie  de 
ordinaten-as,  niuar  heeft  nog  de  lijn  0  =  ji  tot  asymptoot. 
Heeft  de  snijding  onder  een  rechten  hoek  plaats,  en  *t  blijkt 
uit  den  vorm  van  de  uitdrukking  voor  &  dat  dit  het  ge- 
val moet  zijn  als  het  raakpunt  bij  verticalen  stand  van  de 
as  op  de  as  ligt,  dan  is  de  ordinaat  bij  ^  =  O  eene  mmt- 
mum'   of  majrtmum-ordinaat. 

In  't  eerste  geval  is  de  eenparige  wenteling  om  de  ver- 
ticaal naar  boven  gerichte  as  eene  aiabiele  beweging,  en 
alle    andere    bewegingen,    die  het  lichaam  kan  hebben  zgn 


I 
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gestoorde  yan  deze,  waarbij  de  as  schommelingen  maakt  om 
de  verticaal  als  middenstand. 

In  't  tweede  geval  is  die  eenparige  wenteling  eene  insta- 
bide,   en    het    lichaam    zal  eene  stabiele  conische  beweging 
kunnen  hebben  bi)  de  helling,  aangegeven  door  de  abscis  van 
het  laagste  punt  van  de  kromme  der  hellings-euergie.  Alle 
bew^ngen  van   het  lichaam  kunnen  beschouwd  worden  als 
gestoorde  van  deze  stabiele  conische  beweging.    Zoolang  de 
energie  van  de  beweging  kleiner  bl^ft  dan  die  van  de  insta- 
biele  wenteling,    zal    de  as  schommelingen  maken,  waarbg 
de   verticale    stand    door    de  as  niet  wordt  bereikt.     Is  de 
energie  daaraan  gel^k,  dan  zal  de  as  zich  asymptotisch  naar 
den  verticalen  stand  begeven ;  is  ze  grooter,  dan  zal  de  as 
bij  elke  schommeling  door  den  verticalen  stand  gaan. 

Sn^dt  de  kromme  der  hellings-energie  de  ordinaten-as  niet 
loodrecht,  zooals  dat  o.  a.  bij  den  hoepel  het  geval  is,  dan  kan 
het  lichaam  geene  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar 
boven  gerichte  as  hebben,  en  het  hangt  nu  van  bet  beloop  der 
kromme  af,  hoedanig  de  bewegingen  zullen  zijn,  die  het  li- 
chaam nu  zal  kunnen  hebben.  Onder  alle  vormen  van  de  krom- 
men vermelden  wij  er  slechts  één,  insgelijks  bij  den  hoepel  voor- 
komende, nl.  die,  waarbij  de  kromme  voortdurend  st^gt  met 
toenemende  abscissen.  In  dit  geval  kan  het  lichaam'  geen  enkele 
conische  beweging  hebben,  en  moet  de  as  bg  alle  bewegingen 
van  het  lichaam  om  de  verticaal  als  middenstand  schommelen. 
Het   geval    X  zz=.  —  jlc  geeft  tot  soortgelijke  opmerkingen 
aanleiding;  de  ordinaten-as  in  het  vorige  geval  worde  slechts 
vervangen  door  de  Ign  6  •=  n. 

14.  Alvorens  tot  de  toepassing  over  te  gaan,  zullen  wg 
de  oneindig  weinig  gestoorde  stabiele  conische  beweging 
meer  van  nabg  beschouwen. 

Heeft  de  kromme  der  hellings-eoergie  eene  minimum- 
ordinaat  bij  de  abscis  a,  dan  kan  het  lichaam  bg  de  hel- 
ling a  eeae  stabiele  conische  beweging  hebben. 

Onderstellen  wg,  dat  deze  oneindig  weinig  gestoord  wordt 
door  een  stoot,  aangebracht  in  het  verticale  vlak  van  de 
hchaams-as,  dan  zal  de  lijn  van  energie,  die  raaklijn  was 
bg   de   conische    beweging,  nu  snglgu  wezen;  de  abscissen 


(  806  ) 

Oi^a  en  0^^  a   yan   de   sngponten  zullen  zeer  wein% 
yan  a  verschillen. 

De  laatste  van  de  vergelgldngen  (7)  kannen  wg  nn  onder 
den  Yolgenden  vorm  schrgven: 

waar   F  (O)    voor   alle    abscissen    tusschen  O  en  nr  eindige 
positieve  waarden  heeft- 
Met  verwaarloozing  van  alle  machten  van  O^^a  hooger 

dan  de  eerste  macht,  kannen  wg  F{p)  door  —  \  j  \ 

vervangen,  en  schrgven: 

Hieruit  volgt: 

^         •d»<y«\  1/ (<?  _  öi)  (<?8  —  ö) ' 


welke  tusschen  de  grenzen  Oy  en  6%  geïntegreerd  geeft: 

2^'  = (14) 


"  v^-'(?^) 


De  overeenkomstige   verandering  9^'  van  het  azimuth  zal 
met  denzelfden  graad  van  benadering  gevonden  worden  door 

<: = <  X  «^- (15) 

waar  ^'a  de  azimuthale  snelheid  der  conische  beweging  is. 


(  807  ) 
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Db  bkwegino  van  een  omwentelingslichaam  om  ken 

vast  punt  van  zijne  as. 

15.  In  de  vergelgkingen  (7) — (11)  moet  n\x  rj  =  O  en 
5  =  —  l  genomen  worden,  als  /  de  afstand  is  waarop  het 
zwaariepant  boven  het  vaste  pont  ligt,  wanneer  de  helling 
▼an  de  as  nul  is. 

De  vergel^kingen  (1)  en  (7)  gaan  hierdoor  over  in 

0^  =  H  —  acosa 


sin  O 


) 


A  —  BeosO  >.  .  .  (16) 

^         rin»  e 

waarin 


A 


V'  +  ^•'  ^~^r  +  P'  "~(^.'  ""f*.  +  P~  A  -*  '^^ 


is,  als  A  de  gereduceerde  slingerlengte  van  het  lichaam  is 
ten  opzichte  van  het  vaste  punt  en  6>  de  hoeksnelheid,  die 
het  lichaam  heeft,  als  het  van  uit  den  hoogsten  stand  ge- 
vallen is  naar  den  laagsten. 

De  constante  H  vermeerdert  met  de  totale  energie. 

De  vergelyking  van  de  lyn  van  energie  wordt  hier  ver- 
vangen door 

y  =  ^ (17) 

en  die  van  de  kromme  der  hellings-energie  door 

^   .    jA  —  Bcoêó^ 
y  =  aco,ê+[        ^^^       ) (18). 

Beginnen  wg  met  de  beschouwing  van  het 


(  30g  ) 
ld.     EenU  gewU  Xzs  fi. 

De   vetgelgking   (18)   kan    na  op  de  volgende  w^ze  ge- 
schreven worden: 


Nn  i 


u 


yzsaeosd  +  A^tg^id 


ii^ 


de 


a«tn 


'mei 


A^ 


^acot*'\e 


-')• 


(19) 


A  * 
zoodat   y  voor    -—  >  1  de   minimum-waarde  a  heeft  vooi 

2  a  = 

^  =  0.  De  kromme  stggt  met  toe- 
nemenden  abscissen  en  heeft  de  Ign 

^  =  ;r  tot  asymptoot. 

A^ 

Voor  -—  =  co«*  \  a  heeft   y  de 
2  a 

maximum- waarde  a  voor  ^  =  O,  en 

de  minimum-waarde  a  ( l  — 2  sin^  \  d) 

voor  O  -=  a. 

De  kromme  heeft  big  de  abscisor 

eene     minimum-ordinaat,    sngdt    de 

ordinaten-as    loodrecht  en    heeft  de 

7t  Ign  0  =zn  tot  asymptoot. 


4:=^k 


De   beteekenis   van 


2a 


is  duidelyk,  als  wg  die  uit- 


drukking op  de  volgende  wgze  schreven 


{(fr^  +  P)^  2  a 

stelt  dus  de  verhouding  voor  van  het  moment  der  hoeveel- 
heid van  beweging  ten  opzichte  van  de  verticaal  van  't 
vaste  punt,  of,  wat  hier  *t  zelfde  is,  ten  opzichte  van  de 
lichaams-as,  tot  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  be* 
weging,  die  het  lichaam  heeft  als  het  van  uit  den  hoogsten 
stand  naar  den  laagsten  stand  is  gevallen,  genomen  ten 
opzichte  van  de  ophang-as.  Noemen  wg  dit  moment  het 
valnèoment  (y)  van  het  lichaam,  dan  kunnen  wg  op  de  vol- 
gende wgze  een  beeld  schetsen  van  de  bewegingen,  die  het 


(  èoó  ) 

A 
lichaam  zal  kunnen  hebben,  in  acht  nemende  dat  w*  =  - — - — ;: 

^  l  +  COê0 

niet  van  teeken  verandert. 

fFanneer  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  hetoeging  ten 
opzichte  van  de  verticaal  van  H  steunpunt  gelijk  is  aan  dat 
ten  opzichte  van  de  lichaams^asj  maar  grooter  dan  of  gelijk 
aan  het  valmoment  des  lichaams,  dan  zijn  alle  bewegingen  ge^ 
etoorde  van  de  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven 
gerichte  as.  Deze  schommelt  om  de  verticaal  als  middenstand^ 
de  êlingerwijdte  groeit  aan  met  de  energie^  doch  de  as  kan 
nimmer  door  de  naar  beneden  gerichte  verticaal  gaan.  Te 
gelijkertijd  draait  het  slingervlak  om  de  verticaal  van  het  vaste 
punt  altijd  in  demelfden  zin  als  waarin  de  ongestoorde  een- 
parige wenteling  plaats  greep. 

Is  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  beweging  ten  opzichte 
van  de  verticaal  'van  U  vaste  punt  gelijk  aan  dat  ten  opzichte 
van  de  Itc/umms'as,  maar  kleiner  dan  het  valmoment  des  li- 
chaamsj  en  is  cos^  \  a  de  verhouding  dier  momenten^  dan  kan 
het  lichaam  twee  conische  bewegingen  hebben,  eene  bij  de  hel" 
ling  ccj  die  stabiel  is^  en  eene  tweede  bij  de  helling  O,  de  een'- 
parige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  as,  welke 
instabiel  is.  Alle  andere  bewegingen  zijn  gestoorde  van  de 
stabiele  conische  beweging.  Zoolang  de  energie  van  de  bewe^ 
ging  kleiner  blijft  dan  die,  waarmede  de  eenparige  wenteling 
plaats  grijpt,  zal  de  lichaams-as  bij  hare  schommelingen  den 
verticalen  stand  niet  bereiken ;  is  zij  er  aan  gelijk,  dan  zal  de 
as  dien  stand  asympiotisch  naderen;  is  zij  grooter,  dan  zullen 
de  schommelingen  om  den  verticalen  stand  als  middenstand 
plaats  grijpen.  Te  gelijkertijd  wentelt  het  schommelvlak  om  de 
verticaal  van  7  vaste  punt  altijd  in  den  zin,  waarin  de  azi' 
nwthale  verandering  der  oorspronkelijke  conische  beweging 
plaats  had. 

17.     Ten    einde    dit    beeld  te  voltooien,  zal  nu  eene  be- 
rekening van  de  bewegings-elementen  0,  (fjenq)  volgen. 
1.     X=z  JU  =z  Y  cos^  ^  a  of  s\  =  [/  "2^  cos^  i  a. 
l".     De  cofiische  beweging. 
De  azimuthale  verandering  (//'  is  hier 


(310) 

zoodat   de    tgd  r,  waarin  de  kegelmantel  geheel  wordt  be- 
schreven d3or  de  lichaanis-as,  gegeven  wordt  door 

T  =  ^  =  2;rl/^? (20) 

V  9 

waaruit  de  merkwaardige  eigenschap  volgt: 

Bij  alle  conische  bewegingen  beschrijft  de  lichaams^aê  den 
kegelmantel  in  een  tijdsverloop  gelijk  aan  defi  slingertijd  van 
het  lichaam^  als  dit  onder  de  werking  van  zijn  gewicht  onein- 
dig kleine  scfiommelingen  maakt  om  het  oaste  punt  als  as, 

1^.     De  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging. 

Uit  de  eerste  van  de  vergelgkingen  (16),  die  wg  nu  op  de 
volgende  wgze  schrgven: 


ff^  —  H  —  acosO  —  A^  tg"^  \e 


volgt: 
Jdff^ 


)={^)*=^''""'4«=(^'*'t«'^)'- 


zoodat  volgens  (14)  de  schommeltyd  van  de  lichaams-as  is 


'         rfc     •     1        r  •    •    • 


2^s%n\a  g 


en  daar 


is,  zal  de  overeenkomstige  verandering  van  het  azimuth  zgn 

""2«nia ^     ^ 


(311) 

Hoe  geringer  das  de  helling  der  oorspronkel^ke  conisebe 
beweging  is,  des  te  grooter  zijn   T  en   W. 

1^.     De  eindig  gestoorde  conische  beweging, 

A.  De  energie  van  de  beweging  kleiner  dan  die  der  een' 
parige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  as. 

De  Ign  Tan  enei^ie  snijdt  de  kromme  der  hellings^energie 
in  twee  punten,  wier  abscissen  0i  <C  ^^  en  0^^  ^  ^9^* 
De  eerste  der  vergelgkingen  (16)  wordt  nu 

0*2(1  +  cos ö)  =  —  acos^0  +  (^+  -4»  -  a)cos0  +  H^  A\ 

en    kan    bijgevolg  nu  ook  op  de  volgende  wgze  gescbreven 
worden: 

0*^  (1  -^  eosO)-=  a  {cos  0^  —  cos  6)  (cos  O  —  cos  0^), 

Eene  onderlinge  vergelgking  van  de  coëfficiënten  geeft 

H—A^ 


a 


=  —  cos  01  cos  ög. 


=1-1-  cos  01  +  cos  021 


zoodat 


A^ 

■—  =  ;  (1  +  co«  0i)  (1  +  cos  02)  =  cos^  i  a 

2  a 


IS. 

Hieruit  volgt: 


i/«dt  =  l/^ L±JSiÊ dd=^ 

{cos  01  —  cos  0)  {cos  0  —  cos  ög) 
—  dcos  0 


1/  (1  —  cos  0)  {cos  01  —  cos  0)  {cos  02  —  cos  0) 
Uit  de  tweede  van  (16)  volgt 

^  

\/  adw=i  —- [/  adt^ 

1   '\-  CO8  0 


.  .  (23) 


(312) 
bggevolg  is 


.(24) 


}/  {l+cos0,)(\  +cosO,) 
:±dif/=y X 

—  dcos  o 

{\'{'COsO)V/{\'-C09  0){c08di—C09  0){cOsO^-'COsO) 

Eindelijk  geefi  de  derde  van  (16): 

A  €08  0  A 

dus 

dg)  =  (n  —  -4)d<  +  d^ (25) 


Stellen   wg  nu 


1   —  C08  01  C08  0\  C08  02 


l-cotO^—— i,     A»  =  —  „       , 

an^u  1  —  cö»  c^g 

waar  u  de    elliptische  integraal  van  de  eerste  soort  ia  met 
k  tot  modulus,  dan  is 

—  d  cos  O  2  rf  tt 


V   (1  C08  0)  [C08  Oi C08  O)  {C08  O—  C08  ög)  V    1 COS  O^ 

Verder  is 

1  1        /         l_co«öi  l^8n^u 


1  + 


I 

1 


l  +  cosO     l+cosOir    '   l+cosOi^  2         ,.      ^   | 

\  1  —  ^  — --  i^svru 

\  1  f  a>«Öi  j 


door  dus 

2 


1   +  <^08  Oi 


=  «  n»  (i  €  +  A) 


te  stellen,  gaat  deze  uitdrukking  over  in 

1 1__/  icn{ie  -h  g)     dt77(u,tc+A)\ 

1  -j-  co«ö~l  -t-co«öi  \     "*"  «n(i€-l-iS:)  dn(ic+iS:)  d  u  \ 


(313) 
Omdat 


8 


icn{i€  +  K) jX'd  +ro^6i)(l^co8  02) 

n{i€  +  K).dn{i€  +  K)~  ^  2  (1  +  cos  Oc^) 


is,  gaan  nu  de  vergelijkingen  (23),  (24j,  (25)  over  in 


2du 
at  = 


1/  a(l  —coêO^y 

sn(is  -\-  K).dn(iB  +  K) 

%cn{i€  -{-  K)  ^  ' 

_^  ^  dn{%8  +  K)(  1  +cnHi8  +  K)) 

=bd|)=— '      \ \—!L^du+din{u,i€+K)+ndt. 

Worden  deze  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  ö^  en  ö^, 
zoodat  u  van  O  tot  ^  verandert,  en  noemen  wg  T  den 
schommel t^d  van  de  as,  V  de  overeenkomstige  verandering 
van  het  azimuth,  welke  verandering  hetzelfde  teeken  heeft 
als  X,  4>  de  overeenkomstige  verandering  van  tp,  dan  vin- 
den wg,  als  i  II  (üT,  i  b  +  K)  door  hare  bekende  waarde  wordt 


vervangen : 


8in  \0^  g 


V=K  Wt.k')  f^+^^*'^  +  ^)— )  .(26) 


=2r!z(.,A')+-^-       ''"^**  +  ^> 


I     '  '     '  '  2KK'     m{w-\-K).icn{iè+K) 


+«r 


Worden  ze  echter  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  öi 
en  ö,  zoodat  u  verandert  van  O  tot  m,  dan  zal  de  uitkomst 
met  behulp  vuu  (26)  op  de  volgende  w^ze  kunnen  geschre- 
ven worden: 


(814) 


«,        W 

'='••> 


y=y-^+n'^!''~"~f!>- ■■(") 


» 


_    u  0{u  —  ie  —  K)] 


Hieruit  blgkt,  dat  het  slingervlak  van  de  lichaams-aa 
schommelingen  uitvoert,  met  de  periode  T,  ten  opzichte 
van    een  verticaal  vlak,  dat  eenparig  wentelt  met  de  snel- 

y 

heid  -—  om  de  verticaal  van  het  vaste  punt. 
T 

Voor    de    oneindig  weinig  gestoorde  bew^ing  is  i  =  O, 

zoodat  voor  *  =  O  de  vergelflkingen  (26)  over  moeten  gaan 

in  (21)  en  (22).     Dit  blgkt  op  de  volgende  wgze: 

Voor  k  =  0  is  iC  =  -,  K'  =  logarithmisch  oneindig  groot 

ic  n(i€  +  K) 
2i: .  Z  (e,  A ')  =  i  «  «n  (6, 1 )  =  i  « -^^l^jqT^  = 

dn  (ie  +  K) 

=:  \  n sin  \  a; 


8n(ie  -J-  K)  .icn{ië  +  K) 

1yA(l  +  cos  Oi)  (1  -^  cos  0^)  _  1  -^  cosa       cof^^a 
2(1  —  cos  ög)  2  sin]^a        sii  ^  a 


Derhalve  is 


2  sin\a  g 

in  overeenstemming  met  (21),  en 


V=        "^ 


2  sin\  a 


gelgkluidend  met  (22). 


(815) 

Dat  Z(f,  k')    voor  A  =  O  of  A  =  1  gelflk  is  aan  «n(«,  1) 
bl^  op  de  volgende  wyze: 


Z[f,fi  = 


2w 
K' 


tm 


ne 


tin  2 


ji  e 


+ 


K' 


K  :^  o      *  o      A 

*  A'  ~  *  A'  "^  '"A'  ~"  P 

e        —  e  e         —  e 


+  ... 


welke  met  eene  kleine  w^'ziging  ook  aldus  geschreven  kan 
worden : 


e    itK 


Z(e  ,*')  =  - 


K  K 


nn—-' 


K      K' 


K 


—  e 


K' 


+  . 


•    •  /  • 


Bedenken  wfl  nu,  dat  -K'  voor  A  =  O  logarithmisch  onein- 


n 


dig   groot    is,   dat  dus  —  voor  n  =  oo  en  A  =:  O  ook  on- 
eindig  groot  is,  kunnen  wij  nu  schrgven: 

2£ 


De    waarde  van  deze  integraal  is  (D.  Bieebns  de  Haan, 
tables  d'intégrales  définies,   Table  281) 


^(€.1)^- 


4 


I 


^  1 


—  i  ^+  i^ 


\ 


7 


«'-« 


=  «  W  (6,  1 ). 


^     I 


Hoe  meer  de  energie  van  de  beweging  nadert  tot  die  van 


(  316) 

de  eenparig  wentelende  beweging  om  de  naar  boven  ge- 
keerde licbaams-as,  des  te  grooter  wordt  i,  zoodat  ook  vol- 
gens (2(5)   r  en  V  onbepaald  aangroeien  met  de  slingerwgdte. 

Denkt  men  zich  om  het  vaste  punt  als  middelpunt  een 
bol  geslagen  met  de  eenheid  tot  straal,  en  noemen  wij  het 
sngpunt  van  de  lichaams-as  met  den  bol  de  pool  van  *t 
lichaam,  dan  zal  die  pool  op  den  bol  eene  regelmatig  ge- 
golfde kromme  beschreven,  die  beurtelings  de  horizontale 
cirkels  met  de  bolstralen  0^  en  0^  aanraakt. 

Bg  de  conische  beweging  vallen  die  cirkels  samen  met 
den  cirkel,  welks  bolstraal  a  is;  hoe  meer  de  energie  toe- 
neemt, hoe  kleiner  öj  en  hoe  grooter  0^  wordt,  terwglhei 
verschil  V  in  azimuth  tusschen  de  opvolgende  raakpunten 
steeds  grooter  wordt  (fig.  3). 

B,  De  energie  is  gelijk  aan  die  der  eenparige  wenteling 
om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  lichaams^as, 

In  dit  geval  zal  de  lichaams  as  den  verticalen  stand 
aagmptotisch  naderen.  Dit  bl^kt  ook  uit  (26).  Daar  Ö^^rO 
dus  k  =  l  isj  zullen  zoowel  T  als  V  oneindig  groot  wezen. 

De  pool  van  het  lichaam  zal  op  den  bol  eene  spiraal- 
baan  met  oneindig  veel  windingen  beschreven  om  het  hoogste 
punt  van  den  bol  (fig.  4). 

C.  De  energie  is  grooter  dan  die  der  eenparige  wenteling 
om  de  verticaal  naar  boven  gekeerde  lichaams-'a^s 

Nu  zal  de  lichaams-as  om  de  verticaal  als  middenstand 
schommelingen  volbrengen. 

De  lijn  van  energie  snydt  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie slechts  in  één  punt,  welks  abscis  wy  0^  zullen 
noemen. 

De  eerste  van  de  vergelijkingen  (16)  is  nu  nog 

Ö'«(l  +  co80)  =  —  acoê^O  +  {H  +  A^-a)cos0  +  H—A^, 

het  tweede  lid  moet  dus  een  factor  cos  O  —  coe  0^  bevatten, 
maar  ook  een  factor  r'^  —  co8  U^  waar  p^^  \  is,  omdat 
het  tweede  lid  voor  cos  Ö  =  1  gelijk  2  {11  —  a)  dus  positief 
is,  en  voor  cos  O  =^  co  negatief. 

Bovenstaande  vergelijking  kan  dus  op  de  volgende  wi^xe 
geschreven  worden: 


(  317  ) 
ff^  (1  +  coè  e)z=La  (i/2  —  coB  O)  (cos  0  —  CO8  0^). 
Bene  onderlinge  vergelgking  van  de  coëfficiënten  geeft 

H  +  A^ 

=   1  +  j/2  +  co«  ög  , 

H—A^ 


=     y^  cos  Oa  , 

a  ^ 


bijgevolg  is 

■^  =   l(v«+l)(l+co.Ö3). 

De   vergelgkingen  (16)   kunnen  nu  op  de  volgende  wgze 
gefichreven  worden: 

...  —  dcosO 


i/ (l—cos  0)  (cos  ö-  cos  0^)  (v^  -  cos  O) 


^  ^^  ^  ]/:(vL+i)a±i£iö^ 


2 ^  >  -(28) 

—  dcosd 


(1  +  co«ö)V^  (1  — co«ö)  (cosO—cosd^)  (v^—cosO) 
d  9  =  (Vi  —  A)dt  -{-d  if/. 

Stelt  men  hierin 

1  —  cosO  =  (1  —  cos  O^)  9n^Uy 

1  —  cos  0z 

1/2  —  cos  C^2 

dan  wordt 

—  dcosO  2  du 


Viy  —  cos  d)  (cos  e  —  cos  d^)  (v^  —  cos  6)         l/v^  —  cos  02  * 

1  1  /^         1  —  cosOo  Sffiu  \ 

1  — 


l  +  eos0       l'\'Cos62 


1   +    CO802  .     .     1— C05Ö2        - 

1  + T-  sn^u, 

\  ^l+cosO^        / 
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(318) 
Door  in  de  laatste  mtdrukking 


te  stellen,  gaat  zg  over  in 

1  i  /  8  nis         diTl  («,  *g) 

M-~fö7ö  ~   1  +  C08  Ö2  \  tco«t6.dnt6  </tt 

Worden  nu  (28)  geiiitegreerd,  in  acht  nemende  dat 


1  X  (y»  —  C08  gg)  (1  +  C08  6^)    _ 


snt  e 


2  (j/*  +  1)  icnie  .dnié 

is,  tusschen  de  grenzen  O  en  0^^  zoodat  u  verandert  van  O 
tot  f,  dan  vinden  wg 


8in  4  0 


2 


!«,    ,.         y^c     .       idniê     )  i    ,oft\ 

^(f,A')  r'z^^+—. r  >  -(29) 

^  =  K\Z{B.,k')+——+  . ^-— ^   +nr 

Worden  ze  echter  geintegreerd  tusschen  de  grenzen  O  en 
0j  overeenkomende  met  O  en  u,  dan  kunnen  w^  de  uitkomst 
met  behulp  van  (29)  op  de  volgende  wgze  uitdrukken: 

i=  T— 
K 


,—  w  O  lu  —  téV 


(30; 


(319) 

Omtrent  deze  uitkomsten  kan  dezelfde  opmerking  gemaakt 
worden  als  omtrent  die,  b^repen  in  (27),  terwijl  ook  hier 
^  en  9  het  teeken  yan  A  moeten  hebben. 

Geeft  de  stoot  eene  vermeerdering  van  energie,  die  zeer 
klein  is  met  betrekking  tot  die  van  de  eenparige  wente- 
ling, dan  ligt  v^  bij  1,  dus  i^  bij  1,  zoodat  Ten  ¥* beiden 
zeer  groot  z^n.  Hoe  meer  de  energie  die  van  de  eenparige 
wenteling  overtreft,  des  te  kleiner  wordt  A^,  die  voor  zeer 
groote  waarde  van  de  energie  dicht  bg  O  komt.  Bijgevolg 
nemen  T  en  ¥•"  af  met  het  toenemen  der  slingerw^dte ;  T 
nadert  onbepaald  tot  O,  W  tot  ^  tï  .sn (e,  1),  of  omdat 
-'S7fi(tê,0)  =  tg^{€,l)=oD  is,  tot  in. 

De  pool  van  het  lichaam  zal  b^  elke  schommeling  van 
de  as  eene  kromme  beschreven,  die  door  het  hoogste  punt 
van  den  bol  gaat  en  in  de  eindpunten  raakt  aan  den  hori- 
zontalen cirkel  met  den  bolstraal  02  (^S*  ^)' 

2.     A  =  ^>yof  A>\/~2^. 

In  dit  geval  is  elke  beweging  de  gestoorde  van  de  nu 
stabiele  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven 
gerichte  lichaams-as. 

Omdat  de  l^u  van  energie  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie  slechts  in  één  punt  snijdt,  evenals  in  't  vorige  geval, 
en  de  eerste  van  de  vergel^kingen  (lö)  hier  evenzoo  geschre- 
ven wordt  als  daar,  zullen  wij  dezelfde  formules  voor  if/  en  «p 
vinden  als  in  't  vorige  geval ;  (29  en  (30)  gelden  ook  hier. 

Evenwel  zullen  de  gevolgtrekkingen  gedeeltelijk  anders 
luiden.  Bij  kleine  vermeerdering  van  de  energie  moet  hier 
de  slingerw^dte  altyd  zeer  klein  zgn,  terwijl  dan  v^  alleen 
dicht  by  de  eenheid  ligt,  als  X  dicht  b^  /  is;  v^  groeit 
met  X  aan.  De  slingertijd  T,  die  in  het  vorige  geval  voor 
H  dicht  bg  a  zeer  groot  is,  is  het  hier  alleen  als  X  dicht 
bg  Y  ^^S^  ^^  ^^  kleiner  naarmate  X  het  valmoment  meer 
overtreft. 

18.      Tweede  geval :  A  +  ^  =  0. 

De  vergelgking  (18)  van  de  kromme  der  hellings-energie 
kan  nu  op  de  volgende  wgze  geschreven  worden: 

y  =  aco8  0  -{-  A^  cofi  i  0. 

21» 


^ 


(  320  ) 


Nu  is 


dy 
dd 


COê\d 

tirfi  i  O 


{A^+2a «in*  ^  ö), 


zoodat  de  kromme  eene  minimum- 
ordinaat  —  a  heeft  voor  O  =  .t, 

en  daar  —  negatief  is  voor  alle 
dO 

waarden  van  6  tusschen  O  en  n, 
zal  de  kromme  dalende  wezen  voor 
toenemende  abscissen,  en  de  or- 
dinaten-as tot  asymptoot  hebben. 
Het  lichaam  kan  dus  slechte 
^éne  conische  beweging  hebben, 
nl.  de  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  beneden 
gerichte  as.  Alle  overige  bewegingen  zijn  gestoorde  van 
deze,  waarb^  de  lichaams-as  om  de  verticaal  als  midden- 
stand schommelingen  zal  maken,  terwfll  de  wenteling  van 
het  schommelvlak  steeds  in  dwi  zin  van  de  oorspronkelgke 
wenteling  zal  plaats  grypen. 

De  slingerwgdte  neemt  toe  met  de  energie,  doch  de  li- 
chaams-as zal  nimmer  de  naar  boven  gerichte  verticaal  be- 
reiken. 

Ter    berekening    van  de  bew^ings-elementen  beschouwen 

wg  eerst 

19.     De  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging. 
De  eerste  van  (16)  wordt  hier 


ff^.=,H—acose  —  A^  cot^  \  0, 


zoodat 


-ï 


^«  +  2o 


is.  Volgens  (14)  en  (15)  vinden  wy  dus  voor  den  slinger- 
tgd  T  en  de  overeenkomstige  verandering  V  van  het  aa- 
muth: 
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[/  A»+2a 
y_  "  ) (31) 


Voor    yl  =  A=i0isr  =  7rlX^  uy       n  j^ 

K       —   en     y  =  O,   zoodat 

9 
wg    dan    de    slingerende    beweging    van  het  lichaam  onder 

de  werking  van  zijn  gewicht  terug  vinden,    de  slingerwijdte 

oneindig    klein    zynde.     Hoe    grooter    /  is,   des    te  kleiner 

wordt   r  en    des   te   grooter   W.     Voor  lim.  A  =  oo  is  lim. 

r=0  en  lim.   V=zn. 

20.     De  eindig  gestoorde  conische  beweging. 

De  Ign  van  energie  sngdt  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie in  één  punt,  welks  abscis  wfl  door  0i  zullen  voor- 
stellen. 

De  eerste  van  (16)  wordt  nu 
ö'2  {l  —  cosff)  =  a  cos^  ö  —  (£?  +  ^2  +  a)  co«  Ö  +  /ƒ  —  A^. 

Het  tweede  lid  moet  dus  een  factor  cos  öj  —  cos  O 
hebben,  en  omviat  dat  lid  negatief  is  voor  co«ö  =  1,  doch 
positief  voor  cos  O  =z  (xt^  zal  het  ook  een  factor  v^  —  cos  O 
hebben,  waar  v^  >  1  is. 

Bovenstaande  vergelyking  kunnen  wij  dus  ook  op  de  vol- 
gende wigze  schryven: 

ö'2  (1  _  cos  d)  =  a  (i/2  —  cos  d)  {cos  0^  ~  cos  O). 

De  coëfficiënten  van  deze  vergelijkingen  onderling  verge- 
leken geeft 

H+  A^ 

—  =  ya  -f  cosOi  —  1, 


a 
H—A^ 


=  v^  cos  öj, 
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zoodat 

2^3 


=  (1/2  -  1)  (1  —  cos  Oi) 


a 

is. 

De    vergelgkingen  (16)   kunnen   nu  als  volgt  geschreyen 

worden : 


,—  —  d  cos  O 

dt=i/adt  = 


[/(l+cos  O)  (cos  Oi—cos  O)  {y'^—cos  O) 


—  deos  0 
X 


I 


(l—cosd)V^{l  +  cosO){cosdi--cos0)(v^—cosO) 
di^=.(n'\'  A)dt  —  d^^. 

Stellen  wg  hierin 

v^  —  cos  Oi 
v^  ^  cosO  =  T"i » 

1  +  cos  6\ 

^      =         l  +  y«       ' 

dan  wordt 

—  dcosO  2  du 


1/ (1  +  cosO)  (cosOi  —  cosO)  (v^  —  cosO)         l/l  +  y« ' 

1  1         /         v^ — cosOi  k^sn^u  \ 

l-.-cos6~  l—cosOi      ~  1—COS01  v^—\  I 

\  1— co«öi  / 

Stellen  we  eindelgk  in  de  laatste  uitdrukking 

1/2—1 

1  —  cos  01 
dan  gaat  ze  over  in 

1  ^         1 1    *        icnie       dill  {uyiB)\ 

X  —  cos6         1 — cos  dl  \         snie.dnie         du        J 


'T--  —  iwi®  (i 


sn^  (i  e)  9 
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Worden  nu  (32)  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  0i  en 
n,  overeenkomende  met  o  en  K  voor  u,  dan  vinden  wy,  als 
wg  voor  ilJ  {Kjie)  hare  bekende  waarde  substitneeren,  en 
de  betrekking 


icnifi        _  1  /  (|/^  +  1)11^ 


€08  0i) 

snie  .dnië  ^  2{v^ — 1) 


in  acht  nemen: 


r_  2^ L^jrl/'A 

Va  (1  +  V*)         «w  i  <9i       ^      g 


n  e 


. . (33) 


2KK\ 

ne  2k'^8nie 


W  =  K  lz{s,k')  + 

*  =  „r-ic(z(6,i')+  .    .   ^  . 

waar  y  en  ff>  hetzelfde  teeken  als  n  hebben. 

Worden   echter  (32)  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  ö, 
en  d,  dan  vinden  w^  met  behulp  van  (33)  : 


t  =  T  — 
K 


^      =       "P-Zr      +       kit     ~  ' 


A  0  (w  -i- 1  g) 

Deelt  de  stoot  slechts  eene  betrekkelijk  geringe  hoeveel- 
heid energie  aan  het  lichaam  mede,  terwfll  dit  de  eenparige 
wenteling  bezit,  dan  ligt  *  dicht  bg  0.  Voor  k  =z  O  moe- 
ten dns  (33)  overgaan  in  (31),  wat  op  de  volgende  wflze 
blflkt : 
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V   =    i  JTWl 


(6, i)  =  in  \/     tg" (gi  1 )~  _ 


''^  i4« 

welke  waarden  met  2  moeten  vermenigynUi^d  worden,  om 
T  en  V  voor  eene  volle  slingering  te  vinden.  Alsdan  stem- 
men zg  overeen  met  (31). 

Hoe  grooter  de  vermeerdering  van  de  energie  is,  die  de 
stoot  veroorzaakt,  des  te  grooter  zal  k^  worden.  Met  het 
grooter  worden  van  de  slingerwgdte  der  schommelingen  van 
de  lichaams-as  groeit  ook  de  slingertgd  onbepaald  aan, 
terwgl  voor  ife*  =  l  lim.   V  =z  c  =  i  ;r  is. 

21.     Derde  geval:  A*  ^ //*. 

De  vergeiyking  (18)  van  de  kromme  der  bellings-eneigie 
is 

(A—BcosO^ 

y  —  acosO-^r    r^ 1  • 

\        stna        1 

De  kromme  beeft  dus  de  ordinaten-as  en  de  l^n  O  :=zn 
tot  asymptoten.     Verder  volgt  uit 

dO  ^  sind  sin*  O 

welke  vergelgking  wg  liever  op  de  volgende  wgze  schrgven ; 

-^=jr^{cos^<^-{2+pq)co8^0+{p^  +  g^)cosO^^^ 

A  B 

waar  kortheidshalve       =  p  en  — =zr  =  q  gesteld  zgn, 

d  y  n 

dat  -~  gelflk   nul  wordt  voor  ö  =  a<^--  al8pa>l  is, 
d  0  2 

TE  ,  71 

yoor  ö  =  —  als  p  9  =  1  is,  voor  ö  =  a>—  alsj9f<l 
«  2 
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is,    terwgl    de  toepassing  van  het  theorema  van  Stükic  op 

d  y 
deze    vergelgking    leert,  dat  —-:  slechts  eenmaal  nul  wordt 

tosschen  O   en  n. 

De  kromme  der  hellings-energie 
heeft  dus  slechts  ééne  minimum- 
ordinaat. 

Het  lichaam  kan  dus  slechts  ééne 
conische    beweging     hebben.      Alle 
O  ^  TC  andere     bewegingen    zgn    gestoorde 

van  deze.  De  slingerw^dte  wordt  grooter  met  de  energie, 
doch  de  lichaams-as  zal  nimmer  door  den  verticalen  stand 
gaan.  De  ^slingerings-energie  verkr^gt  de  grootste  waarde, 
als  de  as  door  de  helling  van  de  oorsproukelijke  conische 
beweging  gaat. 
Daar 

A  —  Bcosd 

is,  zal  voor  A^"^  B^  of  A^  >•  fi^  de  azimuthale  verande- 
ring gedurende  de  beweging  steeds  het  teeken  van  A  heb- 
ben, dos  steeds  plaats  grepen  in  den  zin,  waarin  ze  ge- 
schiedt b^  de  oorspronkeljgke  conische  beweging. 

Is  echter  A*  -<.  H^^  ^^^  ^*^  ^'  °^1  worden  en  van  teeken 
veranderen. 

Stellen  wg  in  dit  geval 

'k-=,  (jLcoe  /?, 

d  y  j\        Q 

dan    bl^kt  vooreerst,  dat  —  voor  O  ■=:  (i  negatief  is,  zoodat 

a^  ft  zal  wezen. 

Noemen   wg    nu   de    abscissen  der  sngpunten  van  de  Ign 
van    energie   met    de    kromme  der  hellings-energie  O^K^u 
en    0^^  a^   zoodat    6^  de  kleinste,  0^  de  grootste  helling 
is  die  de  lichaams-as  verkrggt,  dan  zal  ^' 
voor  Oi^  fi  niet  van  teeken  veranderen ; 

»    öi  =  /jf  te  gelgk  met  Ö'  nul  worden ; 

*    öi  <^  /?  nul    worden    bg  de   helling   /5,  en  gedurende 
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al    den    tgd,    dien  de  as  noodig  heefb  om  hare  helling  van 
ft  tot  Oi  te  verminderen  en  van  Oi  tot  ft  te  vermeerderen, 
in  tegengestelden  zin  plaats  grijpen. 
Daar  verder 

voor  ö  =  /ï  oneindig  groot  is,  zal  dus  de  pool  van  het 
lichaam  eene  regelmatige  kromme  beschrijven,  alt^d  in  den- 
zelfden  zin,  als  öj  >  /?  is,  en  beurteling  de  horizontale 
cirkels  met  de  spherische  stralen  0^  en  02  aanraken  (fig.  3). 
Is  O^zzz  ft^  dan  zal  de  pool  bogen  beschreven,  die  in  de 
eindpunten  loodrecht  staan  op  den  cirkel  met  den  spheri- 
schen  straal  /?,  terwijl  zij  in  hunne  middens  geraakt  wor- 
den door  den  cirkel  met  den  spherischen  straal  02  (^-  ^)- 

Is  eindel^k  0i  <^  /?,  dan  zal  de  baan  van  de  pool  den 
cirkel  met  den  spherischen  straal  ft  loodrecht  sneden,  en 
bg  elke  schommeling  van  de  as  eene  lus  vormen,  wier 
midden  door  den  cirkel  met  den  spherischen  straal  0i  wordt 
geraakt,  terwgl  de  takken  geraakt  worden  door  den  cirkel 
met  den  spherischen  straal  02» 

Het  is  duidelgk,  dat  de  beweging,  waarbg  0i^=  ft  is^ 
ook  tot  stand  kan  gebracht  worden  door  op  het  lichaam 
by  de  helling  Oi  een  koppel  van  impulsie  te  laten  werken, 
die  het  de  aswenteling  n  geeft.  Bg  de  helling  0i  =  ft 
toch  heeft  het  lichaam  alleen  eene  wenteling  om  de  as. 
Als  wg  deze  beweging  van  het  lichaam  aanduiden  door  het 
woord  irnpulêie-bewegingj  dan  komen  de  bovengenoemde  ge- 
vallen   01  >  ft,    01  ==  /?,    01  <^  ft    respectievelgk    overeen 


met    de    gevallen,    dat    de   energie    van  de  beweging  =  de 

energie  van  de  impulsie-beweging  is. 

22.  Ter  berekening  van  de  bew^ings-elementen  merken 
wg  op,  dat  de  eerste  vergelijking  van  (16)  op  de  volgende 
wgze  kan  geschreven  worden : 

0'^8in^0  =  acos^0  —  (H+b^)co8^0  +{2AB—a)co80+B—AK 
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Wg  weten  reeds,  dat  het  tweede  lid  cos  Oi  —  coë  O  en 
eosO  —  €09  O ^  lot  iactoren  moet  hebben;  daarenboven  bezit 
het  nog  een  factor  v®  —  cos  ö,  waar  v^  >  1  is,  omdat  het 
negatief  is  voor  cosO  z=:\  en  positief  voor  cosO  -=-  cc.  De 
vergelijking  kan  dus  vervangen  worden  door 

ff^  sitfi  Ozzia  {cos  öj  —  cos  0)  {cos  O  —  cos  0^)  {y^  —  cos  O). 

Eene  onderlinge  vergelgking  van  de  coëfficiënten  geeft: 

=  V*  -}-  cos  01  +  cos  Ög, 


=  —  v^  cos  dl .  cos  Öj, 


2AB-^  a  ^  ..V 

=  cos  01  .  cos  0^   4-  V^  {cos  01  +  cos  02)' 

a 

Hiemit  volgt: 

{A  +  B)^ 

^    =  {P^  +  1)  (1  +cos0^)  (1  +  cos  ö^), 


{A  —  Bf  ^  ^ 

^  =  [v^—\)  (1  —  cos  0i)  (1   -   cos  02). 


De   vergelgkingen  (16)  kunnen  nu  op  de  volgende  wgze 
geschreven  worden : 


.    ,  '^  dcos0 

^  \/adtz=i 


{/(cos  öi  —  cos  0)  {cos  0  —  02)  {V^  -  CO80) 

,_A  +B         1  A  —  B         1 

^~        2       l  +  cos0'^       2       1  -  co«  ö  '• -^^^^ 

^  A  +  B       1       _A^B      1 
^  2     l+cos6         2     l—co80^ 
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Wordt  hierin 


-  _       V*  —  €08  0x  cosOi  —  cosOo 


dn^u  V*  —  008  6 


2 


gesteld,  dan  wordt 


—  dco8  O  2  du 


\/{C08  Oi  —  C08  O)  (C08  O  —  C08  0^)  {V^ €08  0)       {/  I'* €08  öj 

Verder  ia 


l 1         /         y^^co8  0i  l?8n^a  \ 

1   +  €08  0~l    -{-  €08  0i\      '^  1+CO80.  y«   4.    1  1' 

l  — —  ife*«n*M' 

l+€O80i  j 


^  V^ €08  01  k^8n^u  \ 


l  ^  €08  0       1  —  €08  01 


1  —  €08  01  ^  V^ 1         «      ^ 

\  ^  +  ^ ^*««.«u 

\  \—  €08  01  i 


Stellen  wg  dus 


v«  f  1                                           V*  -  1 
—  =  «n«(»€  +  ü:)  en   ■ —  =  _,„8t,? 

1    -Y  €08Üi  1   —   C08  01 

dan  gaan  deze  uitdrukkingen  o^er  in 

1 1        I  tcn{ie  +  K)      din{u,iê+K)\ 

l+€O80''l+€O80^\    '^8n{i€i'K).dn{i€+K)         du         f 

1       1        /il  icnifi        dill(u,i7jj)\ 

1 — €080     l'-€O80i\         8niri .  dniri  du         / 


De   vergelijkingen   (35)  kunnen  nu  op  de  volgende  wgze 
geschreven  worden 
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=fc  dt=z 


2d 


u 


d  lp  zzz 


\/a{y^  —  cos  Ö2) 

A  +  B 


Va  (v»  —  tos  ög)  (1  +  coi  O^f 


[du\-— 


icn(t  fi  +  K) 


€  +  Jr).dn(t6  +  Jr) 


dill{ujie  +  K) 


icnttj 


l/a{v^- eoBe^){\—coèO{f  \         sniri.dniri  *     ('*'*'^)j/(36) 


dif  =  (n  —  5)d«  + 


A  +  B 
VT{v^  —  cos  öjj)  (1  +  coa  6{f^^ 

(ico8{i%  -^r  K)  , .  ^-r ,     .  \ 


A  —  B 


\/Q(v^—eo9d^){l 


I  ,    ,    icniTJ      .„  \ 

^  J  du+-:-—Ldin{u,ifi)  \ 


Omdat  voor  A^  >  ^*  -4  +  i?  en  -4  — •  J5  hetzelfde  teeken 
hebben,  en  voor  A*  <  //^  daarentegen  tegengesteld  teeken, 
moeten  wij  bij  de  integratie  van  (36)  op  deze  twee  geval- 
len letten. 

23.     Be  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging. 

Uit 

ö'*  siu^ 0  =  a{v^  —  cos  d)  {cos  6^  —  cos d)  (cos  O  —  cos  Oc^) 
volgt 

zoodat   volgens  (14)  de  schommeltgd  T  van  de  lichaams-as 
g^even  wordt  door 


T  = 


n 


J/a  (|/2  -.  cos  a) 


•        •        •         •      -A^      •        •        «lO   il 


Verder  volgt  uit 
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A  +B         1  A  —B 


i  -^  eoèd  2       l  +  co«ö 

met    inachtneming    van   de   uitdrukkingen    Tan  A  -^  B  ea 
A  —  B'. 


^,\  =  4  |/a  [y'v*  +  1   ±  i/v»  —  1 ) 

waar  het  bovenste  teeken  moet  genomen  worden  voor  k*  ^  /<^ 
het  onderste  voor  \^  ^  ft*.  Bggerolg  is  volgens  (15): 


y  =  i  ^ .-a  • •   •   •   •  ^^^^ 

24.     i?é  eindig  gestoorde  beweging. 
Eerste  geval:  A*  > //*. 

De    uitdrukkingen   A  -\-  B  en  A  —  B  hebben  nu  beiden 
het  teeken  van  A  of  X. 
Derhalve  is 


A  +  B 


_^'\/^lp'^l)(l+cosö^) 


\/a(y^-  CO80^)(1  +€0801)"^  ^         (yi—cOS0z)O-  +CO80i) 

en  (is  -{-  K) .  dn  (ie  +  K) 

=  ±  ; 

icn  (ia  +  K) 
A—  B 


-  coadyf  ^     {v^—cosO^)[  1  ~cosO{\ 


{/ a(v^—coeO^)(l 

eniri ,  dn  i  17 

irniri 

waar   het    bovenste  teeken  geldt  voor  ^4  ^  O,  het  onderste 
voor  -4  <^  0. 
Hieruit  volgt: 


iX"    v^zZ£2iÉ2  [ n  j^  8n{ie+K)dn(ié+K} 

B  =  ±y     a (l  +  co«Öi) ; 

4         \  tcn(f6-t-A) 


^     sni  Yi  ,  dni  ti 
^  (1  -  coa  Öi) r^— ^ 
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De  veigelijkingen  (36)  zullen  hiermede  tot  integralen  op- 
leveren,   ala  wij  t  beginnen  te  tellen  bg  ö  =  öj : 


2u 


[/a  {y^  —  cos  Ö2) 


_     /  ö''\ic-T-.£v  I .  uniit  -f-  .0.1      «/«  ri .  «/**#ƒ  \ 


(sn(i  €'\'K).  dniië-^-  K)     snit] .  dmV/V 
icn{i€  +  K)  tcniti 

s^ijie+K) .  dn{is  j-  K)     sni  rj .  dnirj\ 
icn{i6  +  K)  ten 

±  nt^  in{u,iB  ^  K)  —  in{u,iri) 

waar    het   bovenste   teeken  geldt  voor  A  ^  O,  het  onderste 
voor  A  <^  0. 

Voor   u  :=z  K  vinden    wg  voor  den  slingertijd   T  van  de 
as  en  de  overeenkomstige    waarden   W  en  4^  van  ifj  en  (pi 

2K 


t  = 


V^a  {v^  —  cos  Ö2) 


+ dnjis^K)  ]         .     3Q 

m{iB  +  K).%cn(ia'\' K)\  ^ 

dn  {is  +  K) 
+ 


8n{i€  -}-  K)  ,  icn  {ie  +  Jf) 

zoodat  T\g  nu  de  vergelgkingen  van  de  bewegings-elemen- 
ten  met  behulp  van  (39)  op  de  volgende  wijze  kunnen 
schrgven : 

u 

„,-yJ*    ,  0iu-ie-K).0{u-in) 

^  ^  j»  .  ^  0  (m       t  e  —  if)  .  0  (m  f  t  j?) 


-K  0(tt  +  16+ i:).0(«  — tJj)* 


l 


n 
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Deze  vergelgkingen  stemmen  overeen  met  (11)  en  (21)i 
van  Dr.  C.  Lottner. 

25.     Tweede  geval  \  k^'^fcK 

M  u  hebben  A  +  B  en  A  —  B  een  tegengesteld  teek^ ; 
dat  van  de  eerste  uitdrukking  is  hetzelfde  als  dat  yan  B. 

Voor  B  moet  nu  genomen  worden: 


^  4         \  %cn{i6  +  K) 


snin  .  dnif)\ 


De  integratie  van  (36)  geeft  nu 

2u 


t=i 


'8n{is  -h  Kydn{is + K)     snirj.dn%ti\ 


(8n{i6  -h  K).dn{is + A )     smïj.dmrA 
icn{is  +  K)  temt]   /        \/^jx 

+  i  11  (m,  ie  +  K)  —  i  n(u,  i  n)  , 

^\       icn(te  +  K)  icnii?  / 

drn  e  +  t  /7(tt,  t  €  +  if)  +  i  i7(tt,  i  i?)  , 

waar  nu  het  bovenste  teeken  geldt  voor  5^0,  het  ondenrie 
voor  5  <  0. 

Wordt  hierin  u  =  K  gesteld,  dan  vinden  wg  voor  den 
schommeltijd  van  de  as  en  de  overeenkomstige  waarden 
van  ^  en  qp: 

2K  >! 


T  = 


l/a  (v*— CM  ffi) 


±*=db(n-5)T+jirjz(€,AH^(^i*')  +  ^  1:^'+ 

d  n  (t  6  4"  JT ) I 

»  n  (t  6  +  ^)  •  t  c  n  (t  €  +  ^)  I ' 
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lOodat  nu  (39)  kunnen  voorgesteld  worden  als  volgt: 

u 
.=  T-, 

M—V  —   J.    1   •  ƒ  0(M  —  *«'  —  -g').0  (»  +  »»?)     , 

'  JSr"'"  ***"(9(u  +  te  +  ^).(9(« -f-tij); 

26.     Een  paar  opmerkingen  mogen  hier  nog  volgen. 
De  waarden  van  T  en  V 

r  =        '" 


l/o  (v«  —  eos  <9i) 


V  =  K  \z{f,  k')  ±  Z{n,  k')  +  n 


«iij  dn(ie+K) 


:+- 


2KK'  '  ien{ie-\-K)  sn{iê  ^K) 

bg    de  eindig  gestoorde  beweging  gevonden  moeten  eerstens 
voor   k-=  O    overgaan   in  (37)  en  (38).     Dit  bl^kt  onmid- 
dellgk  voor    T;  voor  W  op  de  volgende  wgze. 
Voor  A  =  O  is 

dn  {ie  +  K)  1  +  eot  a 


ien(ie  +  £).m {ie  +  K)         Vv*  +  1) {v^  —  co» a)  ' 


Z{ê,k')  =  «n(e,  1)  =   y       ^,       ^      , 

Z{ii,k')  =  tn(r),l)  =  ]/      *^"^     , 

ys»  —  COS  a 

zoodat  7  overgaat  in 

,    l/1/»  +  1  ^  l/l/-2  - 1 

=  *^  ,y    2 1 

o?ereenkomstig  (38). 
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Ten    tweede    moeten   de   vergelgkingen  (4! 
de  door  Dr.  P.  van  Gbeb  gevondenen  formi 
onderstellen,  dat  öi  =  /?  is,  dus  i^'  =  O  vo( 

Is  1//'  =  O  voor  O  =  öi,  dan  moet 


A  ^  B 


A  —  B 


2(1  +  co«öj)  "*"  2(1  —  co«öi) 


zgn.     Nu  is  in  ons  geval 


^•*"^     =±1/    (v»  +  i)(T+ 


=  ±l/ 


(1  + 

i/*  —  co«  ög     «  n  (i €  +  jK")  ,dn(t 
4  1  co«  (i  €  -J-  -ff  ^ 


s. 


\ 


A  -B 


^  "  ^     =  T  l/"  (y»-i)(i-<^ 

(i  — cwöi)  K      «        4(1— co«öi; 


=-V 


y^  ^  COS  Oo     snit]  .dnifi 

a ; ; 

4  tcntti 


waar   het  bovenste   teeken  geldt  voor  -B  >  O,  het 

voor  B  ^0. 
Hieruit  volgt 


A  +  B 


r-.    + 


A  —  B 


2(1  +  cosOi)         2(1  —cosO^) 
1  /  ""y2—  cosOj snjie+K)  .  dn{i8  +  K) 


sniti 


xmW 


zoodat  nu 


m  (i€  +  K).dn{ii  +  ÜT)   _  snin.dniïi 


ten  (i€  +  -ff) 


tcnti; 


\ 


%.  u. 


Fig:  6. 


• 


0^ 


1 


ly:  7. 


(?; 


^Uf):  Qebz.  ^imetóiger,  qJ^jpó^j 
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18,  en  de  tweede  en  de  derde  van  (41)  resp.  overgaan  in 
db  ^  =  ill{u,iê  +  K)  —  in{u,iri), 
±  €p:=,  ill (u^iB  4"  ^)  +  lil {u^ifj)  db  n<, 

overeenstemmende  met  (57)  en  (58)  in  de  verhandeling  van 
Dr.  P.  VAN  Gbeb. 


OVER  DEN  INVLOED 


VAI  HBT 


LICHT  OP  DE  KIEMING  DER  SPOREN  VAN 
HEMILEIA  VASTATRIX  Bbbk.  en  Bb., 


DOOK 


W.    B  V  R  C  K, 

Corretp,  Lid  van  de  KoniMkl,  AJtad,  v.  Wei, 


Bg  mgn  onderzoek  naar  de  oorzaken  der  koffiebladziekte 
en  de  middelen  ter  bestrijding  daarvan,  is  het  mg  gebleken, 
dat  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix  in  een  droppel  lueht^ 
houdend  water  tot  kieming  konden  worden  gebracht,  en  in 
overeenstemming  met  Marshall  Ward  meende  ik  derhalve 
gerechtigd  te  zyn,  zuurstof  en  water  te  beschouwen  als  de 
eenige  voorwaarden  voor  de  kieming  dezer  sporen. 

Bg  vele  mgner  kiemproeven  bleef  evenwel  de  kieining 
achterwege,  zonder  dat  het  mg  duidelgk  werdi  Ran  welke 
omstandigheden  dit  moest  worden  toegeschreven. 

Een  nader  onderzofk  heeft  mg  thans  de  oorzaak  Tan  het 
veelvuldig  mislukken  mijner  proeven  doen  kennen;  het  is 
mg  namelgk  gebleken,  dat  de  kieming  der  sporen  afhanke- 
Igk  is  van  de  intensiteit  van  het  licht,  waaraan  de  kiem- 
proeven zgn  blootgesteld. 

Het  is  niet  de  eerste  maal  dat  de  aandacht  wordt  ge- 
vestigd op  den  invloed,  dien  het  licht  vermag  uit  te  oefeneo 
op  de  kieming  der  sporen.  Vooral  in  het  laatste  jaar  werd 
die    zaak   herhaaldelgk   ter  sprake  gebrdcht  met  betrekking 
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tot  de  sporen  van  verschillende  micro-organismen  en  werden 
reeds  eenige  onderzoekingen  daarover  bekend  gemaakt,  waar- 
van de  resultaten  zgn  bgeengebracht  door  Duclaux  en  Uoux 
in  de  Annales  de  VInstitut  Pasteur. 

Een  korte  uiteenzetting  van  hetgeen  omtrent  dit  onder- 
werp bekend  is,  moge  aan  de  omschrgving  van  myn  eigen 
onderzoek  voorafgaan. 

Het  was  een  reeds  lang  bekend  feit,  dat  er  in  de  lucht 
veel  meer  doode  dan  levende  micro-organismen  worden 
aangetroffen.  Uerhaaldelgk  is  hierop  door  Pasteur,  Miquel 
en  anderen  de  aandacht  gevestigd  geworden. 

DowNES  en  Blunt  nu  waren  de  eersten,  die  in  1877  en 
1878  eenig  licht  hierover  deden  opgaan  en  aantoonden,  dat 
er  geen  ontwikkeling  van  » micro-organismen"  plaats  vond 
in  buizen  met  suikerhoudende  vloeistof,  die  b^  de  tegen- 
woordigheid van  lucht  aan  het  zonlicht  werden  blootgesteld. 

Dit  feit  is  thans  door  andere  onderzoekers,  zooals  A&loino, 
Duclaux,  Steauss,  Roux  en  anderen  bevestigd  geworden. 
AUen  kwamen  b^  hun  onderzoek  tot  het  besluit,  dat  de  ont- 
wikkeling van  microben  bg  eene  min  of  meer  sterke  en  lang- 
durige blootstelling  aan  het  zonlicht  werd  tegengegaan  en 
dat  deze  invloed  van  het  licht  zich  alleen  liet  gevoelen  bg 
de  tegenwoordigheid  van  zuurstof. 

Verder  liepen  echter  de  meeningen  van  deze  geleerden 
uiteen.  Terwgl  toch  Downes  en  Blunt  van  oordeel  waren, 
dat  de  kiemen  gedood  werden  en  de  vloeistof  niets  van 
hare  voedende  kracht  verloor,  meende  Roux,  dat  het  zon- 
Ucht  aan  de  zuurstof  der  lucht  een  meerdere  energie,  een 
hooger  oxydeeread  vermogen  meedeelde,  die  de  voedings- 
vloeistof, en  wel  waarschgnlgk  de  koolwaterstofverbindingen 
daaruit,  ongeschikt  maakten  om  de  kieming  en  de  voeding 
der  bacteriën  te  onderhouden. 

Uit  de  proeven,  door  Roux  genomen  om  dit  feit  in  't 
licht  te  stellen,  bleek  dat  zuivere  bouillon,  die  3  &  4  uur 
lang  aan  het  zonlicht  was  blootgesteld  geweest,  het  vermo- 
gen niet  meer  had  om  daarin  overgebachte  sporen  te  doen 
kiemen.     Werden   dergelgke   buizen   met  dezelfde  voedings- 
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vloeistof,  waarin  sporen  waren  uitgezaaid,  in  't  zonlicht 
gebracht,  dan  ontwikkelden  zich  de  kiemen  niet  meer  na  2 
uur.  Toch  waren  deze  geenszins  gedood,  want  toen  zij,  na 
7  uur  aan  't  licht  te  zgn  blootgesteld  geweest,  uit  de  yloei- 
stof  genomen  en  overgebracht  werden  in  dezelfde  vloeistof, 
die  niet  in  *t  licht  had  gestaan,  gaven  zij  nog  schoone 
kuituren. 

De  proeven  van  Roux  zijn  zeker  overtuigend. 

Men  mag  echter  niet  uit  het  oog  verliezen,  dat  Bom 
zgne  proeven  nam  met  Bacillus  anthracis  en  dat  deze  waar- 
schijnlijk  veel  meer  weerstand  biedt  aan  de  werking  van  het 
zonlicht  dan  de  » micro-organismen''  waarmede  Dowkbs  en 
Bluiït  proeven  hebben  genomen. 

Ook  de  voedingsvloeistof  van  laatstgenoemden  (vloeistof 
van  Pasteuk  en  Cohn)  was  niet  dezelfde  als  die,  welke  door 
Roux  werd  gebruikt.  Dit  maakt,  dat  de  proeven  moeilgk 
met  elkander  kunnen  yergeleken  worden. 

Houden  wij  hierbg  in  't  oog,  dat  reeds  Duclaux  heeft 
aangetoond,  dat  de  verschillende  soorten  van  coccus  veel 
minder  weerstand  bieden  aan  de  werking  van  het  zonlicht 
dan  de  sporen  van  Bacillus  anthracis  en  dat  in  het  alge- 
meen het  weêrstandbiedend  vermogen  afhankelijk  is  van  de 
soort,  en  voor  dezelfde  soort  van  de  natuur  der  voedinss- 
vloeistof,  dan  is  het  niet  te  gewaagd  te  vooronderstellen, 
dat  zoowel  Dow^es  en  Blunt  als  Roux  zeer  juiste  concla- 
siën  hebben  getrokken  uit  hunne  waarnemingen. 

By  de  proeven  van  Downes  en  Blunt  was  derhalve  de 
verandering,  die  de  vloeistof  onder  de  gezamenlgke  werking 
van  zonlicht  en  lucht  onderging,  onmerkbaar  in  zooverre 
hare  voedende  eigenschappen  behouden  bleven,  terw^l  daar- 
entegen de  » micro-organismen"  zelven  werden  gedood. 

De  voedingsvloeistof,  door  Roux  bij  zyne  proeven  gebruikt, 
onderging  daarentegen  vr^  spoedig  een  zeer  merkbare  om- 
zetting, terwijl  de  sporen  van  Bacillus  anthracis  vele  dagen 
achtereen  aan  het  licht  konden  worden  blootgesteld,  zonder 
haar  kiemvermogen  te  verliezen. 

Dat  ook,  buiten  de  voedingsvloeistof  om,  het  zonlicht  eene 
doodeiyke  werking  op  de  sporen  kan  uitoefenen,  was  boven- 
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dien  reeds  door  Dcclaux  meegedeeld.  Na  een  maand  in 
drogen  staat  aan  't  licht  te  zijn  blootgesteld,  werden  de 
sporen  ongescliikt  om  zich  yerder  te  ontwikkelen. 

De  resnltaten  van  m^n  eigen  onderzoek  kunnen,  naar  ik 
meen,  er  toe  bedragen  om  eenig  meerder  licht  te  doen 
oj^an  over  deze  belangrgke  zaak,  vooral  omdat  de  sporen 
van  Hemileia  vastatrix  reeds  in  gedestilleerd  water  tot  kie- 
ming  kunnen  worden  gebracht  en  er  derhalve  geen  rekening 
behoeft  te  worden  gehouden  met  veranderingen,  die  een 
voedingsvloeistof  kan  ondergaan  onder  de  gelijktgdige  inwer- 
king van  zuurstof  en  licht,  en  voorts  omdat  deze  sporen,  in 
vergelgking  met  die  der  bovengenoemde  bacteriën,  buitenge- 
woon gevoelig  zgn  ten  opzichte  van  het  licht. 

Wanneer  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix,  uitgezaaid  in 
een  droppel  gedestilleerd  en  luchthoudend  water,  worden 
blootgesteld  aan  het  licht,  dan  gaan  z^  niet  tot  kieming 
over.  Dit  licht  behoeft  geen  direct  zonlicht  te  z^n ;  zelfs 
bg  de  zeer  geringe  intensiteit  van  het  diffuse  licht  in  het 
achterste  gedeelte  van  het  laboratorium,  op  geruimen  afstand 
van  het  venster,  gelukte  het  m^  nimmer  de  sporen  tot 
kitming  te  brengen.  Worden  deze  echter  in  het  duister 
gebracht,  dan  ziet  men  reeds  na  2  a  2V2  ^^^  de  kiembuis 
te  voorschgn  treden  om  na  weinige  uren  een  vrg  uitgestrekt 
mycelium  te  vormen.  Volkomen  duisternis  is  voor  de  kie- 
ming niet  uoodzakelgk;  de  kieming  begint,  wanneer  slechts 
de  lichtintensiteit  tot  een  zeker  minimum  gedaald  is. 

Bij  nader  onderzoek  blijkt,  dat  niet  alleen  de  kieming 
der  sporen  door  het  licht  tgdelijk  wordt  tegengehouden, 
zoodat  zg  eerst  later  begint,  maar  dat  de  sporen  inderdaad 
haar  kiemvermogen  verliezen  en  z^,  na  de  blootstelling  aan 
het  licht  in  een  donkere  kamer  overgebracht,  niet  meer  tot 
de  ontwikkiding  der  kiembuis  te  brengen  zijn 

Het  verlies  van  het  kiemvermogen  of  de  dood  der  spo- 
ren heeft  reeds  betrekkelijk  spoedig  plaats.  Bg  vele  mg- 
ner  proeven,  waarbg  de  sporen  geplaatst  waren  op  een  paar 
meter  afstand  van  het  venster,  bleek,  dat  na  IV4  uur 
reeds    de    meeste    sporen    niet    meer    tot    kieming    konden 
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worden    opgewekt,    terwijl   na    1^/4    uur   alle   sporen  waren] 
gedood. 

De   tgd,    noodig   om   de  sporen  te  dooden,  is  af  hankelgl 
van    de    intensiteit    van    het    licht;    op   geringeren   afstam 
yan    het    venster,    werden   de   sporen  reeds  binnen  het  uurl 
gedood ;  bg  een  geringere  intensiteit,  b.  v.  bg  een  bewolkteDt| 
hemel,    is   een    langere  blootstelling  aan  het  licht  een  ver* 
eischt-e. 

Bg  deze  proeven  werd  een  aantal  voorwerpglaasjes,  waarop 
de  sporen  in  een  vrg  liggenden  droppel  luchthoudend  water 
waren  uitgezaaid,  in  een  met  waterdamp  verzadigde  glazen 
kamer  aan  het  diffuse  daglicht  blootgesteld. 

Elk  kwartier  w.erd  één  der  voorwerpglaasjes  overgebracht 
naar  een  dergelgke  vochtige  kamer,  die  zoi^uldig  van  het 
licht  was  afgesloten. 

Den  volgenden  dag  bleek  dan  bg  het  onderzoek,  dat  de 
sporen,  die  langer  dan  5 — 7  kwartier  aan  het  licht  waren 
blootgesteld  geweest,  niet  meer  tot  kieming  waren  over- 
gegaan. 

Er  moet  hier  nog  uitdrukkelgk  worden  vermeld,  dat  deze 
nadeelige  werking  van  het  licht  dan  alleen  op  de  sporen 
wordt  uitgeoefend,  als  deze  gelegenheid  hebben  gehad  om 
water  op  te  nemen.  In  drogen  toestand  zgn  de  sporen  zel& 
tegen  eene  langdurige  inwerking  van  het  directe  zonlicht 
volkomen  bestand. 

Afgeplukte  koffiebladen  met  sporen-afsnoerende  mycelia 
kunnen  uren  achtereen  aan  den  invloed  van  het  sterke  zon- 
licht worden  blootgesteld,  tot  zg  geheel  zgn  uitgedroogd, 
zonder  dat  de  sporen  hierbij  haar  kiemvermogen  verliezen. 

Het  is  derhalve  de  door  opneming  van  water  turgescee- 
rende  spore,  die  door  het  licht  gedood  wordt. 

Reeds  vroeger  heb  ik  er  op  gewezen,  dat  vochtige  lucht 
niet  in  staat  is  de  kieming  op  te  wekken;  dat  sporen  ureo 
achtereen  in  een  met  waterdamp  verzadigde  ruimte  kunnen 
gehouden  worden,  zonder  hare  kiembuizen  te  voorschgn  te 
brengen,  en  dat  ook  nimmer,  zelfs  niet  m  de  vochtigste 
dagen  van  den  regenmousson,  de  sporen  in  gekiemden  staat 
op  de   afsnoerende  mycelia  worden  aangetroffen.     De  sporen 
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moeien  2  &  2^/2  uur  lang  b^  zeer  geringe  intensiteit  van 
liet  licht  in  een  droppel  water  hebben  gelden,  alvorens 
te  kunnen  kiemen.  Dat  voorts  voor  de  kieming  tegenwoor- 
digheid van  zuurstof  noodzakelyk  is,  blgkt  reeds  uit  het 
feit,  dat  ondergedompelde  sporen  zelden  kiemen  en  dat  dit 
nog  zeldzamer  wordt  opgemerkt,  wanneer  het  water  door 
voorafgegane  verhitting  luchtvrg  is  gemaakt. 

De  voonccuzrden  waarop  de  sporen  van  Hemüeia  vaatatrix 
Hemen ^  zijn  derhalve:  water  in  vloeibaren  vorm^  zuurstof  en 
win  of  meer  volkomen  duisternis. 

Het  is  een  zeer  opmerkel^k  feit,  dat  het  licht,  hetwelk 
in  staat  is  de  sporen  der  Hemileia  in  korten  tgd  te  dooden, 
daarop  in  het  geheel  geen  merkbaren  invloed  meer  oefent, 
zoodra  z^  tot  kieming  z^n  overgegaan,  en  even  min  op 
het  reeds  ontwikkelde  mycelium.  Worden  de  sporen  in  een 
donkere  ruimte  tot  kieming  opgewekt  en  daarna  overgebracht 
in  het  licht,  dan  bleven  de  kiembuizen  zich  ontwikkelen  en 
voortgroeien,  zonder  ook  maar  in  het  allerminste  blijken  te 
geven  van  onder  de  inwerking  van  het  licht  te  lyden. 

Het  klinkt  zeker  zeer  vreemd,  dat  de  spore,  die  tegen 
vele  reagentiën  en  tegen  uitdroging  veel  meer  weerstand 
biedt  dan  de  kiembuis,  zich  tegenover  het  licht  zoo  geheel 
anders  gedraa-t. 

Het  laat  zich  dan  ook  hooren,  dat,  toen  Arloing  tot 
hetzelfde  resultaat  gekomen  was  bij  zgn  onderzoek  naar  den 
invloed  van  het  licht  op  de  sporen  van  Bacillus,  men  getracht 
heeft  tot  een  verklaring  te  komen  van  hetgeen  men  een 
anomalie  meende  te  zgn.  Aeloino  had  namelijk  aangetoond, 
dat  2  uren  voldoende  waren  om  allen  groei  van  de  sporen 
van  een  Bacillus  te  onderdrukken,  terwijl  de  Bacillus  in  ve- 
getatieven toestand  27 — 30  uren  aan  het  licht  moest  wor- 
den blootgesteld  om  hetzelfde  doel  te  bereiken.  Nocard  en 
Strauss  meenden  dit  lelt  te  mogen  verklaren  door  aan  te 
nemen,  dat  de  spore  bij  de  temperatuur,  waaraan  de  proef 
was  blootgesteld,  jaist  begon  te  kiemen  en  dat  de  zeer 
jeugdige  Bacillus  veel  gevoeliger  was  voor  de  inwerking  van 
het  zonlicht  dan  de  volwassen  bacterie,  zoodat  de  kiemende 
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spore  kon  worden  gedood  en  de  bacterie  zelve  niet  onder  den 
invloed  van  het  licht  behoefde  te  Igden. 

Om  dit  te  bewezen,  bracht  Stbauss  de  sporen  in  gedestil- 
leerd water,  waarin  geen  kieming  mogelgk  was,  en  zag  hg 
ook  werkel^k  dat  zg,  uren  achtereen  aan  het  licht  blootge- 
steld, niet  werden  gedood. 

Hiert^enover  echter  bewees  A&loiko,  dat  de  sporen  wel 
degelgk  gedood  werden,  wanneer  de  proeven  door  gs  werden 
afgekoeld,  ver  beneden  de  temperatuur,  die  kieming  toelaat. 

Eindelgk  toonde  Roux  door  een  proef  aan,  dat  de  veran- 
dering, die  de  voedingsvloeistof  ondergaat  door  haar  bloot  te 
stellen  aan  het  zonlicht,  wel  voldoende  is  om  de  onikieming 
der  sporen  tegen  te  gaan,  maar  nochthans  in  staat  de  reeds 
gevormde  bacillen  te  voeden. 

Hoe  dit  ook  zg,  zeker  is  het,  dat  bg  Hemileia  vastatrix, 
waar  de  kieming  in  gedestilleerd  water  kan  worden  opge- 
wekt, het  licht  geen  invloed  uitoefent  op  de  kiemende  spore 
of  op  de  daaruit  ontwikkelde  kiem  buis. 

Aannemend,  dat  de  dood  der  sporen  veroorzaakt  wordt 
door  de  zuurstof  der  lucht,  die  onder  den  invloed  van  het 
licht  een  hooger  oxydeerend  vermogen  verkrggt,  meen  ik, 
dat  de  verklaring  van  het  laatstgenoemde  feit  gezocht  moet 
worden  in  de  omstandigheid,  dat  de  oliehoudende  reserve- 
stoffen  van  de  spore  zich  gemakkelgker  laten  oxydeeren  dan 
de  verbindingen,  die  ten  tgde  der  kieming  uit  dit  reservevoed» 
sel  ontstaan  zgn;  een  veronderstelling,  die  niet  te  gewaagd 
is,  nu  DucLAUX  heeft  aangetoond,  hoe  gemakkelgk  zich  deze 
plantaardige  vetten  met  zuurstof  verbinden  *). 

Het  licht  zou  derhalve  juist  dezelfde  werking  uitoefenen 
op  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix,  als  een  temperatunrs- 
verhooging  tot  70^,  volgens  Houx,  uitoefent  op  de  sporen 
van  Bacillus  anthracis.  Ook  hier  zou  het  de  zuurstof  zgn 
der  lucht,  die  bg  deze  temperatuur  zich  met  de  veÜichamen 
der  spore  verbindt  en  den  dood  der  sporen  veroorzaakt  f). 


, 


*)  DucLAUX.  Sur  la  migration  des  matières  grasses.  Amm,  de  fltui, 
Foèieur.  Aug.  1887. 

f)  Koux.  De  ractioa  do  la  chalear  et  de  Pair  sur  les  spores  de  U 
bacléridie  du  charbon.  Annal.  de  Cliut,  PasieMr.  Aoüt  1887. 
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Het  scheen  m^  toe,  dat  het  niet  van  belang  ontbloot  was, 
tevens  door  een  proef  uit  te  maken  of  deze  nadeelige  wer- 
king Tan  het  zonlicht  moest  worden  toegeschreven  aan  het 
licht,  dan  wel  aan  sommige  stralen  van  eene  bepaalde  golf- 
lengte. 

Ook  deze  vraag  was  gemakkel^k  op  te  lossen  met  zulk 
een  snel  kiemend  en  uiterst  gevoelig  materiaal  voor  proef- 
nemingen. 

Aan  Abloing,  die  den  invloed  der  7  verschillende  kleuren 
op  de  sporen  der  bacillen  bestudeerde,  gelukte  het  niet,  tot 
een  bepaalde  conclusie  te  geraken. 

Het  is  m^  bg  Hemileia  gebleken,  dat  de  nadeelige  wer- 
king van  het  zonlicht  op  de  kieming  der  sporen  uitsluitend 
moet  worden  toegeschreven  aan  de  blauwe  helft  van  't 
spectram. 

Als  de  lichtstralen  genoodzaakt  worden  hun  weg  door  een 
koperoxydammoniak-oplossing  te  nemen,  alvorens  tot  de  spo- 
ren te  geraken,  dan  is  kieming  niet  mogel^k;  de  sporen 
worden  gedood.  Als  evenwel  het  licht  een  geconcentreerde 
oplossing  van  bichromas  kalicus  is  doorgegaan,  zoodat  het 
een  groot  deel  zgner  actinische  stralen  verloren  heeft,  alvo- 
rens op  de  sporen  te  kunnen  inwerken,  gaan  z^  kiemen 
alsof  z^  in  volkomen  duisternis  waren  gebracht. 

B^  de  bichromas  kalicus -oplossing  dient  men  echter  in 
het  oog  t.e  houden,  dat  deze  niet  alle  actinische  stralen  ab- 
sorbeert, vooral  niet  indien  de  intensiteit  van  het  daglicht 
vr^  groot  is,  en  meermalen  ziet  men  dan  ook,  als  men 
geen  voldoende  voorzorgsmaatregelen  genomen  heeft,  dat  de 
sporen  niet  tot  ontwikkeling  komen. 

Naarmate  de  intensiteit  van  het  licht  sterker  is,  moet  de 
dikte  der  vloeistofinassa  grooter  genomen  worden.  Het  een- 
voudigst laat  zich  dit  regelen  door  een  proef  met  photo- 
graphisch  papier.  Dit  gebruikend,  zag  ik,  dat  telken  male 
als  de  sporen  in  de  roode  kamer  niet  tot  kieming  overgingen, 
er  dan  nog  actinisch  licht  werd  doorgelaten  van  genoegzame 
intensiteit  om  het  papier  te  kleuren. 

Het  chloorzilver-albumine-papier  leent  zich  hiertoe  beter 
dan    het    broomzilver-gelatine-papier.     Dit  laatste  is  te  ge- 
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Yoelig  en  moeilyk  is  het  de  hoeveelheid  vloeistof  zoo  te 
regelen,  dat  dit  papier  in  *t  geheel  niet  meer  gekleurd  wordt. 

Als  nu  de  intensiteit  van  de  blauwe  helft  van  het  door- 
gelaten licht  in  die  mate  verzwakt  is,  dat  het  chlf)orzilver- 
albumine-papier  in  de  roode  kamer  niet  meer  wordt  aange- 
daan, dan  ook  kiemen  de  sporen  in  dit  roode  licht  eren 
goed  als  in  het  donker. 

Een  nader  bew^s  voor  de  stelling,  dat  de  nadeelige  wer- 
king, die  het  zonlicht  uitoefent  op  de  sporen  van  Hemileia 
vastatriz,  uitsluitend  moet  worden  toegeschreven  aan  de 
blauwe  helft  van  het  spectrum,  is  gelegen  in  het  feit,  dat 
de  sporen,  ook  in  het  sterkste  petroleum-licht,  even  goed  en 
even  snel  kiemen  als  in  volslagen  duisternis.  De  actinische 
stralen  van  het  petroleum-licht  hebben  een  te  geringe  in- 
tensiteit om  een  nadeeligen  invloed  op  de  sporen  te  kunnen 
uitoefenen. 

Buitenzorg^  Juni  1888. 


PROCES-YERBAAL 


YAN  DE 


(iEWüNE  VEfiGADEKING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE. 


op  Zaterdag  27  October  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  van  de  Sande  Bae^büyzen, 
Voorzitter,  Hübrecht,  Beheens,  Geinwis,  Müldee,  Hoek, 
Maktin,  van  Doep,  Rijke,  Koeteweg,  Mac  Gillavey, 
Feanchihont,  de  Veies,  Hoffmann,  Zaaijbe,  Zeeman, 
Bierens  DB  Haan,  Foestee,  Rauwenhoff,  Schols,  Schoute, 
Kaptetn,  Stokvis,  Loeentz,  A.  C.  Oudemans  je.,  Buys 
Ballot,  van  Diesen,  Michaëlis,  Dibbits,  Pekelhaeino, 
Engelkann,  J.  A,  C.  Oudemans,  Place,  Hoogeweeff  en 
C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden   gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
Tangen  werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1*^.  G.  F.  Westerman,  Directeur  van  het  koninklgk 
zoologisch  Genootschap:  Natura  Artis  Magistra  te  Amster- 
dam, 1  October  1888;  2^.  G.  J.  W.  Bebmer,  Secretaris 
Tan  het  Bataafsch  Genootschap  der  proefondervindei^ke 
Wgsbegeerte  te  Rotterdam,  7  October  1888;  3^.  H.  Heixen, 
Bibliothecaris  van  het  proYinciaal  Genootschap  van  Kunsten 
en  Wetenschappen  te  's  Hertogenbosch,  4  October  1888; 
4^.  F.    Eeauss,    Bibliothecaris    van    het    Verein  für  vai^r- 


l 
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landische  Naturkunde  te  Stuttgart,  19  Mei  18S8;  5^.  den 
Bibliothecaris  der  Academia  Bomana  te  Bucharest,  5  Oe- 
tober  1888  ;  6^.  Bonola,  Secretaris  der  Société  EbédiTiale 
de  Oéographie  te  Cairo,  18  October  1888;  7^.  E.  Bukobss, 
Secretaris  der  Boston  Society  of  natural  History  te  Boston, 

14  Februari  1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  G.  C.  W.  BoHNBNsiBO,  Conservator  van  Tetle&'s 
Stichting  te  üaarlem,  October  1888;  2^.  Föestemakk,  Ar- 
chivaris der  kön.  sachsische  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten te  Leipzig,  20  April  1888;  3^.  den  Secretaris  der  Ge- 
sellschaft   für    bildende   Ennst  und  Alterthümer  te  Emdea, 

15  Augustus  1888;  4^.  E.  Burobss,  Secretaris  der  Boston 
Society  of  natural  History  te  Boston,  27  Februari  1888; 
5^.  den  Bibliothecaris  van  den  State  Board  of  Agricolture  of 
Michigan,  April  1888;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van 
schriftelgke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  De  Heeren  Bxerisns  ob  Haak  en  van  dbn  Bbbo  z^ 
nog  niet  gereed  met  hun  rapport  over  de  verhandeling  van 
den  Heer  Dr.  Jan  db  Y&ies.  Eene  nieuwe  verhandeling 
van  denzelfden  auteur:  »Over  eene  groep  van  regelmatige 
configuraties",  inmiddels  ter  plaatsing  in  de  werken  der 
Akademie  bg  den  Secretaris  ingekomen,  wordt  door  den 
Voorzitter  om  advies  in   handen  gesteld  derzelfde  Commissie. 

—  De  Heer  Bëübens  spreekt  over  eene  geologische  excursie, 
door  hem  in  den  Eifel  gedaan,  om  aldaar  gesteenten  te  ver- 
zamelen, tot  hiertoe  niet  onderzocht. 

B^  deze  gelegenheid  hebben  ook  de  vulkanische  meren,  de 
Eifeler  »Maare",  zijne  aandacht  getrokken.  Deze  zyn,  zgns 
inziens,  niet  door  instorting  van  uitgedoofde  vulkanen  ont- 
staan. Ware  dit  zoo,  dan  zou  men  de  koppen  der  afgeknapte 
lagen  moeten  kunnen  zien,  en  meren  met  oevers  van  bazalt- 
lava  moeten  vinden,  beantwoordend  aan  de  talrijke  bazal- 
tische  vulkanen  van  den  Eifel. 
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De  spreker  deelt  vervolgens  de  uitkomsten  mede  van 
proeven,  door  hem  genomen  met  het  uitblazen  van  kuilen  in 
yerschillende  losse  materialen,  door  openingen,  op  ver- 
schillende diepten  daarin  aangebracht.  Het  is  hem  bij  deze 
proeven  gebleken: 

l^'.  dat  in  fijne  en  lichte  materialen,  b.  v.  fijn  poeder 
van  paimsteen  en  tras,  steeds  trechtervormige,  naar  onder 
nageno^  cilindrische  kolken  ontstaan^  besloten  in  vrg  hooge 
en   steile  kegelvormige  opstortingen ; 

20.  dat  b^menging  van  grover  en  zwaarder  materiaal  de 
w^te  der  kuilen  doet  toenemen,  terw^l  de  diepte  afneemt 
en  de  bodem  vlak  wordt; 

3^.  dat  de  b^menging  van  zulk  zwaar  materiaal  tot  on- 
demigning  in  de  diepte  en  daarop  volgende  instorting  aan- 
leiding kan  geven; 

4^.  dat  de  bgmenging  van  betrekkel^k  groote  brokken  en 
scherven  aanleiding  geeft  tot  opheffing^  en  tot  eene  schift 
ting,  die  ten  gevolge  heeft,  dat  het  lichtste  materiaal  — 
pnimsteen  —  aan  de  oppervlakte  komt  en  dat  hoofdzakel^k 
dit  liclitste  materiaal  weggeslingerd  wordt.  De  kuil  wordt 
hierbg  zeer  wijd  en  ondiep,  de  rand  steil,  zijne  ophooging 
onbeduidend. 

De  Heer  Behuens  meende  op  grond  van  een  en  ander 
te  mogen  aannemen,  dat  de  Eifeler  meren  als  niet  voltooide 
vulkanen  moeten  opgevat  worden,  en  dat  z^  gevormd  zgn 
geworden  door  het  murw  worden  en  het  lang  voortgezette 
uitblazen  van  het  sedimentaire  gesteente,  waarbg  dan  slechts 
weinig  lava  aan  de  oppervlakte  gebracht  werd. 

Ten  slotte  werden  modellen  vertoond,  verkregen  door  het 
inpersen  van  gipsmortel  in  kegelvormige  hoopen  van  zand 
en  puin.  Deze  modellen  moesten  bewijzen,  dat  centrale 
tdtholingen  in  vulkanische  kegels  en  centrale  opvullingen 
met  eruptieve  gesteenten,  die  von  Hochstettëb  tot  uitsmel- 
iing  meende  te  moeten  terugbrengen,  op  meer  eenvoudige 
w^ze,  nl.  door  zigdelingsche  uitspreiding  en  omkorsting  van 
lavakolommen  kunnen  verklaard  worden.  Al  naar  de  mate 
van    vloeibaarheid    der    ingeperste   specie   en  de  geaardheid 

van    den    zand-  of  puinhoop,  konden  peervormige,  cilindri« 

23^ 


^ 
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sche    en    veelvuldig  vertakte  kernen,  met  of  zonder  krater- 
openingen,  verkregen  worden. 

—  Voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen  worden  aange- 
boden, door  den  Heer  Grinwis  een  opstel,  getiteld:  >De 
energie  van  den  bolvormigen  condensator'%  en  door  den 
Heer  Schous,  uit  naam  van  den  Heer  van  den  Bëbo,  diens: 
>  Eenige  formulen  voor  de  berekening  van  de  BemouUiaansche 
en  Viin  de  tangenten-coëfficiënten". 

—  Voor    de  Boekerij  der  Akademie  worden  aangeboden: 

1.  door  den  Heer  Maetin,  diens  »Aanteekeningen  bg  eene 
geognostische  overzichtskaart  van  Suriname"; 

2.  door  den  Heer  Bieeens  de  Haan,  uit  naam  van  het 
wiskundig  Genootschap:  >Een  onvermoeide  arbeid  komt 
alles  te  boven":  i Register  naar  eene  wetenschappelijke 
verdeeling  op  de  werken  van  het  wiskundig  Genootschap: 
Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven". 

3.  door  den  Heer  de  Vries,  uit  naam  van  den  Heer  Dr. 
KrrzKMA  Bos  te  Wageningen,  diens:  a.  L'angaillule  de  la 
tige  et  les  maladies  des  plantes  dues  a  ce  Nématode;  k 
Landbouwdierkunde ;  c.  De  dierlgke  parasieten  van  den 
mensch  en  de  huisdieren  ;  en  nog  enkele  kleinere  brochuren 
over  zoölogische  onderwerpen, 

—  Eene  verhandeling  van  den  Heer  J.  Caedinaal,  leeraar 
aan  's  Rijks  H.  B.  S.  te  Tilburg:  > Meetkundige  theorie 
der  scheeve  oppervlakken  der  vierde  orde"  wordt  in  handen 
gesteld  der  Hoeren  Sceoute  en  Bie&ens  de  Haan,  om  daar- 
over, zoo  mogelijk,  rapport  uit  te  brengen  in  de  volgende 
Vergadering. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de 
Vergadering  gesloten. 


DE    ENERGIE 


VAN  DEM 


BOLVORMIGEN    CONDENSATOR. 


DOOK 


C.   H.    C.   GE  IN  WIS. 


1.  De  potentieele  electrische  energie  van  een  stelsel  ge- 
leiders heefb  tot  waarde 

W=i2M  F  , (1) 

waarb^  het  somteeken  geldt  voor  de  producten  der  electri- 
sche massa's  M  met  de  overeenkomstige  potentiaal  waarden 
V  voor  lederen  geleider. 

Laat  men  de  bewegelyke  geleiders,  wier  ladingen  onver- 
anderiyk  worden  ondersteld,  aan  zichzelve  over,  zoo  geven 
z^  aan  de  electrische  werkingen,  die  tusschen  hen  bestaan, 
gevolg;  de  arbeid  dier  krachten  is  positief  en  de  energie 
van  het  stelsel  vermindert. 

Is  A  de  arbeid  der  electrische  krachten,  zoo  zal,  inge- 
volge het  beginsel  van  behoud  van  arbeidsvermogen, 

dW+dA  =  0 (2) 

Uit  (1)  volgt, 

d]V=^2MdV+iSVdM, 

doch   daar    de    ladingen  constant  blijven,  vervalt  de  laatste 
ierm  en  wordt 


L 
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d  W  =  i:SMd  V. (3) 

Daar  dan  cene  positieve  waarde  van  d  A,  volgens  (2) 
eene  negatieve  waarde  van  d  W  met  zich  brengt,  de  energie 
dus  afneemt,  wordt  volgens  (3)  ook  d  V  negatief;  de  ver- 
plaatsing der  geleiders  vermindert  hunne  potentiaalwaardoi. 

2.  Zyn  voor  twee  geleiders  de  electrische  ladingen  ü/jen 
ifg,  de  totale  potentialen  over  die  geleiders  V^  en  Fj,  zoo 
bestaan  tusschen  deze  vier  grootheden  de  betrekkingen, 

F,  =p^M^+p^M^         Vi  =  p^Mi  +  ptM^  .  .  (i) 

waarin  px  p^  en  p^  de  potentiaalcoêfficiënten  van  het  stekel 
aanduiden ;  zooals  bekend,  z^n  het  positieve  grootheden  van 
de  afmeting  L^  * ,  terwijl  p^  ^  p^  en  -<^  p^  is. 

Uit  (4)  volgen  voor  Afj  en  A/^  twee  andere  betrekkingeo 
van  den  vorm 

M^  =  ?i  F,  +  qi  Fa         A/g  =  ?i  Tl  +  y,  V^.   .  .  (5 

De  factoren  ^2  ^^  73  worden  de  coëfficiënten  van  capaci- 
teit, q^  de  inductiecoëfficiënt  der  beide  geleiders  op  elkander 
genoemd. 

Substitueeren  wg  de  waarden  van  Mi  en  M^  ^^^  (5)  i^ 
(4),  zoo  volgen  twee  identische  vergelykingen  in  Fj  en  Fg, 
waaruit  voor  de  6  coëfficiënten  p  en  q  de  volgende  drie 
onafhankel^ke  betrekkingen  ontstaan: 

zoodat  de  3  coëfficiënten  q  uit  de  3  coëfficiënten  p  kannen 
wordpn  afgeleid  en  omgekeerd. 

\oor  een  bolvormigen  condensator  met  concentrische  ge- 
leidende schil  als  buitenoppervlak,  volgt  (zie  onze  bedrage 
lOver  den  invloed  van  geleiders  op  de  verdeeling  der  elec- 
trische energie' \  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklgke 
Akademie  van  Wetenschappen,  3**®  Reeks,  DeelII,blz.  31—32), 
als  a  de  straal  van  den  bol,  6  en  b^  de  stralen  van  de  daarom 
geplaatste  schil  aanduiden : 
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dus,  in  gevolge  vergel.  (6),  }.  .  .  .  (7) 

« 

3.  Bg  dezen  condensator  onderscheiden  wg,  als  de  massa 
Ml  constant  is,  twee  gevallen: 

1®  Wanneer  de  tweede  geleider  (de  schil)  geïsoleerd  en 
neutraal  is,  dus  M^  =  O,  zal 

stond    de    kern    alleen,   zonder   schil,  zoo  ware  bg  dezelfde 
lading  Mi 


—       M. 
V=  -^, 
a 


derhalve 


r.'  = 


'  -        a  \  -        ,^. 


■ =\^ —,*  iV = f^ ' 


waarin  /«^  1.  De  schil  vermindert  dus  de  potentiaal  waarde 
der  kern. 

2^.    Als    de  schil  is  afgeleid  (met  den  grond  verbonden), 
volgt 

dus 

Jlfj  =  -  ^-  il/, 
Pi 

en  de  potentiaal  der  kern  wordt  in  dit  geval 


(  852  ) 


of 


*--"  =  (• -i)  7  =  H)t^=^^ 


waarin 


zoodat 


9<r<i, 


Vi"  <  Vi  <  V; 

de  potentiaal  der  kern  wordt  bij  constante  lading  door  de 
tegenwoordigheid  der  neutrale  schil  verminderd  en  die  ver- 
mindering neemt  toe,  wanneer  de  schil  daarna  met  den  grond 
verbonden  wordt. 

4.  Voor  de  potentiaal  vonden  wg,  bg  bet  aanbrengen  en 
daarna  afleiden  van  de  schil,  steeds  kleinere  waarden;  het- 
zelfde geldt  voor  de  electrische  energie  van  het  stelsel. 

Daar  dit  stelsel  uit  twee  geleiders  bestaat,  volgt  uit  (1) 
en  (4) 

dus    voor    den    condensator,    ingevolge    de    in    (7)    gegeven 
waarden, 

Is  de  schil  niet  aanwezig,  zoo  is 

2a 

Is  de  schil  neutraal  en  geïsoleerd,  dan  M^  =  O  en 

Is  de  schil  afgeleid,  dan  geeft  (4)  voor    Fg  =  O 

A/,  =  —  f^  Ml, 

Pi 
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dus,  daar  wegens  (7)  p^  =  pg, 

Ag  =  —  3f  1 ; 
de  energie  van  den  condensator  wordt  dan 

De  energie  van  den  condensator  wordt  derhalve  door  de 
tegenwoordigheid  der  neutrale  schil  verminderd;  die  vermin- 
dering neemt  toe,  wanneer  de  schil  daarna  wordt  a%eleid. 

Dezelfde  regel  geldt  dus  voor  de  energie  als  voor  de 
potentiaal  der  kern  en  wel  z^n  beide  grootheden  steeds 
evenredig  aan  elkander. 

5     Nemen  w^  thans  aan,   dat  de  potentiaal   F^  der  kern 

conxtant  gehouden  wordt  en  onderzoeken  wg  de  verandering 

der  lading  Ati  voor  de  beide  gevallen  1®  dat  de  schil  geïso- 

[    leerd   en    zonder    lading    is,  2^  dat  de  schil  met  den  grond 

is  verbonden. 

Wg  hebben  dan : 

l^.    Als  de  schil  neutraal  ^zonder  lading)  en  gHsoUerd  is, 

^2  =  ?^  ^"1  + 98^8  =  o      rj  =  -^ri 

98 

M, = ,,  K,  + ,.  n = (2^^')  n 

dus  wegens  (7), 

abV 
1       bb'  —  aV  +  ab     ^ 

Zonder  schil  is  b^   dezelfde   waarde   Vi  de    massa  M  be- 
paald door 


v,=^ 


a 


düs  wordt 


bV  ^         M^ 

^       bV  —  aV  t  aé      ^         ƒ   ' 
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waarin  weder 

a        a 

dos 

de    massa  op  de  kern  is  door  toevo^^ing  der  neutrale  sehil 
toegenomen  en  wel  met  een  bedrag 

a  (6'  —  b) 


= r ^1 

2«.  Als  de  schil  is  afgeleid  (met  den  grond  verbonden)  dan 
Ml  = ^i  —  —  » 


1  —  -  ^ 

b 


waarin  weder 


a 


dns 

<7<  /<  1. 

zoodat    de    massa  weder  is  toegenomen  en  die  toename  be- 
draagt meer  dan  toen  de  geïsoleerde  schil  werd  aangebracht 
Immers  die  toename  is  voor  de  afgeleide  schil 

Aa  ATi  =  -^—  Jtf  1 
•  o —  a 

en  blgkbaar  is 
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6.     Onderzoeken    w^    thans    b^    constante   potentiaal    de 
waarde  der  energie  van  het  stelsel^  uitgedrukt  door 

W»  =  i  (91  Tl*  +  2  yi  n  Fg  f  9a  Tj*). 

Is  alleen  de  kern  aanwezig,  zoo  is 

Tr=  ipiifi», 

daar  nu 

Ml  =   V^a 

en  terw^l  in  dit  geval 

1 

Pl  —  -, 
a 

zal 

F  =  4  a  Fi». 

Onderscheiden  wg  verder  ieder  der  beide  gevallen,  dat  de 
schil  geïsoleerd,  zonder  lading  en  met  den  grond  verbon- 
den is. 

1^.  Schil  geïsoleerd  en  zonder  lading, 

^1  =  ?i  t^i  +  q'  Vi,    M»  =  ?'  n  +  j8  Vi 

if  8  =  o    dus    Fg  =  —  i-  Fi 

9» 

en  de  energie  wordt 


W^  = 


\  q»  q»      } 


—  ff'*\         .   ,,„  /  abb' 


=  *''''i''V^)  ='"''(« 


b  +  bb'—ab' 


"'        ,W=^!— F, 


a6-t-66'  —  ab  ^        a        a 

zoodat 
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derhalve  daar 

terwgl  voor  de  vermeerdering  van    W  volgt 

'Fzri  — 

2^.  Schil  met  den  grond  verbonden, 
In  dit  geval  is 

F,  =  o, 

derhalve 

zoodat 

9 
dos 

ir'j  >  'W 

en  voor  de  vermeerdering  der  enei^e  volgt  in  dit  geval 

O  —  a 
zoodat 

Aa  W^>  Al  W    en      TT'g  >  ÏT»  >  W^, 

terwgl 

1         1 

9         f 

wanneer  dus  de  schil  met  den  grond  verbonden  is  en  de 
keni  op  standvastige  potentiaal  wordt  gehouden,  heeft  de 
energie  van  het  stelsel  hare  maximumwaarde. 
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7.  Vergelijken  wg  de  grootste  en  kleinste  waarden  van 
W  met  de  middenwaarde  (waarbij  de  kern  alleen  aanwezig 
isj,  dus  met 

Z  a 
zoo  geeft  het  boven  gevondene  voor 

de  kleinste  waarde,   W\  z=  A  = C  =  a  C 

de  grootste  waarde,   W"^  =  B  z=i C  =  -  C 

b  —  a  g 

hieruit  Yol^,  A  B  z=,  C^,  zoodat  de  electrische  energie  van 
den  kern,  wanneer  de  schil  verwijderd  is,  middenevenredig 
is  tot  de  minimum  en  maximum  waarde  der  energie  van 
het  stelsel;  in  het  eerste  geval  bg  constante  lading  van 
den  kern,  in  het  tweede  geval,  wanueer  die  kern  eene  con- 
stante potentiaal  heeft.  —  Die  minimum  en  maximum  waar- 
den treden  beiden  op,  wanneer  de  schil  met  den  grond  is 
verbonden. 

Utrecht,  October  1888. 


EENIGE  FORMÜLEN  VOOB  DE  BEREKENING 


YAN  DS 


BERNOÜLLIAANSCHE  EN  YAN  DE 
TANGENTEN-COËFFICIËNTEN. 


DOOB 


F.  J.   TAN   DEN  BEB6. 


Evenals  in  myne  Yroegere,  in  Je  Versls^en  en  Mededee- 
lingen,  Afdeeling  Natuurkunde,  2®  Reeks,  Deel  XVI,  1* 
Stuk,  1881,  blz.  74 — 176,  opgenomen  bigdrage  >  Over  perio- 
dieke terugloopende  betrekkingen  tuaschen  de  coëfficiënten 
in  de  ontwikkeling  Yan  functiën;  meer  in  het  b^zonder  tns- 
schen  de  BernouUiaansche  en  ook  tusschen  eenige  daarmede 
verwante  coëfficiënten*',  ga  ik  ook  in  het  onderstaande  uit 
Yan  de  bepaling  der  BernouUiaansche  en  der  tangenten* 
coëfficiënten  als  coëfiBciënten  in  de  ontwikkeling  van  twee 
der  meest  eenvoudige  goniometrische  functiën.  In  aansluiting 
namelijk  aan  blz.  82—83,  84—85  en  154 — 155  van  die 
bgdrage  stel  ik  de  beide  ontwikkelingen 


2       2        V  (2?)!  ^2        V(2j)! 

op  den  voorgrond,  waarin  weder,    omdat  de  gebezigde  boog 

niet  X  zelf,  maar  -  is,  -B27— i  den  y^«°  BemouUiaanschen  of 

verkleinden    cotan genten  coëfficiënt   en    Ts^^i  den  ^^*"  ver- 
kleinden tangenten-coëfficiënt  beteekent,  z^nde  ook  nu  slecht9 
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roor  de  r^elmaat  en  de  beknoptheid  der  formulen  de  op 
dch  zelf  eigenlgk  overbodige  notatiën  JB__j  =  —  1  en 
r_^  =  O  als  vooropstaande  of  0^«  coëfficiënten  ingevoerd, 
^rwijl  overigens  ook  in  het  verdere  het  teeken  pi  steeds 
in  plaats  van  het  gednrig  prodnct  1  .  2  .  3  . . .  p  staat,  zoo- 

(p  +  1)! 
lat  blijkens  p !  =  -^ --^  aan  het    symbool  O !  de  waarde 

p  +  l 
1  is  te  hechten.    Al  dadelgk  geeft  nu  de  formule 

X 

X  X  2  X 

2  2  a?  ^2 

cot  — 
2 

door  in  haar  eerste  en  haar  derde  lid,  uitgedrukt  in  de 
coëfficiënten  B  en  7,  de  coëfficiënten  van  den  algemee- 
nen  term  a^9—^  onderling  gel^k  te  stellen,  de  betrekking 
2(2^ — \)B%q-\^=.  JStq-\^  en  deze  doet  alzoo  iedere  for- 
mule voor  de  Bemoulliaansche  coëfficiënten  tevens  als  eene 
zoodanige  voor  de  tangenten-coëfficiënten  kennen,  en  omge- 
keerd. Deze  betrekking  eens  en  vooral  gevonden  z^nde,  zul- 
len wij  ons  dan  ook  in  het  volgende,  alwaar  gewoonl^k  de 
formulen  in  T  een  meer  beknopten  vorm  hebben^  in  den 
regel  tot  deze  formulen  bepalen,  zonder  ze  nogmaals  neer 
te  schrijven  in  den  gewgzigden  vorm  dien  zg  verkregen  door 
voor  iederen  T  de  waarde  uitgedrukt  in  den  overeenkom- 
stigen  £  in  te  vullen. 

Vooreerst  heeft  men  nu,  overgaande  van  goniometrische 
tot  exponentiale  functiën  en  daarbij  als  gewoonl^k  door  e 
de  Neperiaansche  logarithmen-basis  en  door  i  de  onbestaan- 
bare eenheid  verstaande, 

X 

2  %  sin  '- 
X                   2 
i  ia  —  = z=z    '  =z  1  — . 

2  COS-         e^  +  e    ^ 

en  dos,  vervangende  x  door  — ix  en  gelijktijdig  de  boven- 
staande tangenten-ontwikkeling  toepassende, 


tx 
«2- 

e 

\x 
"2 

iz 

i> 

ix 
"2 

I 
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00 


-"^'1=  -'?  '^)',<-'''-'  =?(-)'-'i^^-=  I 


ö'     +     1 

Denkt  men  zich  hierin  het  laatste  lid  volgens  de  reeks  yan 
Maclaurik  ontwikkeld,  dan  komt  onmiddell^k  door  gel^k- 
slelling  van  den  coëfficiënt  van  a?^^— i  aan  den  gelijknami- 
gen  van  het  voorlaatste  lid: 

d^-^  ( 1  —  — ^  \ 

.   ^.1  Thzil  =      1  V      ^  +  v/ 

(2?)!        (2?-l)!  rf^-l  (x=o) 

^_      _2__  W  +  1/ 

(27-1)!  dirS^-l        ^^^Qj' 

hetgeen  onder  den  vorm 

d«9-i  /-^^ \ 

B,     , ^vzd^ i^),-^ ^^-^^^ 

^^~^~  2(2^^—1)"^       ^     227-1  (i;F2ï-l  (^=01 

naar  behooren  dezelfde  differentiaal-uitdrukking  Yoor  den 
g^^^  Bernoulliaanschen  coëfficiënt  geeft  als  onder  anderen 
by  R.  LoBATTO,  Lessen  over  de  differentiaal-  en  int^raal- 
rekening,  2®  Deel,  1«  Afdeeling,  1852,  blz.  374—376,  ea 
b^  8.  F.  Laceoix,  Traite  du  calcul  différentiel  et  du  calcul 
intégral,  2»  Ed.,  Tomé  3,  1819,  blz.  107—114,  uit  andere 
gronden  volgens  Laplac£  is  afgeleid.  Aldaar  wordt  dan 
verder  uiteengezet  hoe  Laplacb,  door  het  {2q — 1)®  differen- 

tiaalquotient    van  de  functie  — — -7  op  te  maken  eensdeels 

onder  den  vorm  eener  eindige  breuk  met  («*  +  Ij^  tot 
noemer  en  met  onbepaalde  coëfficiënten  voor  de  2y — 1  eer- 
ste magten  van  e'  in  den  teller,  ten  andere  onder  den  vorm 


eener  oneindige  reeks  komende  door  eerst  die  functie 


1  -t  «-' 


f 
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zelye  volgens  de  negatieve  magten  van  e'  te  ontwikkelen, 
tot  z^e  formale  voor  de  regtstreeksche  of  onafhankelgke 
berekening  van  een  willekeurigen  BernouUiaanschen  coëfficiënt 
geraakt  Is.  Deze  formule,  die  zich,  weder  in  T-  in  plaats 
van  in  J3-vorm,  en  gebruik  makende  van  dubbele  ^-teekens 
en  van  de  gewone  notatie  voor  de  binomiaal-coëfficiënten, 
aanvankel^k  aldus  laat  schrijven: 

levert  het  groote  voordeel  op  dat  zij  zich  in  het  tweede  lid 
tot  slechts  het  halve  aantal  onder  het  eerste  ^-teeken 
staande  termen  laat  terugbrengen:  immers,  op  grond  dat 
de  (2^—1)^  magten  van  de  natuurl^ke  getallen  eenereken- 
kundige  reeks  van  de  {2q — 1)^  orde  vormen  en  dus  hunne 
(2qY  verschillen  allen  gelijk  nul  zijn^  heeft  men 

u  \  ^  / 

of,  omdat  hierin  de  term  voor  r  =^  n  van  zelf  gelgk  nul  is, 

waaruit  volgt,  vervangemle  in  den  tweeden  ^-term  den  wil- 
lekearigen  veranderlgken  aanwijzer  r  door  2g — r  en  daarbg 

op  (    ^^    ]  =  f  ^1  lettende, 


\2q—rl         \  T 


«-1 


=  (_)^7«-i2;(-)r  M  (2y-n^r)2ï-M 
en  ket   bl^kt   alzoo    dat    in   gezegde   formule  telkens  elke 

^niL.  EJI    MIOKD.   AVS    NATljUEK.    Z^^  BXSKI.   DBIL  V.  24 


i 


1 
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twee  evenver  uit  het  midden  verw^derde  termen^  in  n  en 
2q — ft  namelgk,  onderling  gelyk  z^n,  dat  das  ook  de  mid- 
delste term,  voor  n  =:  ^,  op  zich  zelf  staat,  en  dat  bggerolg 
Laplacb  z^ne  formule  teregt  heefb  kannen  inkorten  tot  wat 
weder  in  T-  en  in  ^-yorm  luidt: 

q  I  o  \r  I     . 

7-1 

+  (-)^-i^(-r  (^/)  (?-ry^^-^ (i) 

Haar   ook    zonder    een    beroep   te  doen  op  de  reeks  van 
Maclaurin  kan   men  de    bovenstaande  onderlinge  gelgkheid 

ti? 

der  twee  voor  —  itg  —  verkregen  waarden  bg  Toorbeeld 
als  volgt  onder  anderen  vorm  verder  ontwikkelen.  Men  heeft 

V^     '        (2?)!  «'+1  j        g'-l 


=  -  S  (- iV  C**  -  1)' 


+      2 


(«) 


En  hierin  laat  zich  nu  substitueren 


ao 


ü  \rl  o  VI    O  «! 

welke  substitutie  vooreerst  wegens  het  ontbreken  van  alle 
even  niagten  van  x  in  het  eerste  lid  der  vorenstaande  ge- 
l^kheid  aanleiding  geeft  tot  de  opmerking  dat  in  de  oit- 
komst  de  coëfficiënt  van  eiken  term  jt*  voor  s  =z  2g  gelyk 
nul  moet  zgn,  dat  is 

%q  n-l 

(waarin   namel^k    voor   r  de  bovengrens  n  door  n — 1  ver- 
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Tangen  mogt  worden  omdat  voor  r  =  n  de  term  {n'-<-r)^ 
Terdw^nt,  terwigl  Toor  n  de  bovengrens  van  oo  tot  2  ^  mogt 
Terminderd  worden  omdat  volgens  het  zoo  even  reeds  her- 
innerde de  (2y  +  1)«,  en  ook  alle  hoogere,  verschillen  van 
de  reeks  der  {2qY  magten  van  zelf  gelgk  nul  worden). 
Maar  ten  andere  geeft  diezelfde  substitutie  door  onderlinge 
gel^kstelling,  voor  s  =  2  q  —  1,  van  de  coëfficiënten  van 
^^■"^  en  met  inachtneming  van  eene  overeenkomstige  grens- 
verlaging,  en  na  vermenigvuldiging  met  22y^  .  (2y— 1)!, 
de  formule: 

(-  r-^ 32,-1  = 

2f-l  »— l 

=  £  (-)"~^  227—1  52  i—Y  (^^  (^  -  ^Y^"^  =  >•  -(2) 

2^-1  II— 1 

l  O  \     *•     /  / 

waarin  namelyk  als  vereenvoudigde  vorm  het  laatste  lid 
mogt  worden  bggeschreven  op  grond  van 

|ft\ nl n_  (w— 1)! n__  /n— 1\ 

\r)        rl{n — r)!        n  —  r    r!(ii— r — 1)!        n—r\    r     ƒ 

In  plaats  van,  zooals  hier  geschied  is,  in  het  tweede  of 
het  derde  lid  voor  ieder  der  2q — 1  waarden  van  n  den  in 
de  ontwikkeling  van  (c' — l)"  voorkomenden   coëfficiënt  van 

dcD  term  x^^^  zelfstandig  in  \r,"^0'^°^  "ï*  t®  drukken,  kan 

meu  deze  coëfficiënten  voor  de  opvolgende  n  ook  geschikt 
door  eene  terugloopende  formule  uit  elkander  afleiden,  uit- 
gaande namelyk  van  dézen  vorm  van  ontwikkeling: 


(^  -  !)■  _  f:  p  £ 

n!       ~r'       'si' 


waarin  men  wegens  e^ —  1  =  ar  +  enz.  de  veranderl^ke  s 
werkelgk  eerst  by  n  als  benedengrens  behoeft  te  doen  aan- 
Tangen,  en  opmerkende  dat 

24* 


l 
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d 


(««-1^- 


n! 


dx 


(é'-l)— '                (e'-l)'  ^  (««-1)-1 
^  =  n  : f- 


(n-l)! 


n! 


(n-l)! 


is,  verkrggt  men  door  substitutie  hierin: 


en  na  dus,  ten  einde  de  coëfficiënten  van  ;r'-^  in  beide  le- 
den onderling  gelijk  te  kunnen  stellen,  in  bet  tweede  lid 
de  willekeurige  veranderl^ke  s  door  s — 1  vervangen  te  heb- 
ben, geeft  deze  gel^kstelling  de  algemeene  berleidingsformule 

Pn.s  =  nPna-ï    i     P«- U  -  l 

voor  de  coëfficiënten  P.  In  aanmerking  nemende  dat  voor 
n  =  1  alle  Pi.,  =  1  bekend  zijn,  en  evenzeer  voor  «  =in 
alle  Pji.»  =  1,  vult  men  door  deze  formule  gemakkelgk  de 
volgende 


Tabel  der  coëfficiënten  P«j  van    -  in 


8\ 


nl 


1! 

2! 

3! 

4! 

«6 

5! 

;r8 

6! 

xf 
7! 

1 

CDZ.  ' 

n=  1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

n  =  2 

1 

3 

7 

15 

31 

63 

n  =  3 

1 

0 

25 

90 

301 

n  =  4 

1 

10 

65 

350 

n  =  5 

1 

15 

140 

n=:6 

1 

21 

) 

n  =  7 

1 

enz. 

1 
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in,    waarran    alzoo   de    beteekenis   is   dat  men  voor  eenigé 


{e^—l 


)» 


waarde   Tan    n  de  ontwikkeling  van —  verkrggt  door 


ni 


f 


de  som  te  nemen  der  producten  van  de  coëfficiënten  voor- 
komende in  de  door  deze  n  aangewezen  rg  met  de  daar- 
boven staande  termen  aan  het  hoofd  der  tabel.  (In  het 
voorb^gaan  z^  hier  herinnerd  dat  de  coëfficiënten  der  tabel 
dezelfde  zgn  die  voorkomen  in  de  formulen  voor  de  eindige 
differentiën  der  opvolgende  orden  van  eeoe  willekeurige  func- 
tie uitgedrukt  in  de  differentiaal-quotiënten  dier  functie :  im- 
mers voor  y  =  f(x)  in  verband  met  y  +  Ay  =  /v^-hA) 
geeft  het  theorema  van  Taylok,  wanneer  men  daarop  eene 
symbolische  schr^fw^ze  toepast, 

en  dus  de  herhaling  van  dezelfde  bewerking  in  het  algemeen 

zoodat  ook  te  dezer  zake,  zij  het  symbolisch,  eene  uitdruk- 
king van  denzelfden  vorm  [e^ — 1)"  als  zoo  even  optreedt. 
De  vorenstaande  tabel  komt  dan  ook  werkelgk  te  voor- 
sch^n  indien  men  de  onder  anderen  bij  Lobatto  op  blz. 
335  uit  zyne  herleidingsformule 


(«)  /    (»-l)  in)    V 


oi^emaakte  tabel  der  coëfficiënten  p  voor  de  gezegde  diffe- 
rentiën vereenvoudigt  door  de  opvolgende  rijen  te  deelen 
door  hare  eerste  termen  1!=:1,  2!  =  2,  3!  =  6^  4!  =  24, 
5!=  120,  6!  =  720,  7!  =  5040,  enz.,  hetgeen  nederkomt 
op  den    overgang    van    zgne  tot  onze  coëfficiënten  volgens 

p ''  =  n !  Pnji    en    den    daaruit    dadel^k    en  naar  behooren 

Toortvloegenden  overgang  van  zijne  herleidingsformule  in  p 
tot  (de  onze  in  P.  Ter  zake  van  vorenstaande  tabel  vond 
ik  overigens  nog  aangehaald  LAcaoix,  blz.  124  en  300,  en 
LEüLBE,Dififerentialrechnung,  2^  Theil,  1790,  blz.  59—63). 


\ 


^ 
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I 

De  mibstitatie   nu    in  de  formule  (a)  yan  de  op  deze  w^ 
in  de  coëfficiënten  P  uitgedrukte  («' — 1)»  geeft 


00 


00  00 


waarbg  wy  niet  op  nieuw  stilstaan  bg  het  noodwendig  ver- 
dwenen yan  den  yoUedigen  coëfficiënt  yan  iedere  evennuigi 
yan  x  in  het  tweede  lid,  maar  daarentegen  door  onderlinge 
gelgkstelling  der  coëfficiënten  yan  de  algemeene  oneven  magt 
a^7— 1  in  beide  leden,  na  dezelfde  grensyerlaging  voor  n  en 
dezelfde  yermenigvuldiging  met  22^— ^.(2  y — 1)!  als  bg  (2), 
besluiten  tot: 

22^-2  Y^ 

En  deze  formule,  die  in  wezenl^kheid  slechts  een  andere, 
terugloopende,  vorm  van  den  zelfstandigen  vorm  (2)  is,  be- 
hoeft aan  de  vorenstaande  tabel  dus  telkens  slechts  de  geza- 
menlgke  coëfficiënten  P  eener  zelfde  kolom  van  oneven  rang- 
orde 2q^l  te  ontleenen:  voor  de  hier  te  maken  toepassing 
zgn  de  even  kolommen  allen  overbodig,  en  dit  geeft  dan 
ook  aanleiding  tot  het  regtstreeks  zamenstellen  voor  ons 
doel  van  de  tabel  in  zamengedrongen  vorm,  met  bekond 
namel^k  van  alle  rijen  maar  alleen  van  de  oneven  kolom- 
men* Daartoe  dient  in  plaats  van  de  bovenstaande  van  f 
op  « — 1  terugloopende  herleidingsformule  voor  P  eene  an- 
dere te  komen,  die  telkens  van  s  op  s — 2  verspringt;  en 
zulk  eene  verkr^gt  men  door  het  toenmaals  gevonden  eerste 

differentiaal-quotiënt  van  ; —  nogmaals  te  dififerentiëren 

en  in  de  uitkomst  dit  quotiënt  zelf,  zoowel  yoor  n  als  voor 
n — If  te  substitueren,  hetgeen  geeft 

nl                         n!  (n— 1)! 

—  n -f  - 


dx^  dx  dx 

n  l  V»»""!) '  (n — 2)  I 
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dat  is 


QO 


on 


waaroit,  na  yervanging  in  het  tweede  lid  van  s  door  $ — 2, 
de  bedoelde  formule 

P,.,  =  n»  P.^.2  +  (2n— Ij  Pn-l.,-2  +  P1.-2..-2 

komt.  Deze  formule  die,  ware  het  noodig,  even  goed  voor 
het  zamenstel  der  uitsluitend  even  als  voor  dat  der  oneven 
kolommen  zou  kunnen  dienen,  strekt  alzoo  tot  grondslag 
van  de  volgende  in  ons  geval  toereikende 

Tabel    der  coëfiSciênten  P»  t  van  de  oneven  termen  —  in 

êl 


i 

1! 

1 

3! 



5! 

*7 

7! 

9! 

euz. 

1 

\n=l 

1 

1 

1 

1 

63 
301 
350 

1 

1 
1 

1 
1 

'.1  =  2 

3 

15 

255 

1 

,n  =  3 

1 

25 

3025 

11-4 

10 

7770 

t 

1 

140 

6951 

n  =  6 

21 

2646 

n  =  7 

1 

462 

ti  =  8 

36 

n  =  9 

• 

1 

enz. 

[ 
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Hiermede  afstappende  van  hetgeen  voor  ons  doel  uit  de 
ontwikkeling  van  (a)  voortvloeit,  gaan  wy  over  tot  het 
opmaken  van  andere,  meer  eenyondige,  formulen  voor  de 
onafhankelgke  berekening  van  de  tangenten-  en  dus  ook 
van  de  BemouUiaansche  coëfficiënten.  W^  beginnen  daarb^, 
ten  einde  zoo  straks  een  herhaald  gebruik  van  de  uitkom- 
sten te  kunnen  maken,  met  een  onderzoek  naar  de  ontwik- 
keling, zoowel  in  zelfstandigen  als  in  terugloopenden  vorm, 
eener  willekeurige  magt  van  den  sinus  uitgedrukt  in  de 
magten  van  den  boog.  Hiertoe  kan  als  uitgangspunt  de 
formule 

n 

(2»  «MI*)"  =  («•'—«-'>)"  =  2^(— )'  ("l  (e^)"—-  {e-i'y  = 

O  \^f  ü  \^/     o  «i 

sifi  X  '  ^vn,  «P  \  ^ 

dienen.     Maar   omdat    en  dus  ook   ( ]     slechts  de 

^  V    ƒ    / 

positieve  even  magten  van  x  bevat,  kunnen  in  het  laatste 
lid  geene  andere  magten  dan  van  den  vorm  x^  -^^^  voor- 
komen. Vervangende  dus  aldaar  %  door  n  -f-  ^  ^t  keerende 
de  volgorde  der  beide  somroatiën  om,  en  deelende  door  t', 
verkrijgt  men  vooreerst 


00  » 


in  welke  formule  echter  de  onder  het  tweede  -Z'-teeken 
staande  termen  tot  slechts  het  halve  aantal  zyn  terug  te 
brengen  omdat  steeds 

(_)r  /^\(n  —  2r)«+^' =  (—)«-''(    ^    I  (n  —  2(n  —  r))'»+2' 

is,  dat  is  elke  twee  evenver  uit  het  midden  verw^derde  ter- 
men, in  r  en  n — r,  onderling  gelgk;  zoodat  men,  deelende 


(  369  ) 
door  2,  en  ingeTal  van  even  n  opmerkende  dat  dan  de  mid'- 
delste  term,  voor  r  =  -,  van  zelf  gelgk  nul  is,  en  dat  dan 

tevens  overal  m  —  2  r  =  2  (  -  —  r\  kau  geschreven  worden, 
verkrggt : 

(voor  oneven  n)  \ 

(voor  even  n) 


\^-y'^<n-r- 


I 


Thans    de    ontwikkelii^  derzelfde  functie  sin"^  x  volgens  te- 
rugloopende  coëfiBciënten.  Stel  daartoe 


oo 


n !  t)  (n  -f-  2 «) ! 

dan  make  inen  gebruik  van 


<? 


«n'x  «n^^^a-co^rf? 


n !  (n —  1 ) !  —  sin^x + (n — 1  )«n*  -*i'(  1  — «in*^ ) 


djfi  dx  (n— 1)! 

^  «tn«  X        «tn*~2  ar 


n\       '     (n— 2)! 


dat  is  b^  substitutie 


(  S70  ) 

Vervangt  men  hier,  ten  einde  de  coëfficiënten  van  ^+*«-* 
in  beide  leden  gelgk  te  kunnen  stellen,  in  den  eersten  tem 
van  bet  tweede  lid  den  veranderleken  aanwgzer  «  door  «  — 1, 
dan  geeft  deze  gel^kstelling  de  berleidingsformale 

voor  de  Qoêfficiënten  Q.  Ofschoon  dus  deze  formule  iu  ver- 
band met  (/?')  even  goed  voor  even  als  voor  oneven  waar- 
den van  n  geldt,  is  echter  voor  even  n  de  invoering  van 
verkleinde  getallencoëfficiënten  Q'  mogelijk  en  bg  de  toe- 
passing verkieslyk.  Stel  namel^k  dat  in  dat  geval  ieder 
dezer  nieuwe  coëfficiënten  Q'  met  den  gelyknamigen  oor- 
spronkelyken  coëfficiënt  Q  zamenhangt  volgens  Q^«^f,= 
=  2^  Q'M.fi-i-s#  (waarin  dus  telkens  de  exponent  van  2  gel^ 
is  aan  het  verschil  der  beide  aanwijzers  van  Q  of  Q'),  das 
kan  men  vooreerst  de  formule  (/?')  bg  vermenigvuldiging 
met  2"  schreven  onder  den  vorm 


(2  sin  xY        \r^  ,  ^.  (2  j-)«  -I-  2» 

n!  ^)  (n  f  2«)! 

en  ten  andere  de  daarin  alsnu  voorkomende  coëfficiënten  Ql 
uitrekenen  door  de  herleidingsformule 

Q'n   fi-f-2'  =~  1-|     Q'ii.iir2*-2+   Q'ü— 2  . «4-2* -2 

komende  door  de  drie  termen  van  de  evengevonden  formule 
in  Q  opvolgend  te  deelen  door  de  drie,  ieder  aan  2^  ge- 
l^ke,  waarden  2(«-H2*,-i.,  2».2(«+2*-2)-i.  en  2(«+2#-2)-(.-2). 

In  aansluiting  nu  aan  de  twee  omschreven,  oneven  en  even, 
stelsels,  en  in  aanmerking  nemende  eensdeels  dat  in  (Jf) 
voor  n  =  1  wegens 

II     "4^^—^  (1-^2*)! 
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•Ue  Qi.i-i-2»  =  1  en  voor  «  =  O  alle  Q„.,  =  1  bekend  zgn, 
anderdeels  dat  in  (/?")  voor  n  =  2  wegens 


(2  sin  xf 
2! 


ao 


COS 


V^     ^    (2  +  2#)l 


alle  0*2.2-»- 2*  =  1  en  voor  «  =:  O  alle  Q'„.«  =  1  evenzeer 
bekend  zijn,  verkrggt  men  zonder  moeite  de  beide  onder- 
staande afzonderlek  voor  oneven  en  voor  even  n  dienstige 
tabellen : 


Tabel  der  coëfficiënten  Q„.,^-2*  van 
(voor  oneven  n). 


(n-h2«)! 


«-l 


in  (-) 


1! 

*8 

"~3! 

«8 

5! 

7! 

9! 

111 

enz. 

«=1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

«  =  3 

1 

10 

91 

820 

7381 

«  =  5 

1 

35 

966 

24970 

n=7 
11  =  9 

■ 

1 

84 

5082 

1 

165 

n=ll 
enz. 

. 

1 
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Tabel  dei-  coëfficiënten  Q^  ,  ^j ,  van  ^— ^ in  (— )^     -         ^ 

(n  f  2«)! 

(voor  even  n). 


n! 


2! 

(2x)* 

(2  rf)6 

6! 

(2*)» 

(2  i-)ïo 
10! 

(2x)i* 
12! 

4! 

8! 

enz. 

«  =  2 

1 

1 
1 

l 

1 
21 

1 

1 

1 

n  =  4 
n  =  6 

5 

85 

341 

!■ 





1 

14 
1 

147 

1408 

n  =  8 

30 

627 

n=:10 

1 

55 

n  =  12 

1 

enz. 

in  ieder  van  welke  tabellen,  evenals  in  de  allereerste  tabel, 
de  ontwikkeling  der  aan  het  hoofd  vermelde  functie  voor 
eenige  waarde  van  n  weder  komt  als  algebraïsche  som  der 
producten  van  de  door  deze  n  aangewezen  coêfficiêntenrg 
met  de  daarboven  geplaatste  termen  in  a-. 

Wat  nu  het  gebruik  betreit,  dat  w^  van  de  voor  *tn*j 
gevonden  formulen  (/?),  {/i')  en  (/:?")  voor  ons  doel  vrenschen 
te   maken,    merken    w^   in  de  eerste  plaats  op  dat  men  — 


X 


in  dit  geval  liever  dan  van  tg~  —  dadel^k  van 


00 


^nx        .     ,^        .  ^    -i       V2l.3.5...(2n -1)    .  ^     . 

tgx= =  stnx{l^nn^x)    '  =  2^^^^      ----sin^-^^s 

€08  X  i)     2  4.0 (2  n) 

zelf  de  ontwikkeling  volgens  de  opklimmende  oneven  mag- 
ten van  sin  x  voor  zich  heeft ;  en  daarbij  bl^kt  voor  den 
door  n  =  O  aangeduiden  term  niet  alleen  aan  den  noemer 
2 . 4  •  6 . . .  (2  n)  =:  2"  .  n !  van  de  vooropstaande  breuk,  krach- 
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iens  het  in  den  aanhef  gezegde,  maar  evenzeer  aan  den  on- 

en  dus  ook  aan  de  breuk  zelve,  de  eenheid  tot  waarde  te 
moeien  worden  toegekend.  Vult  men  nu  in  het  eerste  lid 
de  waarde  uitgedrukt  in  de  tangenten- coëfficiënten  in,  en 
in  het  laatste  lid  voor  de  algemeene  oneven  magt  van  sin  x 
de  waarde  die  b^  vervanging  yan  n  door  2  n  4~  1^  hetz^ 
uit  de  eerste  formule  (/?)  hetzij  uit  de  formule  (/?')  komt, 
dan  beschikt  men  over  de  dubbele  gel^kheid 


00 


r*^2^-i          .      .        V:  |1.3.5   ..(2n— 1)     1 
ïT  (2j)!  ^     ^  V    2.4.6 (2n)       22' 


n 


GO 


=  2ih-r"^ — ,9  ,  '-2*1  +  1)! 

i)     (2.4.0 (2  w) 


,2  «  -H  a5 «  -h  l 


(2n  +•  2«  +    1)! 


En  nu  is  niets  anders  noodig  dan,  na  in  het  tweede  en 
het  derde  lid,  om  aldaar  dezelfde  magt  .c^9-^  als  in  het  eer- 
ste lid  op  den  voorgrond  te  kunnen  brengen,  «r=y — n — 1 
genomen  te  hebben,  de  coëfficiënten  van  deze  magt  in  de 
drie  leden  onderling  gel^k  te  stellen,  ten  einde  na  verme- 
nigvuldiging met  (-)'/ -1(27  —  1)!  te  kannen  besluiten  tot 
déze  dubbele  formule,  de  eerste  onafhankeliik,  de  tweede  in 
de  terngloopende  coëfficiënten  Q,  voor  den  willekeurigen  tan- 
genten-coëfficiënt : 


(— w-i 


2?^-2  w-^.  1.3.5...(2n— 1)     1 

m 

^(_)rf2«  +  l\(2„_2r+i)%-l|  ...  (3) 


(374) 

u 

z^nde  hierin  weder  voor  n  de  boTengrens  van  oo  tot  q — 1 
verlaagd  kunnen  worden,  omdat  in  (3)  het  (2  n  -)-  ly  ver* 
schil  van  de  reeks  der  {2q — 1)^  magten  van  de  opvolgende 
oneven  getallen  voor  iedere  2n  +  l>'2y — 1  van  zelf  ver- 
dw^nt,  of,  wat  hetzelfde  zegt,  omdat  de  in  (3')  aan  eene 
delfde  kolom  van  de  voorlaatste  tabel  te  ontleenen  coëfficiën- 
ten Q2»  +  l.29-*l  blgkbaar  komen  te  ontbreken  zoodra  ook 
hier  2  n  +  1  >  2q — 1  zou  zgn. 
Ook  de  ontwikkeling 


^       V     l+co«2ar  9in2x  -^^^2.4.6  ..(2n+2) 

volgens  de  opklimmende  oneven  magten  van  dn  2  a;  in  plaats 
van  sin  x  zelf  kan  geschikt  tot  een  paar  nagenoeg  gel^k- 
vormige  formulen  voor  den  algemeenen  tangenten-coëfficiënt 
dienen.  Past  men  hier  namelgk  geheel  dezelfde  bewerking 
toe,  maar  bovendien  eene  deeling  door  2^9—^,  dan  vindt  men : 

1.3.5...(2n— 1)       1 


+  2)  22«-ï 


(*) 


« 
]£(-)'(^"^')(a«-2r  +  l)«f-'j 

^S(-)-"-^-'-"r,'»''^"^"Q......,--(4'> 

u  n  +  1 

En  in  plaats  van  de  tangens  zelf,  kan  men,  en  wat  een- 
voudigheid van  uitkomst  betreft  nog  met  wel  zoo  goed  ge- 
volg,   haar    differentiaalquotient  tot  uitgang  van  berekening 
doen    strekken:    zelfs    heeft  men  hier  niet  alleen  weder  ge-   I 
schikte  ontwikkelingen  in  sinx  zelf   en  in  sin2x^  maar  bo- 

X 

vendieu  in  sin--.  Men  kan  toch  schrgven  —  wat  den  tweeden 
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re^d  betreft  door  de  laatst  gevonden    ontwikkeling  van  tga 
zelf  te  substitueren  — 


00 

1       «„8    =    il-»'"'"* 


9%n*it  (J 


00 


1— 2m»-\    ^z=5i(n  +  l)2««V»^ 


en    heeft  das  bier    telkens  met  de  opvolgende  even  magten 

Of 

van  den  sinus  van  x,  of  van  2dr,  of  van  —,  te  doen.  Alzoo 

geeft  b^  voorbeeld  de  eerste  regel,  door  nu  bg  vervanging 
van  n  door  2n  betz^  de  tweede  formule  (/?),  hetzij  de  for- 
mule f/?")  toe  te  passen  —  daarb^  evenwel  lettende  dat  de 
toepasselgkhoid  van  beide  deze  formulen  zelve  eerst  bij  71-=  2, 
en  dus  na  de  gezegde  vervanging  eerst  bij  n  =  1  begint, 
en    dat  alzoo  de  noodzakelykheid  ontstaat  in  ieder  der  drie 

dtg  X 

voor   ■  verkregen  ontwikkelingen   telkens  den  term  voor 

dx 

n  =  0,  dat  is  de  eenheid,   afzonderlijk  op  den  voorgrond  te 

brengen  — 


00  QO 


,      V^(2n)!v:,     ^    ^  (2*)9»+2' 

En  neemt  men  hier,  ter  onderlinge  gel^kstelling  der  coêjffi- 
dënten    van    (2ar)^v-2^    thans    in    het  tweede  en  het  derde 


i 
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lid  weder  «  =  5r— n — 1,  dan  verkrpgt  men  na  vermenigTul- 
diging  met  (— )^-l  (2  9  —  2)!  het  stel: 

(-)'-^=B(-)'ü!=r?(-)'(>-')''-'-« 


waarin  ook  nu,  om  reden  als   zoo    even,  voor  n  de  boTen- 
grens  c»  door  q — 1  vervangen  mogt  worden. 

Op    dezelfde    wijze    geeft   de   tweede  regel  aanleiding  tot 
de  dubbele  formule: 


_w-i  Ihi± 


V-l  n-l 


(6) 


X^,     ^  1.3.5...(2n— 1)„„       ,V7,     ,  /2n\^        .     , 


"^           (1.3.5...(2n— 1)*    „      „ 
='t^^~^    27+2 --2*9-2—  <3',..8,_2.  ..(6') 

£n  de  derde  regel  tot  de  dubbele  formule: 

(-)'-''fV^-.=§(-)-"^£(-)'f;)(-)"-'..m 

=  Zm{-Y    -^^ Qtn.9q^%'    .   (7) 


Eenigzins  meer  zamengestelde  formulen  verkrggt  men  door 
van  het  tweede  differentiaalquotient  van  tgx  uit  te  gaan, 
hetgeen  bier  doelmatig  onder  den  dubbelen  vorm 


(  877  ) 


g-oY?t.3.5...(2n+lK„^,^ 


ftgx_2»inx_)   ^{]^-eoe2xf_  ^2  - ot««2j- 2(1  -»t««2;r)* 


\  ^2.4.6...(2n+4) 

kan  geschieden,  zoodat  in  beide  deze  gevallen  de  eerste  for- 
mule {/'t)  en  de  formule  (/?')  voor  de  oneven  sinusmagten 
weder  aan  de  orde  z^n.  Men  heefb  nu,  dezelfde  handelwgze 
als  tot  nog  toe  volgende,  déze  bewerkingen:  de  twee  even- 
genoemde  formulen,  na  vervanging  van  n  door  2  n  4-  1  en 
in  het  tweede  geval  bovendien  van  x  door  2  x^  te  substi- 
tueren; op  te  merken  dat,  al  begint,  evenals  in  de  te  vin- 
den uitkomsten,  in  het  in 

'°;2«(2,-l)(2y-2)ri^-. 

(2?)!  ^     ' 

overgaande  eerste  lid  de  feitel^ke  toepassing  eerst  bg  ^  =  2, 
het  niet  eens  noodig  is  voor  de  ondergrens  aldaar  2  in 
plaats  van  O  te  schreven,  wijl  voor  y  =:  O  de  factor  r_, 
en  voor  q  z=z  l  de  factor  2^  —  2  toch  van  zelf  gelgk  nul 
worden;  voorts  ten  behoeve  der  gelijkstelling  van  de  coëffi- 
ciënten van  ar^^~^  of  van  (2x)^9-'^  thans  8  =  q — n  —  2  te 
nemen;  eindelgk  met  f — )^"-^(2y-3)!  te  vermenigvuldigen 
en  voor  n  de  thans  geoorloofde  verlaging  der  bovengrens 
van  00  tot  ^^2  toe  te  passen.  De  uitkomsten  zgn:  in  het 
eerste  ireval  het  stel 

2??-2  -^  l       ^      ,  1.3.5...(2n4-l)  1 


• 

2(-)'P";^^)(2n-2r+l)^ 


-3 


(8) 


9-2 

=  2]£(— /-Ml-3-5.-.(2n  h  1))2  Q2«+i  2^-3,  .  .  (8') 
u 

en  in  het  tweede  geval  het  stel 
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(  378  ) 
^     '  q      ~  ^V  2.4.6...(2n  +  4)     22-« 

n  I 
( 

^(-)'(^"  j"  ^j(2n-2r+  1)«9-8J (9)! 

«.V*  .(1.3.5...{2n+  1))*  ,^ 

Wilde  men  in  denzelfden  trant  met  de  hoogere  differen- 
tiaalquotienten  van  tg  x  voortgaan,  dan  zoa  men  als  volgb 
om  daarvoor  de  ontwikkelingen  volgens  de  magten  vanm« 
te  verkregen,  weder  geschikt  van  herleidingsformulen  ge- 
bruik kunnen  maken,  die  bovendien  nageno^  onverandeitl 
voor  de  ontwikkeling  volgens  sin  2  ;r,  en  voor  oneven  difie- 

rentiaalquotienten    ook    nog    voor    die  volgens  sin  -  zouden 

Si 

kunnen    dienen.    Stel    dat    in    het    algemeen    voor  zekere  p 
reeds  gevonden  is 


dP  tg  iP 


=  ^iV, 


.«jnn2«  ^*a? 


u 


waarin  de  coëfficiënt  A""^.!.  dus  eene  bekende  functie  van  den 
rangw^jzer  n  is,  terwijl  voor  oneven  p  steeds  a  -=:  O  ^ 
voor   even    p    steeds    a  =:  l    zal   blyken  te  zgn,  dan  komt 

dP-^^  tg  X 

door  tweemaal  te  differentiëren : :;-•  dat  is 

dxPr2. 

te 

«>  d7^  (2  n  +  a)  Np^n  sirfi*-^  «— *  a-  om  * 


O 

00 


dx 


=^{2n+a)lVp,^[(2n'\-a-  l>i/i2«  ^«-2d<l— m2dr)-«m««+';p)= 


Ü 


=  5i  (2tt  +  a  —  1) (2n  +  a)Nf.n «««»+«-»«  — 


o 


-S  (2  n  +  «)«  iV,.,  «n«  •  +  -  ;r , 
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en  dus  door,  in  den  eersten  term  van  het  laatste  lid  n  ver- 
vangende door  n  4-  1|  de  coëfficiënten  van  ««*«+*  o?  in  de 
beide  niierste  leden  gelyk  te  stellen: 

Of  afzonderlek:  voor  oneven  p,  bg  vervanging  door  2p  |-1, 
A'ip+s.i.  =  (2  n  +  1)  (2  n  +  2)  iV.^H-u+i  -  (2  n)»  N^p^u^ ; 

en  voor  even  />,  bfl  vervanging  door  2p, 
A'fp+5U  =  (2  n  +  2)  (2  n  +  3)  N2p.n^i  -  (2  n  +  1)»  iVg;,.,, 

terw^l  men  in  dit  laatste  geval  nog  doelmatig  volgens 

1.3.5...(2«-1) 
^'"•'^-2.4.6 (2„)^»'- 

eenvoudiger  functiën  iS^'  kan  invoeren,  waarvoor  dan 
N'^p^2j.  =  (2n+l)  {(2n  +  3)JVV:+i  -(27»  +  1)  iVV»} 
wordt.  Men  heeft  alzoo  in  het  algemeen  de  twee  typen 

00 

en 

.^Ptg.  _  Vl.3.5...(2n-1) 

d^;.    -4^2. 4. ö (2«)^"'-"'*"  ' 

en    verkri|gt  hiervoor,  uitgaande  voor  />  =  O  van  de  boven 

dtg  jc 

voor   <gra?    zelf   en    voor   opgemaakte  ontwikkelingen 

dx 

volgens  sin  Xj  dat  is  van  N*o.n  =  1  voor  de  tweede  en  van 
A^Ij,  =  1   voor  de  eerste  type,  en  verder  beurtelings  de  even- 
gevonden   herleidingsformulen    voor  de  functiën  N*2p-^2.n.  en 
-^V^^-"  toepassende: 
N'i^n  =  2  (2  n  -|-  1)    (in  overeenstemming    naar  behooreu 

d^  tg  X 
met  de  boven  reeds  regtstreeks  voor  — — t~   berekende  waarde), 

dar 

25» 


t 


(  880  ) 

iV,.,  =  2(3n  +  1),    iV'4.,  r=  16  (2n  +  1)  (n  +  1), 

A'5^=4(15fi«f  15n-f  4).  iVV.,=16(2n  |-l)(12nH  28n  +  l7), 

A'7j,  =  8  (105  n«  +  210  n^  4-  147  n  +  34),  enz. 

Deze  functiën  blgken  dus  al  spoedig  zamengesteld  te  wor- 
den en  ieder  voor  zich  geene  in  het  oog  loopende  wet  te 
volgen;  en  juist  daardoor  zou  het  voordeel,  dat  bij  aan- 
wending der  klimmende  differentiaalqnotienten  van  tgx  At 
komende  formulen  voor  den  algemeenen  tangenten-coëfficiënt 
steeda  uit  minder  termen  in  n  zouden  bestaan  en  bovendien 
in  ieder  dezer  termen  steeds  lager  magten  zouden  bevatten, 
meer  dan  te  niet  gedaan  worden.  Wij  gaan  dan  ook  op  dezen 
weg  niet  verder  voort,  behoudens  alleen  de  vermelding  dai 
uit  het  betrekkel^k  nog  eenvoudige  derde  quotiënt,  namelgk 

00  00 


cP  tg  X 


=  S-^3.»  ê'n^»  dr  =  2  2^  (3  «  +  1)  sin^ 


wanneer  men  daarop  dezelfde  handelw^ze  als  voor  de  vori- 
gen  toepast,  te  voorschgn  komt  het  stel  formulen  (waarvan 
de  toepassing  nu  echter  eerst  met  ^  =  3  begint) : 

=§(-)"- ^^^^i^' OW m 

Zooals  zich  na  het  vorenstaande  wel  verwachten  laat,  be- 
staan de  uit  integratie  in  plaats  van  differentiatie  af  ie 
leiden  formulen  weder  uit  meer  termen  in  n.  Ook  ten  deze 
zullen  wg  ons  bekorten,  en  alleen  de  dubbele  uitgangs- 
formule : 


CD 


ƒ 


1  iv^m*** 

—  -AepJog.{l'-êin-x)  =^2l 

tgxdx=z^  Nep,log,co8X=.  < 

-Nepdog.  f  l-2«/.2^  i=S- ««'"5 


(9Ö1) 
m,   het  daaruit  voortkomende  dubbele  stel: 

9 

=S(-)-»-^QW», (11') 

en 

q  »— 1 

=S(-)-'^^:q'2«.2, (12') 

neérschrgven. 

Om  door  een  bepaald  voorbeeld  de  meerdere  of  mindere 
eenvoodiglieid  van  alle  voor  de  tangenten-coëfficiënten  ver- 
kr^en  formulen  daidel^k  in  het  oog  te  doen  vallen,  plaatsen 
wg  ten  besluite  van  deze  afdeeling  de  voluit  geschreven  vor- 
men bgeen  die  zg  ieder  voor  zich  voor  y  =  4,  dat  is  voor 
den  vierden  coëfficiënt  T^,  opleveren.  Men  verkrggt  daarvoor 
opvolgend : 

door  de  formule  van  Laplace: 

-^'-l-(-i'))+(''-('h+(:))l- 


en  verder: 


n 
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=  2«.1  — 26.2(2«  — 1)  +  2*.3(3«—  tW  +  ij  — 
-2'.4/4«-  /^J3«  +  (2)2"-  O  +  2«.5(5«-|jj4H 

+(:)"-(3)^+')-"('"-i^)^'^(a>*-(3)'*+ 

=  2».  1 !  1  —  25.2Ï63  +  2*  3!:W)1  — 2».4!350 + 

+  2«.5 !  140  —  2.6 !  21  +  1.7!  1 (2*) 


+ 


2« 
-  T. 


7  — 


2 


37 


-C)  >..^'-i>+(:) 


22 


2.4 


2* 


,^."-(>'+Q--(I) 


2  4.6 


28 


.  .  .  (3) 


=  1.1  — 1«.3.91  +  (1.3)*.5.36  — (].3.5)«.7.1..(3') 


2'^~2.4 


2.4.6 


2» 


u.  "-(>'  ^  GH») 


2.4.6.8 


26 


...  (4) 


2  ö  4 


(  3g3  ) 

4  2  "^         2»       ~  26  •  •  •  <»^ 

2!  4!  6! 

-ï=-ii--2^K-(:))- 

-^-hO-^O) (^) 

=  _^2M+M2».5-^^2.1...(6') 

-  r^  =  _  2  +  3.-^-4. ^    ;,        ^    ^  .  .  (7) 

2.2!    ^       3.4!  ,      4.6!    , 

=  -^-^+ir-&--^-i (7') 

sa-H  55-(?l3B+n 

2*  _  1.3         \1/     1.3.5         VV         Uj     „ 

=  2  {—12.1  f  (1.3)«.10  — (1.3.5)2.1}    ....  (8') 

-?=-^--2-^e-ö)- 

5«-  H  35  +  [ '] 
_    1.3.5  U/  V2/ 

12    ,       (1.3)2  (1.3.5)2      I 


(  dd4  ) 


.    .-O 


Tm  ^ 

=^  =  —  _  7. ^^ (10) 

4        2*  2* 


4  ~  1  2.2*       "*"  3.2* 

4.2«  ^    ' 


2!     <         4'        «  6!     ,,  8!     ,     ,,,,. 


O.-O-Q 


08  _ 

2«  1       " 

4     '^       1  2.2        ^  3.2« 


i— i i-i ^-^ (121 

4.2'  ^    ' 


-1.2*^      2.2«*^'  +  3.2»-^*      4.2**^"^*^^ 


Terwgl  alle  formulen  van  dit  overzigt  —  waarin  de 
zooals  gezegd  telkens  gezamenl^ke  aan  eene  zelfde  kolom 
van  onze  tweede  of  derde  of  vierde  tabel  ontleende  coëffi- 
ciënten P  of  Q  of  Q'  ter  onderscheiding  vetter  gedrukt 
zgn  —  werkeiyk  in  de  gemeenschappelgke  uitkomst  Tj  =  17 
zamenvallen,  ziet  men  hoezeer  de  dubbele  formule  (10)  (10') 
het  van  alle  overigen  wint  én  in  minder  aantal  termen  of 
coëfficiënten  Q'  én  in  lagere  in  die  termen  voorkomende 
magten.  Toch  neemt  dit  niet  weg  dat,  wanneer  de  bedoe- 
ling is  eenige  oprolgende  tangenten-coëfficiënten,  te  begia- 


(  385  ) 

net)  met  den  eersten,  feitel^k  uit  te  rekenen,  dit  wel  in 
den  regel  eenvoudiger  dan  door  de  hier  behandelde  zelf- 
stajQdige  formulen  zal  gelukken  bij  voorbeeld  door  periodieke 
temgloopende  formulen  zooals  ik  in  mijne  vroegere  bg* 
drage  ontwikkelde.  Steunende  op  blz.  125  van  die  bgdrage 
liaal  ik  daarvan  als  enkele  beknopte  voorbeelden  voor  de 
periode  3  aan  (wat  dit  betreft  in  Bemoulliaanschen  in  plaats 
yhh  in  tangenten-vorm): 


( o )  -■  -  ( 

(")  -■  -  ( 


die  dus  opvolgend  kunnen  dienen  om,  nadat  langs  den- 
zelfden weg  eerst  B_i  of  B^  of  ^3,  en  daarna  B^  of  Bj 
of  ^9  berekend  zijn,  thans  ook  B^i  of  Bi^  of  Bi^  te  be- 
palen. 


Op  blz.  113 — 116  van  m^ne  vroegere  bgdrage  gaf  ik 
ook  eene  afleiding  van  de  beide  door  M.  A.  Stern  gevon- 
den afgebroken  terugloopende  betrekkingen  tusschen  de 
BemouUiaansche  coëfficiënten.  Thans  ga  ik  hier  evenzeer 
deigelgke  a%ebroken  —  dat  wil  zeggen,  niet  over  alle, 
maar  slechts  over  eenige  onmiddellgk  voorafgaande  coëffi- 
ciënten terugloopende  —  betrekkingen,  ofschoon  van  eenig- 
zins  anderen  vorm,  ontwikkelen;  deze  zullen  dan  ook  blij- 
ken, eenvoudiger  weder  dan  in  de  BemouUiaansche,  in  de 
tangenten-coëfficiënten  te  worden  uitgedrukt,  of  liever  nog 
in  andere  coëfficiënten  die  met  deze  laatsten  onmiddellijk 
zamenhangen.     Als  uitgangspunt  van  berekening  zal  hiertoe 

•F 

eene  formule  voor  eene  willekeurige  magt  van  t^—  in  func- 
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tie  van  de  di£Eerentiaalquotienten  dezer  tangens  worden  o] 
gemaakt. 

Stellende    kortheidshalve  t=zig~  ,   heeft    men    voor 

eerste  differentiaalquotienten,  uitgedrukt  in  t  zelf, 

dt^  _        1       _  t^  +  i 


2  C08^  - 

2 


dus 


(fi_t_    dt  _fi  +  i    d^t       Sfi  +  ldt      St^  +  it^  +  l 
~dx^~^dx~      2     '  dafi~       2        d x~  4  ' 

enz.,  waaruit  bij  omkeering  volgt 

d  t  I    (Pt         \ 

0!<  =  t,  11^2  =  2—  -1,  2!e3  =  2    2-— -<K 

dx  \    d  x^        I 


I    d?t  dt  \ 


enz. ; 


en    het    blgkt   al  spoedig  dat  men  wel  geregtigd  is  in  let 
algemeen  de  beide  vormen 

(voor  oneven  p) 

2 


o 
(voor  even  p) 

\p 


^'^'dxP-^r^l' 


2-1 


op  te  stellen,  die  men  voor  de  nu  volgende  temgloopenile 
bepaling  der  coëfficiënten  A  zel&  zonder  bezwaar  onder 
den    eersten  vorm  kan  zamenvatten,  mits  dan  voor  e?es|' 

p 
de   bovengrens  aldaar  door   —  vervangende  en  er  bovendien 


(  3Ö7  ) 

op  bedacht  bl^vende  dat  in  dat  geval  in  den  iaatsten,  door 
r  =  —    bepaalden,    term,  in  plaats  van  - —  ,  wat  zou 

worden    — ,    dat    is    I  tdic ^    als    uitzondering  op  den 

aa?"  *  J 

regel  moet  gelezen  worden  de  eenheid.  Onder  dien  gemeen- 

schappelgken    eersten  vorm  dan  komt  door  het  dubbel  van 

het  differentiaalquotient  naar  x  te  nemen: 

dat  is 

p]tP^\  +  {p—l)p[{p  —  2)ltP-^}, 
dat  is 

t       U  2       S 

•2  3 

waaruit  men,  na  in  den  tweeden  term  van  het  eerste  lid 
den  veranderleken  aanwgzer  r  vervangen  te  hebben  door 
r  —  1  en  dus  dien  term  zelf  door 


.  2  2 


-ip-1)p^{~y^P-l.ir- 


2 


dP-^^  t 
dxP-^'' 


dP'^'' t 

vindt,  door  alsdan  de  coëfficiënten  van in  beide  leden 

d  xP'  2r 

gelgk  te  stellen,  de  algemeene  herleidingsformule 

Ap^l,2r  =  2  Ap,2r  +  (p—  1)/?  ^^-l.2i— 9 

voor  de  coëfficiënten  A.  Echter  valt  —  de  evengezegde 
vervanging  van  den  tweeden  term  in  het  oog  blijvende 
bonden  —  bg  het  toepassen  van  deze  formule  het  volgende 


i 


(  388  ) 


wel  op  te  merken:   1^.  (zoowel  voor  oneven  als  voor  even  p) 
Voor    r  =  O  geldt,    w^ens    het  ontbreken  van  dezen  ierml 
in    den    nieuwen    tweeden  term,  Ap^\o=:2  Af,,o»  2^  (yoor 

oneven  p)  Voor    r  =  1  tot    en    met  — - —  geldt   de  alge-j 

p  4-  1 

meene    formule ;    voor    r  =       -      geldt,    wegens  het  ont-| 

té 

breken    van    dezen    term    in   het    tweede    lid,    Ap^\^^\=a 

=  (p  —  l)p  Ap^i,p^\.  3^.  (voor  even  p)  Voor   r  =  l  tot 

en    met  -  —  1  geldt    de   algemeene    formule ;    voor  r  =  j 

ZOU  zij  eveneens  schynen  te  gelden,  maar  juist  dan  moet 
de  bybehoorende  term  in  het  tweede  lid,  dat  is  het  dobbel 
van   het   di£Ferentiaalquotient  van  den  laatsten  term  in  [y\ 

t         d-^  t 
die  volgens  het  evengezegde  niet  is  ( — y  '^ê*'PJ~Zi  '  ™^^ 

P 

alleen  de  standvastige  ( — )-'  Ap^p^  door  nul  vervangen  wor- 
den, zoodat  nu  als  uitzonderingsformule  geldt  Ap^\^  = 
=  {p  —  l)p  Ap^\,p^2'  Dit  een  en  ander  strekt  tot  grond- 
slag van  de  volgende 

Tabel  der  coëfficiënten  Apj2r  van  ( —  J»* r-3  in  (p — 1)!  if- 

CL  it^ 


1 

p    1 

(2; 

;  1.2)   { 

j»r=2 

(2; 

;  2.3)   ( 

p=:3 

(2 

;  3.4)   { 

p  =  i 

(2 

;  4.5)    { 

/>  =  5 

(2; 

5.6)   {1 

/>  =  6 

(2; 

,  6.7)   { 

p    7 

(2 

;  7.8)  { 

p  —  8 

(2 

;  8.9)   { 

p  —  Si 

!  (2 

;9.10)  { 

enz. 


1) 
2,  (1)} 

2  (2,  l)} 

2  (4,  8,  (3))) 

8  (2,  10,  3)1 

8  (4,  40,  46,  (15))) 

16  (4,  70,  196,  45)} 

16  (8,  224,  1232.  1056,  (315))} 

128  (2,  84,  798,  1636,  315)} 


waario   namelgk  telkens  de  tusschen   i  }■  geplaatste  coëffi- 
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ciënteniTJ    voor  {p  —  l)ïtP  —  z^nde  de  met  />  =  3  te  be- 
ginnen gemeenschappelijke  factor  2,  2,  8,  8,  16,  1(5,  128, 
enz.  dezer  r^  telkens  daarbinnen  op  den  voorgrond  gebragt 
—   gevonden  is  door  de  overeenkomstige  coëfficiëntenrg  voor 
(p  —  2)  !«/*—*    op    den    voorgaanden    regel    (met  weglating 
evenwel,    telkens    als  p  oneven    is,  van  den  laatsten  coëffi- 
ciënt daarvan,  die  om  die  reden  tusschen  (  )  geplaatst  is)  te 
vermenigvuldigen  mefc  den  eersten  der  beide  vóór  dien  regel 
bygeschreven    factoren,    namelijk    2,  en  de  overeenkomstige 
Cüëfficiêntenrij  voor  ( p  —  3) !  tl'^'^  op  den  laatstvooig'aanden 
r^el    (steeds    zonder  uitzondering  in  baar  geheel)  met  den 
tweeden  der  beide  factoren  vóórdien  regel,  namelijk  (;>-2)  {p-l)j 
en    door    dan  deze  laatste  uitkomst,  ééne  plaats  naar  regts 
verspringende,    op    te    tellen  bij  de  eerste.     Zoo  heeft  men 
bij  voorbeeld  voor  p  =  6  de  coëfficiëntenrij  in 

f    d^  t  dP  t  d  t 

5!  «0  =  8    4-— --40— -+ 46  — —15 
.\    dr*  dix^  dx 

door 

{8(4,40,46,15)}  =2  (8(2,10,3)}  +  4.5  {2(0,4,8,3)) 

te  nemen,  zijnde  hier  in  den  laatsten  term  de  nul  voorge* 
voegd  ter  aanduiding  van  de  evenbedoelde  verspringing; 
daarentegen  voor  /?  :=  7  de  coëfficiëntenrij  in 

door 

{16  (4,  70,  196,  45)}  =  2    {8  (4,  40,  46,   U)}  + 

+  5.6  {8  (O,  2,  10,  3)} 

te  nemen,  alwaar  nu  de  niet  in  rekening  mogende  komen 
coëfficiënt  15  is  doorgestreept,  terwijl  in  den  laatsten  term 
weder  als  zoo  even  eene  nul  is  voorgevoegd. 

Hiermede  de  voorgenomen  ontwikkeling  zelve  van  [p — 1)! i^ 
vorens    {y)    geno^zaam    toegelicht    achtende,    maken    w^ 


(  390  ) 

daarvan  voor  ons  doel  nu  verder  als  volgt  gebraik.  W) 
voeren  in  plaats  van  de  tangenten -coëfficiënten  T  lieier 
andere    coëfficiënten    T'    in,   daarmede    telkens  op  de  een- 

Youdige    wflze   T'^^x  =  — -^ —    zamenhangende ;  daardoor  ■ 

laat  zich  schr^yen 


00  00 


o     (2?)!  ^{2q-\)\ 


waarin  namelgk  tegelgkert^d  de  vooropstaande,  door  9  =  O 
bepaalde,  term,  die  toch  op  zich  zelf  gelijk  nul  is,  is  weg- 
gelaten.    Hieruit  volgt  in  het  algemeen 

_  22j x^9-p^^r 

da^P^r-i        .6-^(27— jt> +  2  r)! 

waarin  telkens  de  ondergrens  voor  q  bepaald  worit  door- 
dien  dit  differentiaalquotient  blikbaar  geene  negatieve  mag- 
ten  van  it  kan  bevatten,  zoodat 

^     -v^  ^        *  (voor  oneven  i>)  2s+  i  1 
2^  —  i>  +  2r>0=r  ^^        ^ 

=  f  (voor  even  p)  2  a  ) 

moet  zijn  en  men  alzoo  ook  kan  schreven 


dP-^r-x  t 


(voor  oneven  p)  7'. — x^ 

r  ^^V(2«+  1)! 


(voor  even  />)       7*. — ^        x-* 

'o  (2  <)  \ 

Deze  waarden  substituerende  in  het  tweede  lid  van  (/),  en 
tevens  het  eerste  lid  regtstreeks  ontwikkelende  in  x  volgeus 

/      x\V  lx        a^  \P 


(891  ) 

(waarin    wg    de    meer    zamengestelde    hoogere    termen  niet 
verder  uitwerken),  verkrijgen  wij: 


2 


(voor  oneven  p)    ^^\{—yAp, 


2r 


:; ^'^  +  — ;; — nirf'+2j.enz.=< 

2 


(voor  even  p)        i^  j(— )''  ^;,.?r 


00 


-»       (2.)!        '-'i -K-)'-^P-P- 


En  stelt  men  nn  in  het  tweede  lid  de  coëfficiënten  van 
alle,  in  het  eerste  lid  ontbrekende,  lagere  magten  dan  xP 
gelijk  nul,  en  de  coëfficiënten  van  xP  zelf,  van  ^-^^2^  enz., 
gelyk  aan  die  in  het  eerste  lid,  dan  heeft  men  de  afge- 
broken temgloopende  betrekkingen,  die  w^  ons  voorstelden 
tnsschen  de  coëfficiënten  T'  op  te  maken,  namel^k  voor- 
eerst: 


2 

(Yoor  oneYenp)2^(—y  Ap,2r  2'V-2r+2*=0^^^^^^^^^^3j, 


.^1 

2 

(voor  even  p)  2L  (— )'  "^P-^^  ^'p-^r^i  +  {—>  ^p-p  =  ^ 


£-1 

2 


en 


2i(-r  Aj,.2r  rV-2rH-2.-l=0L^r.=:ltot|-l)' 


en  eerder: 


i 
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(voor  oneven  en  voor  even  p) 

'\7,    ,,  .     r  pijp +  2)1 

enz. 

Bjj  voorbeeld  voor  ;>  =  Ü  geldt  het  stelsel : 
4  Tg  -  40  T\    +  46  T\—  15  =  O 
4  7"7  —  40  T\    +  4Ü  '/"a  =  O 

4  rg  —  40  7  V   +  46  r'a  =  O 

5!6! 
8  (4  2",i  -40  7-9    +46  T\)  =  -^ 


8  (4  7",3  -  40  7"n  +  46  T\) 

enz. 


6!8! 
3.28 


En  voor  j»  =  7  het  stelsel : 

4  Tj   -  70  T's  +  196  /"s  -  45  T\   =  O 
4  2"9  —  70  TV  +  196  7"5  -  45  7"s  =  O 

4  z"   _  70  r't  +  196  rv  —  45  r  5  =  o 

6  '  7  ' 
lü  (4  Ï"i3  -  VO  2"„  +  196  r'a  -  45  T  7)  =  -^ 

7  '  9' 
16  (4  r\,  -  70  7 'is  +  196  ï',i  —  45  7',)  =  -^ 

enz. 

Deze  afgebroken  betrekkingen  onderscheien  zich  in  hoofd- 
zaak hierin  van  die  volgens  Steen,  dat  telkens  dezelfde 
getallencoëfficiënten  A  —  voor  />  =  6  namelgk  8  (4,  40, 
46,  (15))i  voor  p  =  ^  evenzeer  16  (4,  70,  190,  45),  enz.  - 
van    toepassing    blijven    op    de    verschillende    groepen  fan 

PjlA  of  £-.  opvolgende    coëfficiënten    T '.     En  daar  boven- 
dien   het  aantal  ^-r—  of  ^  onderling  onaf  hankel^ke  Ter- 
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bondingen  dezer  getallencot'^fficiënten  telkens  juist  gel^k 
is  aan  het  aantal  van  diegene  der  betrekkingen  waarin  z^ 
roorkomen,  wier  tweede  lid  gelijk  nul  is,  zijn  dan  ook  deze 
hier  regtstreeks  opgemaakte  getallencoëfficiënten  A  de  eenige 
mogelijke  die  eene  dergelijke  gemoenschappelgke  toepassing 
bg  de  verschillende  groepen  van  opvolgende  T' kunnen  vin- 
den. Bg  Stbbk  daarent^en  treden  in  het  algemeen  bg  iedere 
andere  groep  van  opvolgende  BernouUiaansche  coëfficifinten 
ook  andere  getallencof^fficiënten  op.  Hiertegenover  staat 
echter,  dat  deze  in  den  regel  kleiner  waarden  hebben  dan 
in  ons  geval  de  overeenkomstige  getallencoëfGciënten  ^.  Om 
dit  te  doen  uitkomen  brengen  w^  het  volgende  stelsel  van 
meest  eenvoudige  afgebroken  betrekkingen  —  ten  minste 
indien  men  zich  tot  diegenen  bepaalt  die  nul  tot  tweede  lid 
hebben  —  ter  berekening  der  opvolgende  coëfBiciënten  7"  uit 
dkander,  namelgk: 

2  T\   —1  =  0, 

2  T's  -  T\  =  O, 

4(r5  -2^3)  =  o, 

2  T'j  —  10  7^5  +  3  T\  =  0, 
2(2  r'g  —  20  T'rj  +  23  rg)  =  O, 

4  T'ii  —  70  Tg  +  196  T\  —  45  7  '5  =  O, 

8(ï"is  —  28  T\^  +   154  T'g  —  132  7 '7)  =  O, 

2  T\^  —  84  r'i3  +  798  T^  —  1636  Tg  +  315  r^  =  O, 
enz., 

in  vergelijking  met  het  overeenkomstige  stelsel  dat  men 
nit  de  beide  betrekkingen  van  Steen  verkrygt  wanneer 
men  deze  toepast  op  het  geval  waarin  zij  ieder  het  geringste 
aantal  termen  bevatten.  Dit  geval  is  dat  waarin  men  in 
die  betrekkingen  (zie  mijne  vroegere  bedrage,  blz.  115  onder 
en  116  midden)  neemt  k  =z  q^  waardoor  zg  worden 

en 
nuL  nr  hsdxd.  awd.  matuukk.  3<^«  bkuls.  pkxl  V.  26 
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en  bijgevolg,  omdat  zoowel 


/?  +   2\    _/5r^^ 

\    2r    )         \2r/ 


y' 


=(2r)!(,r2H-2)!^^^  +  l)(,+2;-((yf  l)-2r)((,^-2)-2r)}  = 

=  (2  ö— 2  r  4-  3) '- 

^    y  ^    ^(2r-l)!(j— 2r+2)! 

als  ook 


f^  +  ^i  +  f  ^  \  = 

\2r— 1/  "^  \2r— ij 


(2.-1)1  j!,2r+2;l  ^(^  +  '^  +  ^^-^'-  +  ^>)  == 


=  (2?-2r  +  3) 


?! 


(2r— l)!(y~-2r  +  2)! 


is,    zamen vallen,    als    men    nog  r  door  r  +  1  vervangt,  in 
den  gemeenschappel^ken  vorm 

V^  27  — 2  r  -f  1  /  ^  \   ,,  Uvoor  7  =  1)    f 

o  Jr  +  i       \^f/  l(voorj>l)0) 

zijnde  hierin  tegelijkertijd  voor  r  de  bovengrens  verlaagd  toi 
het    bedrag    voortvloeijende    uit    het    nul    worden    van  den 

binomiaalcoëflSciënt  I        j   zoodra  2r^  q  zou  zijn.  En  deze 

vorm  geeft  nu,  door  achtervolgens  ?=  1,  2,  3,  enz.  te  ne- 
men, het  bedoelde  stelsel: 

35,  =-2, 

5^3  —  i?i  =  0, 

7^5  —  5i?3  =  0, 

9  B7  -  14  ^5  +  i]s  =  O, 

11  J?9  —  30  iïy  +  7  ^B  =  o, 

13  5ii  -  55  i?9  +  27  Bt  —  B^  =  o, 

15  J5i3  —  91  -Sii  +  77  i?9  —  9  ^7  =  O, 

17  Bu  -  HO  ^13  +  182  ^n  -  44  B^ -\-  B^  —  O, 

enz. 
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Wi]  hebben  dit  laatste  stelsel  te  meer  nedergeschreven 
om  er  op  te  wijzen  dat  daarin  de  getallencoëfficiënten  van 
een  zelfden  Bernoulliaanschen  coëfiSciënt  in  de  opvolgende 
regels  op  eenvoudige  wijze  telkens  uit  elkander  zijn  af  te 
leiden,  zoodat  men  voor  het  stelsel  in  z^n  geheel  die  ge- 
tallen gemakkelgk  in  evenw^dige  schuine  volgorden  zou 
invullen..  Immers  de  coëfficiënt  van  den  (r  +  ly^  term  in 
den  5^®°  regel,  dat  is  (afgezien  van  het  teeken)  juist  de 
coëfficiënt    van    den    algeraeenen    term  i?^^— ^r— l,  bleek  zoo 

ql 

even    te  bedragen  (2^— 2r+  l)- — — -— -— ;  en  ver- 

(^r  -\-  1)1  (q — J  ry, 

meerdert  men  nu  hierin  gelijktgdig  q  en  r  met  de  eenheid, 

dan    blijkt    de    coëfficiënt    van    denzelfden  schuin  daaronder 

geplaatsten    term    ji5-jy-.2r— i    iii    den  volgenden  regel  gelijk 

(7+l)ï                    ,        {g+l)(g—2r) 
(27~2r-hl) ^^         ^ en  dus    '^^    ^^^ ^-maal 

zoo  groot  te  zgn.  De  opvolgende  door  (q^r=Q),  {q ■\-l^r=:l)y 
(q  -\~2,r—  2),  enz.,  (2  ^—  1,  r  :=  ^  -  1),  (2  ^,  r  =  gr)  bij  wijze 
van  regthoekige  coördinaten  aangeduide  getullencoëfficiëntèn 
van  denzelfden  Bernoulliaanschen  coëfficiënt  B2q-\  in  de 
q  -h  I  opvolgende  regels  waarin  deze  voorkomt  moeten  dus 
ieder  voor  zich  met 

(q+l)q  (g  +  2)(y^l)  (?  +  3)(y^2)   ^^^       {2q)(l)     _      1 
2.3     '  4.5         '  0.7         *   ""  '\2^)(2?  +  l)     2^  +  1 

en  nul  vermenigvuldigd  woruen  om  telkens  den  naast  vol- 
genden getallencoëfficiënt  op  te  leveren.  Zoo  heeft  men  bij 
voorbeeld  voor  ^  =  4,  dat  is  voor  de  vyf  opvolgende  coëffi- 
ciënten  9,  30,  27,  9,  1   waarmede  Br^  is  aangedaan: 

5.4  6.3     ^„      7.2     ^^     8.1      ,         9.0 


Tot  besluit  van  dit  opstel  deel  ik  hier  voor  de  eerste 
Bemoulliaansche  coëfficiënten  nog  eenige  uitdrukkingen  mede, 
waardoor    zg    op    betrekkelgk    eenvoudige    wgze   afhangen 


26' 


L 
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van  min  of  meer  regelmatige  algebraïsche  sommen  van  zekere 
binomiaalcoëfEiciënten.  Uehalve  voor  enkele  der  allereersten 
18  het  my  echter  niet  gelukt  den  wezenlijken  grondslag, 
waarop  dergel^ke  analogiën  zouden  berusten,  op  te  sporen: 
ik  geef  ze  dus  als  slechts  by  toeval  of  bg  tasting  gevonden. 
Regelmatigheidshalve  de  eerste  leden  in  eene  tamelyk  in  j 
het  oog  loopende  volgorde  brengende,  zgn  de  bedoelde  uit- 
drukkingen de  onderstaande: 


21.3  Bi 


=(:)• 


2..7.8.!.B.  =  2'|-(^)  +  (°)|, 


28.11  i/12i       /12 
3» 


2..U.,2,13.U.,5i,.=2..3|-(',>(«)+C;)-(;^)|, 
2».l3.14.16.10.17.18B„=2».3'[-('j*]+('g*j-/"|[, 

.2i«.I6.I6.17.18. 19.20.21  £„  =  2>».3>.5'.17  {  -(^3]- 

Voor  -015  heb  ik  iets  dei^elgks  niet  anders  kunnen  ver- 
krygen  dan  met  bijvoeging  nog  van  2  als  factor  bg  som- 
mige termen,  namelijk: 

218  33  7  11  19 
216.17.18.19.20.21.22.23.24  B^^  —  —     '^' 

;      /24'  i24\     /24\       ^ /24\     ,24\    ,    ^ /24\     /24v( 

j-lvl+MsH»)  +  '(i2)-U) +ni8H2i)r 
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Voor  de  hoogere  Bernoiilliaansche  coëfficiënten  zgn  enkele 
{Klingen  in  dezen  zin  m^  in  het  geheel  niet  gelukt. 


Zonder  het  verder  uit  te  werken  moge  hier  nog  worden 
aangeduid  dat  dergelijke  ontwikkelingen  volgens  de  opklim- 
mende magten  van  den  sinus  als  in  de  eerst«  afdeeling  de- 
zes tot  grondslag  van  zelfstandige  tormuien  voor  de  tau- 
genien-coëfficiënten  dienden,  ook  tot  hetzelfde  doel  voor  de 
secanten-coëfficiënten  zouden  kunnen  strekken.  Zoo  zou  men 
kunnen  uitgaan  van 


00 


«     -k        V  1.3.5...(2n— 1)    .  „ 
^^  2  .  4 .  o (2  w) 

De  coaecanten-coëfficiënten  C  hangen  (zie  vroegere  bij- 
drage, blz.  154)  onmiddellyk  met  de  BernouUiaansche  zamen 
volgens 

C2^_l  =  2(22?-l-l)i?2y_l. 


Van  welwillende  zyde  werd  mg  nog  de  navolgende  litte- 
ratuur ter  zake  medegedeeld,  die  zich  eenigzins  aansluit  aan 
wat  ik  vroeger  op  blz.   167 — 170  opgaf: 

A.  L.  C&BLL£  —  C.  W.  BoaCHAaDT,  Journal  für  die  Mathematiki 
SriRir,  in  92er  Bd.,  1882;  WoapiTZKT,  Siudien  über  die  Bern.  und  EvL 
Ztthlett,  en  S^roneckeb,  Ueber  die  Bern,  Zahlen,  in  94er  Bd.,  1883 ;  LiP- 
scHin,  Beitrage  zu  der  Kenniniss  der  Bern.  Zahlen,  in  96er  Bd.,  1884. 

J.  A.  G&UKEBT,  Archiv  der  MathenMÜk  und  PAysik:  Sachsb,  Ueber 
die  Dartiellung  der  Bern.  und  Bul.  Zahlen  durch  Determinanten,  in  68er 
Th.,  1882. 

Schlömilch's  Zeitichrift  für  Mathematik  etc:  Wokpitzky,  Ueber  die 
Fêrtialbruchzerltigung  der  Functionen  etc. 

NoMvelUs  Annales  de  mathématiques :  Cesaro,  Sur  les  nombres  de 
BenoulU  et  d'Buler,  in  3e  Série,  T.  5,  1886. 

American  Journal  of  Mathematies :  G.  S.  Ely,  Bibliography  of  Ber- 
Houllft  numbers,  Some  Notee,  in  Vol.  5 ;  T.  Gomes  Teixbira,  Notet  sur 
Ut  wmbres  de  Bernoulli,  in  Vol.  7. 


September  1888. 
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PliOCES-VERBAAL 


VAH   DE 


(iKVVONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  24  Norember  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren  :  vny  de  Sande  BAKftUYZEif ,  Voor- 
zitter, Korteweg,  A.  C.  Ocdem.vns  jr.,  Hubrecht,  Michasljs, 

VAN  DiESEN,  DiBBlTS,  EnGELMANN,  FoRSTEB,  ScRINGAR,  ZaAJJBR, 
BrVTEL    Dïi    LA    RiVlÈRE,    BlERENS    DE    HaAN,    ScHOCTE,   BaEHR. 

Kapteijn,  Hoek,  Pekelharing,  Zeeman,  Raüwenhofp,  Schols, 
Mac   Gillavry,    Lorentz,  Place,  Martin,  de  Vries,  Fran- 

CHIMONT,     GrNNING,    VAN    't    HoFF    Cn    C.    A.    J.    A.    OüDEM\NS 

Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  E.  DuPONT,  Directeur  van  het  Musée  royal  d'Histoire 
naturelle  de  Belgique  te  Brussel,  14  November  1888;  2°. 
den  Secretaris  der  Académie  d* Archéologie  de  Belgique  te 
Antwerpen,  9  November  1888;  30.  P.  J.  van  Beneoen, 
Leuven,  13  November  1888;  40.  het  Ministère  de  Tln- 
struction  publique  et  des  beaux  Arts  te  Parijs,  13  Novem- 
ber 1888;  5^.  L.  Dbliole,  Directeur  der  Bibliothèque  na- 
tionale te  Parys,  19  November  1888;  6^.  J.  Deniker,  Bi- 
bliothecaris   van  het  Museum  d'Histoire  naturelle  te  Pargs, 
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20  November  1888;  70.  den  Directeur  der  Ecole  polytecli- 
nique  te  Parijs,   14  November  1888;  8^.  den  Secretaris  der 
Société  des  Antiquaires  de  la  Morinie  te  St.   Omer,   16  No- 
vember    1888;     &^.    den    Secretaris    der    Société    agricole, 
soientifique    et   littéraire    des    l^yrénées  orientales  te  Perpi- 
gnan^   16  November  1888;   10^.  A.  Durieix,  Secretaris  dor 
Société    d'Emulation  te  Cambrai,   17   November   1888;   11^. 
den    Secretiiris    der    Académie    des    Sciences,  Iiiscri|  tions  et 
belles-Lettres    te    Toiilouse,    17    November    1888;    12^.  J. 
Lëcat,  Secretaris  der  Société  d'Agriculture,  Sciences  et  Arts 
te    Valenciennes,    21    November    1888;   13^.  Duhamël,  Se- 
cretaris   der  Société  des  Antiquaires  de  Picardie  te  Amiens, 
22    November    1888;   11^.  den  Secretaris  der  royal  Society 
te  Londen,  31   October  1888;   15".  W.  H.   Wesley,  Biblio- 
thecaris   der  royal  astronomical  Society  te  Londen,  30  Oc- 
tober   1888;    16°.   D.  W.  Fjieshfibld,  Secretaris  der  royal 
geographical    Society  te  Londen,  ol   October  1888;   17°.  J. 
L.   ScLATER,    Secretaris  der  zoological  Society  te  Londen,  2 
November  1888;   18^^.  R.  Owkn,  Londen,  3  November  1888; 
19*^.    den    Directeur  van  het  royal  Observatory,  Greenwich, 
31  October   1888;  200.  H.   White,  Bibliothecaris  der  Cam- 
bridge  philosophical  Society  te  Cambridge,  2  November  1888  ; 
210.  W.   Wright,  Cambridge,  3  November  1888;  22».  den 
Secretaris    der    literary    and    philosophical    Society  te  Man- 
chester,   2    November    1888;    23^^.    Sir  William  Thomson, 
Glasgow,    1888;    24^    J.    B.    Balfour,    Bibliothecaris  der 
royal    botanical    Society    te    Edinbarg,  8  November  1888; 
2b'\    den    Secretaris    der    royal    Dublin    Society  te  Dublin, 
2    November    1888;    26'^.    von    Bezold,   Directeur  van  het 
kon.  preuss.  meteorologische  Institut  te   Berlijn,  2  November 
1888;  270.  E.  DU  Bois-Reymond,  Secretaris  der  kön.  preuss. 
Akademie    der    Wissenschaften  te  Berlijn,  5,  21   November 
1888;    2S0.    den    Directeur  der  kön.  Sternwarte  te  Kiel,  2 
November  1888;  290.  C.  F.   VV.  Peters,  Directeur  der  kön. 
üniversitats-Sternwarte  te  Koningsbergen,  2  November  1888; 
300.  GiLBEBT,  Directeur  der  kön.  Universitats-Bibliothek  te 
GreiisWcild,  7  November  1888;    31*^.    Förstemann,  Archiva- 
ris  der    kön.  Sachsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  te 


i 
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Leipzig,    8   November  1888;  32®.  B.  Wikdschbid,  Lei] 
9  Noyember  1888 ;  33®.  Förstkmank,  Archiyaris  der  fai 
lich  Jablonowskische  Gesellschaffc  te  Leipzig,  12  Nov( 
1888;    34®.    A.    Elinobsrg,    Bibliothecaris  van  het  Tei 
der    Freunde    der    Naturgeschichte  te  Güstrow,   14  Noy( 
her    1888;  35®.  den  BibliothecHris  der  Oberlausitzische 
sellschaft  der  Wissenschaften  te  Gorlitz,  15  November  181 
36®.  J.  Ltmp&icht,  Bibliothecaris  der  Schlesisehe  Gesellsc] 
für    vaterlandische    Cultur  te  Breslau,   15  November  181 
87®*  A.  Grubeb,  Secretaris  der  natarforschende  Gesellscl 
te  Freiburg  i/B.,  19   November  1888;  38®.  J.  Fiiai*ck,Boi 
19  November  1888;  39^.  Scuaabschmidt,  Bibliothecaris 
kon.    Universitats-Bibliothek  te  Bonn,  20  November  1881 
40®.   P.  E.  SoNNENBUBG,  Bibliothecaris  van  het  Verein  v< 
Alterthumsfreunden    im  Rheinlande  te  Bonn,  21   Novemi 
1888;  41®.  C.  Gbgbnbaub,  Heidelberg,  21   November  1881 
42®.    C.    Knoop,    Secretaris    der  Wetterauische  Gesellscb 
fQr     die    gesammte    Naturkunde    te    Uanau^    22    Novemi 
1888;    43®.    J.  Hoskntual,  Bibliothecaris  der  physikaliscl 
medicinische  Gesellschaft  te  Würzburg,  22  November  1881 
44®.    O.    BucuNER,  Secretaris  der  Oberhessische  Gesellscl 
für  Natur-  und  Heilkunde  te  Giessen,  23  November  188f 
45®.    F.    Imhoof-Blumbe,  Winterthur,  21  November  188i 
46®.    J.   GoMALEs  Allkra,  Bibliothecaris  van  het  Maseo 
Ingenieros    te    Madrid,    17    November    1888;    47®.    H. 
Zeuthbn,  Secretaris  der  kong.  danske  videnskabernes  Selsh 
te   Kopenhagen,  17  November  1888;  48®.  Tegneb,  Bibhc 
thecaris    der   Universitets    Bibliothek  te  Lund,  6  Novemi 
1888;  aangenomen  voor  bericht. 


—    Voorts    Brieven  ten  geleide  van  BoekgeschenkeD  rai 
de  navolgenden: 

10,    het    Ministerie   van  Binnenlandsche  Zaken  te  ^sGra^ 
venhage,  14,  20  November  1888  ;  2®.  J.  Bbüinwold  Bibdbi 
Secretaris    der    Maatschappij    tot    Nut    van  *t  Algemeen 
Amsterdam,    10   November  1888;  3®.  W.  H.  M.  Chbistii 
Directeur  van  het  royal  Observatory,  Green wich,  26  Octobefl 
1888 ;  4®.  A.  Auwebs,  Secretaris  der  kön.  preuss.  Akademie 
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der  Wissenschaften  te  Berlyn,  Juli  1888;  5^.  A.  Peuckkrt, 
Secretaris  van  het  Verein  für  Erdkunde  te  Dresden,  1888; 
60.  den  Secretaris  der  Senckenbergische  naturiorschende 
Gesellschaft  te  Frankfort  a/M.,  1888;  7^.  A.  O.  Kihlman, 
Secretaris  der  Societas  pro  Fauna  et  Flora  fennica  te  Hel- 
eingforSy  1  November  1888;  8^.  K.  A,  Mobero,  Secretaris 
der  Commission  géologique  de  la  Finlande  te  Helsingfors, 
1  November  1888;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van 
sehriftelyke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boekerij. 

—  Ingekomen  zijn:  1^.  een  brief  van  den  Heer  Büys 
Ballot,  ter  begeleiding  eener  verhandeling  van  den  Heer 
Dr.  VAN  RiJCKJBVORSEL :  »Maguetic  Survey  of  the  eastern 
part  üf  Brazil";  en  2^,  een  brief  van  Dr.  Jan  de  V&iks, 
leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen,  ter  begeleiding  van  een 
opstel:  >£ene  rangschikking  van  het  punten  veld  in  invo- 
luiorische  groepen".  Zoowel  de  verhandeling  als  het  opstel 
werden  aangeboden  voor  de  werken  der  Akademie.  —  De 
beoordeeling  van  het  werk  van  dtn  Heer  van  Rijckbvgrsel 
wordt  door  den  Voorzitter  opgedragen  aan  de  Heeren  J. 
A.  C.  OuDEHANs  en  Eameblinoh  Onnes,  en  die  van  de  bij« 
drage  des  Heeren  de  VaiEs  aan  de  Heeren  Schoute  en  Bie* 
EENS  DE  Haan. 

—  De  Heeren  Schoutb  en  Bierens  de  Haan  brengen 
rapport  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer  J.  Gab- 
DiNAAL :  >  Meetkundige  theorie  der  schee ve  oppervlakken 
van  de  4«  orde" ;  en  de  Heeren  Bierens  de  Haan  en  van 
BKN  Bsro  over  de  verhandelingen  van  den  Heer  Dr.  Jan 
DE  Yriss,  aangeboden  in  de  vergaderingen  van  29  Septem- 
ber en  27  October :  lOver  de  polyedrale  configuraties"  en 
»Over  eene  groep  van  regelmatige  configuraties'^  —  De 
conclusie  van  beide  commissiën  van  Rapporteurs  strekt  om 
de  hun  ter  beoordeeling  gegeven  bijdragen  op  te  nemen  in 
de  werken  der  Akademie.  —  In  dezen  zin  wordt  zonder  dis- 
cussie besloten. 

—  De  Heer  de  Vries  spreekt  over  Darwin's  Pangenesis.  Dq 


i 
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bestrgding,  die  deze  hypothese  in  de  twintig  jaren  Tan 
bestaan    ondervonden    heeft,  a^ht  bij  niet  in  alle  opzich 
gerechtvaardigd.     Want  de  Pangenesis  bestaat  uit   twee  v 
elkander    onafhankelijke    stellingen,    waarvan  de   eerste  vo! 
strekt  niet  vervalt,  als  het  gelukt  is  de  tweede  te  weérl 
Volgens  de  eerste  stelling  worden  de  erfelijke  eigenschap 
der    organismen    in  de  cellen  vertegenwoordigd  door  sto: 
lyke    deeltjes,    die,    ontelbaar    als    de  sterren  in  den   he 
elk    eene    afzonderlijke    eigenschap    vertegenwoordigen, 
tweede    stelling   is  de  bekende  hypothese  vau  het  trans 
der    kiempjes   door  het  organisme,  van  de  organen    naar 
kiemcellen.     De  argumenten,  t^en  deze  laatste  aangevo 
ttcht    spreker    overtuigend.     Hij    wijst    er  op,  dat  daarni 
de    eerste  stelling  echter  niet  weerlegd  is,  en  tracht  aan 
toonen,    dat  deze  zoowel  van  de  verschijnselen  der  erfelijk 
beid,    als    van    de    feiten,  die  in  de  beide  laatste  tientall 
van    jaren    omtrent   celdeeling  en  bevruchting  ontdekt  zg 
op  zeer  voldoende  wijze  rekenschap  kan  geven. 

De  Heer  Hübrecht,  die  meende  dat  de  Spreker  Weismaxk' 
verdiensten    geen    recht    had    laten  wedervaren,  wordt  do 
den  Heer  de  Vriks  beantwoord. 


—  De  Heer  Korteweg  deelt  het  volgende  mede : 
Wanneer  een  dubbelraakvlak  over  een  gegeven  oppervlal 
voortrolt,  kan  het  gebeuren  dat  de  beide  gekoppelde  raak- 
punten samenvallen.  Daar  ter  plaatse  ligt  dan  op  het  opper- 
vlak een  bijzonder  punt,  waaraan  spreker  den  naam  van  >  plooi- 
punt"  wenscht  toe  te  kennen.  Bij  sommige  thermodynamisch< 
oppervlakken  heeft  het  eene  gewichtige  physische  beteekenis, 
representeert  namelijk  den  kritischen  toestand.  In  de  theorie 
der  algebraïsche  oppervlakken  is  het  bekend  als  een 
raeenschappelijk  punt  van  de  spinodale  en  fiecnodale  l^n.:| 
Spreker  begon  met  het  bestudteren  van  de  gedaante  van 
het  oppervlak  in  de  nabyheid  van  een  plooipunt.  Het 
bleek  toen,  dat  er  twee  soorten  van  plooipunten  onder- 
scheiden moeten  worden.  Zg  verschillen  onder  anderen  in 
de  doorsnede  van  raakvlak  en  oppervlak,  welke  by  de  eerste 
soort    uit    een   geïsoleerd  punt  met  bestaanbare  raaklijn,  in 
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e  tweede  uit  twee  rakende  takken  bestaat.  Voorts  be« 
indt  zich  de  lijn  der  gekoppelde  raakpunten  bij  de  eerste 
[Kïrt  op  't  elliptisch  gekromde,  by  de  tweede  soort  op  't 
lyperbolisch  gekromde  gedeelte  van  het  oppervlak.  Spreker 
ertoont  modellen  van   beide  gevallen. 

Daarna  ging  spreker  over  tot  de  vraag:  hoe  plooipunten 
lieuw  ontstaan  en  verdwijnen  op  een  vloeiend  veranderend 
oppervlak.  Een  algemeene  regel  is  het,  dat  bijzondere 
muien,  die  in  eindig  aantal  op  een  oppervlak  optreden,  niet 
rerdwgnen,  dat  is  onbestaanbaar  worden,  alvorens  twee  of 
neer  samengekomen  zijn.  Om  dus  op  een  vloeiend  ver- 
mderend  oppervlak  het  oogenblik  van  verdwgnen  of  ver- 
lehijnen  te  leeren  kennen,  behoeft  men  slechts  na  te 
gaan  het  optreden  van  die  byzondere  punten  van  hooger 
orde,  waar  meerdere  der  te  onderzoeken  bijzondere  punten 
samenvallen. 

In  de  eerste  plaats  komen  dan  in  aanmerking  die  bg- 
zondere  punten  van  hooger  orde,  wier  aanwezigheid  op  een 
algebraïsch  oppervlak  slechts  aan  ééne  voorwaarde  tusschen 
de  coëfficiënten  gebonden  is.  Spreker  zoude  zulke  bijzondere 
punten  ^uilzonderingspunten  van  den  eersten  graad  (van  uit- 
rondering)"  willen  noemen.  Men  kan  een  gegeven  oppervlak 
van  gegeven  graad  vloeiend  laten  overgaan  in  elk  ander 
oppervlak  van  denzelfdeu  graad,  zonder  andere  dan  deze  uit- 
zonderingspunten  te  zien  verschenen,  en  ook  dan,  wanneer  de 
wgze  van  verandering  niet  geheel  vrij  is,  maar  veroorzaakt 
wordt  door  de  aanwezigheid  van  een  of  meer  parameters,  zullen 
in  den  regel  geene  andere  uitzonderingspunten  behoeven  op 
te  treden. 

Wat  nu  de  plooipunten  betreft,  voor  deze  zyn  de  be- 
doelde uitzonderingspunten  vier  in  getal,  en  wel  (merkwaar- 
dig genoeg'  twee  geheel  onderscheiden  soorten  van  dubbel- 
plooipunten,  voorts  osculatiepuntea  en  kegelpunten. 

De  eersfe  soort  van  dubbel-plooipunt  ontstaat  als  in  de 
tergelijking : 

die  ia  het  algemeen  de  gedaante  van  het  oppervlak  in  de 
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nabijheid    van   een   plooipunt  bepaalt,  de  coëfficiënt  d^  nj 
wordt.     Zulk    een    plooipunt    ontstaat    door  *t  samenTsU 
van    gelyksoortige    enkele    plooipunten,  die  dan    na  het 
menvallen  onbestaanbaar  worden. 

De    tweede    soort   eischt:  d^  —  4  q  «5  =  0.     Het  gelul 
spreker    aan    te  toonen,  dut  zy  beschouwd  moet   Tvorden 
zijn  ontstaan  uit  het  samenvallen  vau  twee  ongelgksoo] 
plooipunten.     Zij  vormt  tevens  den  overgang  tusschen  bei 
soorten    van    enkelvoudige    plooipunten.     Hieruit  Tolgt 
dat    een    plooipunt    zgn    soortkarakter  niet  veranderen 
zonder  eerst  met  andere  plooipunten  samen  te  komen. 
schiedt  dit  in  een  dubbelplooipunt  tweede  soort ,  dan  iroj 
beide    onbestaanbaar.     Bij    't  samenkomen  in  een   osculai 
punt  kan  echter  wellicht  't  karakter  veranderen.  Dit  is 
spreker  niet  onderzocht. 

In    een  osculatiepunt^  waar  de  doorsnede  van  raakyiak 
oppervlak    een    driedubbelpunt    vertoont,  komen  drie  pl< 
punten  samen.     Van  deze   drie  z^n  er  evenzoovele 
baar   als  door  het  driedubbelpunt  bestaanbare  takken  gaaj 
lu   de    bestaanbaarheid    komt  na  het  optreden  van   een 
culatiepunt  geene  verandering. 

Anders  is  het  met  de  kegelpunten  gesteld.  Hier  komen 
plooipunten   bgeen;    toch    kan   hetgeen   met  die  24  pani 
voorvalt    op    tamel^k   eenvoudige  wijze  worden  beschrevei 
ürengt  men  een  coördinaten-stelsel  aan  in  het  kegelpunt,  d^ 
kan  de  vergelijking  van  het  oppervlak  geschreven  worden: 

Laat   men    nu   alle  termen  H^  en  hoogere  weg,  dan  ont-» 
staat  een  derdegraadsoppervlak  met  kegelpunt.   Door  dit  ken 
gelpunt  gaan  dan  zes  (dubbele)  rechte  l^nen,  die  al  of  niet; 
bestaanbaar    kunnen   zgn.     Vervormt  men  nu  het  oorspron- 
kelijk   oppervlak,  zoodat  binding   of  scheiding  optreedt  tus- 
schen   de    twee    bladen,  die  in  het  kegelpunt  samenhingen, 
dan  gaan  de  24  plooipunten  in  zes  groepen  van  vier  uiteen. 
Ieder  van  deze  groepen  correspondeert  met  een  der  zesdub- 
bellgnen    van    het    derdegraadsoppervlak:    met    iedere  onbe- 
staanbare  Ign    een   groep   van  vier  punteui  die  bg  binding 


(  405  ) 

ïoowel  uh  scheiding  onbestaanbaar  blijven  ;  niet  iedere  be- 
llaanbare  lijn  eene,  waarvan  twee  plooipunten  onbestaanbaar 
sgn  en  blijven,  maar  de  twee  anlere  èf  bij  scheiding  öf 
b^  binding  bestaanbaar  worden. 

Spreker    pastte    nu    de    ontworpen    theorie  toe  op  derde- 
graadsoppervlakken.    De    54    plooipunten  van  zulk  een  op- 
pervlak liggen  paarsgewijze  op  de  27  rechte  lijnen.   Dubbel - 
plooipunten    kunnen    alleen    optreden    op  rechten,  die  door 
twee    kegelpunten   gaan;    deze  rechten  tellen  dan  voor  vier 
en   al  hunne  punten  zijn  als  dubbelplooipunten  te  beschou- 
wen.    Daar  evenwel  b^  't  vervormen  van  een  derdegraads* 
oppervlak  't  optreden  van  twee  kegelpunten  te  gelijk  steeils 
vermeden  kan  worden,  kunnen  de  dubbelplooipunten  evenzeer 
buiten    beschouwing  gelaten  worden  als  de  osculatiepunten, 
welke  geene  verandering  in  't  aantal  bestaanbare  plooipun- 
ten   veroorzaken.    De    kegelpunten    blijven    nu    over.     Hier 
splitst    zich    bij    binding   iedere    bestaanbare    dubbell^n  van 
het  kegelpunt  in  twee  bestaanbare  rechte,  waarop,  bl^kens 
de  algemeene   theorie,    nu    slechts    twee  bestaanbare  plooi- 
punten,   beide  aan  dezelfde  lyn  eigen,  gelegen  kunnen  zijn. 
Bg  scheiding  wordt  alles  onbestaanbaar. 

Het  verdwenen  van  twee  plooipunten  van  een  derdegraads- 
oppervlak  gaat  dus  gepaard  met  het  verdwijnen  van  twee 
rechten.  Weet  men  nu  nog  dat  het  samenvallen  van 
rechten  slechts  kan  voorkomen  b\j  *t  optreden  van  een  ke- 
gelpunt, dan  geraakt  men  van  zelf  tot  het  theorema,  dat 
het  verschil  tusschen  het  aantal  bestaanbare  plooipunten 
en  het  aantal  bestaanbare  rechten  voor  alle  derdegraadsop- 
pervlakken  gelijk  moet  z^n,  en  wel  bl^kens  het  diagonaal- 
vlak  van  Clebsch,  waar  27  bestaanbare  rechte  en  10  oscu- 
latiepunten,  die  elk  voor -3  bestaanbare  plooipunten  tellen, 
aanwezig  zijn,  gelijk  aan  het  getal  drie^ 

Spreker  vond  in  de  tamelgk  uitgebreide  literatuur  over 
dsrd^aadsoppervlakken,  dit  theorema  nergens  uitdrukkel^k 
geformuleerd,  maar  het  bleek  toch,  wat  den  inhoud  betreft, 
bekend  te  zgn.  Zoo  geeft  Zeüthen  {Matlu  Annalen^  Bd.  VIII, 
S.  5)  voor  de  vijf  hoofdsoorten,  welke  respectievelijk  27,  15< 
7,  3  en  3  bestaanbare  rechten  bezitten,  het  aantal  bestaan- 
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bare  rechten  met  onbestaanbare  plooipunten  op  als  te  z^ 
resp.  12,  6,  2,  O,  0;  waaruit  het  theorema  natuurlp  on- 
middellijk volgt. 

—  De  Heer  A.  C.  Oudbmans  jr.  biedt  voor  de  Verslagen 
en  Mededeelingen  aan  eene  verhandeling,  getiteld:  >Bgdrage 
tot  de  kennis  van  de  Cupreïne". 

—  De  Heer  Maetin  deelt  mede,  dat  door  hem  onlangs 
eene  bezending  versteeningen  uit  Nederlandsch  Indië  werf 
ontvangen,  door  den  mijningenieur  «T.  A.  Hooze  in  Maria- 
poera,  het  zuidoostelijk  gedeelte  van  Borneo,  verzameld. 
Daaronder  vond  spreker  karakteristieke  fossielen  der  krijt- 
fonnatie,  vooral  ook  rudisten,  en  wel  verscheidene  soorten 
van  Sphaerulites  en  Radiolites,  Beide  geslachten  werd  on  vroeger 
ook  in  Engelsch  Indië  waargenomen  en  door  Stoliczka  be- 
schreven, terwijl  rudisten  in  de  Nederlandsche  bezittiugeD 
tot  nu  toe  nooit  waren  aangetroffen.  De  aanwezighiad  eener 
krijtformatie  op  Borneo,  die  reeds  door  Gkinitz  hoogst- 
waarschijnlijk werd  geacht,  blijkt  hieruit  met  zekerheid,  en 
wel  in  streken,  waar  oudere  dan  tertiaire  sedimenten  nog 
niet  ontdekt  waren.  Eene  meer  uitvoerige  bewerking  der 
krytfauna  hoopt  spreker  binnen  kort  te  kunnan  beginnen. 

Dezelfde  spreker  handelt  vervolgeus  over  eene  niensche- 
lijke  onderkaak,  in  1823  in  den  Caberg  bij  Maastricht  ge- 
vonden en  sedert  dikwerf  in  de  anthropo logische  literatuur 
genoemd,  omdat  het  voorwerp  aan  een  diluviaal  mensch 
werd  toegeschreven.  Spreker  bracht  de  kaak. ter  tafel,  be- 
nevens een  profiel,  opgenomen  door  den  opzichter  van  den 
waterstaat  G.  A.  van  der  Dussën,  werkzaam  bij  het  ontgra- 
ven der  Zuid-Willemsvaart,  bij  welke  gelegenheid  het  bedoelde 
overblijfsel  is  gevonden.  Het  profiel  gaat  vergezeld  van  een 
beschrij venden  catalogus,  en  al  hetgeen  over  de  vindplaais 
der  kaak  bekend  is,  doet  veronderstellen,  dat  die  in  jonge 
alluviale  afzettingen,  voorkomende  binnen  het  gebied  der 
Loessformatie,  heeft  gelegen  en  niet  van  diluvialen  ouder- 
dom kan  zijn.  De  zeer  frissche  toestand,  waarin  het  voor- 
werp nog  verkeert,  doet  buitendien  geenszins  aan  een  fossiel 
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enken;  terwijl  de  kaak,  volgens  den  hoogleeraar  ZaaijëR 
a  andere  anatomen,  ook  geenerlei  bijzonderheden  vertoont, 
ie  voor  een  hoogén  ouderdom  zouden  pleiten. 

—  De  Voorzitter  biedt,  uit  naam  van  den  Heer  van 
^KHMKLEN,  voor  de  werken  der  Akademie  aan  eene  verhan- 
leliog  van  den  Heer  G.  Reindeus  te  Wageningen :  » Over  de 
samenstt^lling  en  het  ontstaan  der  zoogenoenide  Oerbankon 
n  de  Nederlandsche  heidegronden*'.  Rapport  daarover  zal 
irorden  uitgebracht  door  de  Heeren  van  Bëhmelen  en  Martin. 

—  De  Ueer  Hoek  biedt  voor  de  boek  erg  der  Akademie 
iian  een  exeuiplaar  der  door  hem  bewerkte  »  Bibliographie  der 
Fauna  van  Nederland/' 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  Vergadering. 


BIJDRAGE  TOT  DE  KEN^slS  VAN  DE  CUPREÏN 


DOOR 


A.    C.    O  U  D  £  M  A  N  8    Jr. 


I. 


Door    de  vrijgevigheid  van  de  bekende  kinine-fabrikani 
HoviTARDS    and    Sons,    die  mij  eenige  hektogrammen  basi 
cupreïnesulfaat  afstonden,  werd  mij  de  gel^enheid  gegev< 
een  uitvoerig  onderzoek  in  het  v^rerk  te  stellen  omtrent  de  ci 
preine    en  hare  veibindingen  en  daardoor  mijne  kennis  oi 
trent  de  eigenschappen  der  kina-alkaloïden  te  vermeerdei 

Het    zout,  dat  mi)  ten  dienste  stond,  was  goed  krisital 
maar  eenigszins    vaal  van  tint.     Het  loste  in  overmaat 
zuren  tot  eene  lichtbruingeel  gekleurde  vloeistof  op. 

Om    daaruit  cupreïne    te  bereiden,  zou  men  geneigd  zgi 
de  in  verdund  zoutzuur  opgeloste  massa  door  alkaliën  — 
wel  door  ammonia  in  zwakken  overmaat  —  te  ontleden, 
cupreïne,    zooals  reeds  uit  het  onderzoek  van  Hksse  en 
Paul  en    Cownlky    is    gebleken,    in    overmaat    van  kali 
natron  —  en  zelfs  van  ammonia  —  gemakkelijk  oplost, 
wgze    van    doen    voert    intusschen    niet   tot  het  doel ;   wi 
wanneer    men    het    in    verdunde    zuren  opgeloste  sulfaat 
zwakken    overmaat  van  verdunde  ammonia  giet  en  snel  oi 
roert,    ontstaat    altyd    we^ler,    nevens    cupreïne,  eene  zek< 
hoeveelheid  van  het  moeil^k  oplosbare  basische  sulfaat. 

Ik    heb    er    mg    het    best    bij    bevonden,    de  cupreïne 
te    scheiden    uit    eene  oplossing  van  het  neutrale  (door 
deren    zuur   genoemde)  hydrochloraut,  die  men  zich  gei 
kel^k    op    de    volgende    wgze    bereidt.     Men  verwarmt 
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sche  sulÜEiat  met  zyn  tienyoudig  gewicht  aan  water, 
^  onder  gestadig  roeren  zooveel  zoutzuur  ,toe,  dat  de 
6a  opgelost  is  en  daarna  de  ter  precipitatië  van  het 
iTekuor  noodige  hoeveelheid  chloorbaryum.  Nadat  zich 
barjnmsulfaat  heeft  afgezet,  filtreert  men  de  vloei* 
:  door  dierl^ke  kool  en  giet  haar,  na  bekoeling,  on- 
voortdurend  roeren  in  eene  verdunde  oplossing  van  am- 
m  in  water.  Hierb^'  kan  men,  bg  gedeelten  werkende, 
1  door  den  reuk  laten  leiden  en  zoolang  met  de  toevoe- 
g  van  het  zure  vocht  voortgaan,  als  bij  het  omroeren 
reuk  van  de  ammonia  nog  even  duidelijk  voor  den  dag 
nt.  Het  is  niet  raadzaam,  omgekeerd  te  handelen  en  de 
monia  bg  het  zure  vocht  te  gieten,  tenz^  de  oplossing 
1  het  zout  zeer  verdund  z^,  omdat  dan  lichtel^k  uit  de 
lofising  van  het  gemakkel^k  oplosbare  neutrale  hydro- 
braat  eene  zekere  hoeveelheid  van  het  basische  hydro- 
ioraat  kan  ontstaan,  dat  zich  met  de  afgescheidene  cupreïne 
tmeugt,  later  door  het  ter  uitspoeling  dienende  water 
adt  opgelost  en  op  die  w^ze  verloren  gaat. 
De  verkregene  neerslag  wordt  nu  zoo  snel  mogelijk  met 
Imlp  van  den  BuNSEN^schen  toestel  afgefiltreerd  en  met 
md  water  uitgewasschen.  De  doorloopende  zwak  ammo- 
ikale  vloeistoflfen  behoeven  niet  te  worden  weggeworpen, 
kor  verdamping  daarvan  en  latere  toevoeging  van  eene 
^e  overmaat  van  ammonia,  verkrygt  men  daaruit  weder 
^  neeralag  van  cupreïne,  die,  ofschoon  gekleurd,  zeer  goed 
I  de  bereiding  van  sommige  cupreïne -zouten  kan  dienen. 
1^  de  beschrevene  bewerkingen  bemerkt  men  al  spoedig, 
tupreme,  in  vergelijking  van  de  meer  bekende  kina- 
loïden,  veel  grootere  neiging  vertoont  om  zich  onder 
inyloed  van  verschillende  invl«»eden  te  kleuren  en  te 
len.  Herhaalde  bewerkingen  van  hetzelfde  preparaat 
imping  en  oplossing)  voeren  doorgaans  tot  het  resul- 
dat de  massa  geelachtig,  bruin-  of  roodachtig,  ten 
bpa  zwart  wordt  gekleurd.  Dit  schgnt  vooral  plaats 
jpen  onder  den  invloed  van  oxydeerende  zuren,  zooals 
tteraour  en  chloorzuur,  en  van  alkaliën,  althans  onder 
invloed  van  ammonia.   Somtgds  verkrggt  men  door  het 
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yerdampen  van  dergelijke  gekleurde  oplossingen  tot  droog* 
wordens  en  latere  behandeling  met  water  een  zwart  poedoi 
als  residu,  dat  met  eene  donkerviolette  kleur  in  alkoUri 
en  ijsazijn  oplost  en  daaruit  bij  verdamping  duidelijk  kristat| 
lijn  achterbl^ft.  Do  hoeveelheid  daarvan  is  echter  altgd 
gering.  Zooals  later  zal  worden  vermeld,  ontstaat  daaryan 
ruime  hoeveelheid,  wanneer  het  neutrale  nitraat  in  drogav 
toestand  boven  zekere  grenzen  van  temperatuur  wordt  Terhib, 

Heeft  men  dergelgke  donkergekleurde  vloeistoffen  of 
cupreïne  te  verwerken,  dan  voert  het  gebruik  van  dierlgki 
kool  ter  ontkleuring  gewoonlijk  niet  tot  het  doel  en  ii| 
het  verkieselijk,  aan  het  vocht  allengskens  zooveel  yerduiH 
de  ammonia  toe  te  voegen,  dat  er  een  geringe  nederslag  i^ 
ontstaan.  Na  bezinking  is  het  vocht  min  of  meer  ontkleoii 
en  de  kleurstof  in  den  neerslag  overgegaan;  men  herhaal| 
deze  bewerking,  totdat  men  het  beoogde  doel  heeft  bereikt 

Het  alkaloïde,  dat  uit  de  oplossing  van  een  capreïnezoiil 
door  ammonia  is  afgescheiden,  heeft  menigmaal  eene  gèê 
tint,  vooral  wanneer  deze  laatste  niet  genoegzaam  wai, 
verdund.  Het  zuiveren  van  een  dergelijk  gekleurd  praeparaak 
geschiedt  het  best,  wanneer  men  de  massa  bij  zachte  wannto 
met  alkohol  van  70  pCt.  uittrekt;  daardoor  gaat  de  kleur* 
stof  met  een  deel  van  het  alkaloïde  in  oplossing;  het  a%e- 
filtreerde  residu  kan  nu  in  sterken  alkohol  worden  omg^ 
kristalliseerd  of  door  omzichtige  toevoeging  van  water  tot 
het  vocht,  b^  bekoeling,  in  kristalletjes  worden  afgescheiden. 

Volgens  deze  laatste  wijze  van  doen  scheidt  zich  een  seer 
groot  gedeelte  van  het  alkaloïde  zuiver  wit  uit  de  oplos- 
sing af,  terw^l  het  kristalliseeren  daarvan  door  ye> 
damping  van  sterk  alkoholische  oplossingen  allengs  weder 
aanleiding  geeft  tot  het  verkrijgen  van  een  min  of  meer 
gekleurd  produkt. 

Wat  nu  verder  de  eigenschappen  van  de  cupreïne  betreft, 
zoo  kan  ik  in  hoofdzaak  bevestigen,  hetgeen  daaromtrenti 
loor  Hessë  is  medegedeeld  *)•  ^ 


*)  Jnn,  der  CAem,  «.  Pharm,  930^  55  en  verv. 
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Cupreïne    lost  tamelgk  wel  in  sterken  alkohol  op,  weinig 

I  aether,  zwayelkoolstof,  benzol,  chloroform  en  petroleum- 
ether. 

Het    kristalliseert    uit    sterken    alkohol   in  den  vorm  van 
ieine  doorschynende  kristalletjes,  uit  (waterhoudenden)  aether 

II  den  Yorm  van  wratjes,  die,  volgens  de  ondervinding  van 
Iisss  en  ook  volgens  de  mijne,  2  moleculen  water  bevatten. 
iet  alkaloïde,  dat  door  toevoeging  van  water  aan  eene  warme 
Jkoholisehe  oplossing  wordt  afgescheiden,  bevat  altijd  eene 
leer  geringe  boe  veelheid  water,  ongeveer  1.3  procent,  wat 
overeenkomt  met  ^/^  molecule.  Dat  dit  water  niet  kan  ge* 
leht  worden,  door  hygroscopiciteit  te  z^jn  opgenomen,  maar 
verkelgk  scheikundig  is  gebonden,  schgnt  my  toe  daar- 
uit te  blgken,  dat  hei  uiterlijk  van  het  praeparaat  na  het 
Irogen  op  100  —  130^  zeer  wordt  veranderd;  vroeger  een 
VTJ  diclit  zandachtig  poeder,  gaat  het  over  in  eene  los 
samenhangende  massa  van  veel  duidelijker  kristallen  voor- 
komen. Ik  geloof  dan  ook  te  mogen  aannemen,  dat  de 
samenstelling  van  uit  slappen  alkohol  afgescheiden  en  aan 
de  lucht  gedroogde  cupreïne  beantwoordt  aan  de  formule 
SlCijHgaNgOj)  +  HgO. 

Voor  het  smeltpunt  van  bg  140^  gedroogde  cupreïne  vond 
Prof.  HooGEWEBTF  dtz  197^,  hetgeen  met  de  opgave  van 
Hbse  (198^)  goed  overeenstemt. 

De  analyse,  uitgevoerd  door  den  Heer  E.  H.  Ekkbr,  le- 
verde de  volgende  uitkomst  op: 

1)  0.7502  gram  luchtdroge  cupreïne,  uit  aether  gekristal- 
ïseerd,  verloren  b^  130— 1400  0.1008  gram  H^O  =  13.4  pCt. 

De  formule  C^gE^^^^O^-^  2Ecfl  vordert  10.4  pCt.  H3O. 

2)  0.2808  gram  uit  aether  gekristalliseerd  alkaloïde,  bg 
130®  gedroogd,  gaven  0.7602  gr.  COg  en  0.1865  gr.  H^O. 


Gievonden. 

Berekend. 

Ci9 

73.8 

73.5 

Hj2 

7.3 

7,1 

Na 

Oa 

~— . 

Hiermede  stemt  vrg  goed  overeen  de  uitkomst  der  analyse 
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van  het    neutrale   cUoroplatinaat,  ten  deele  door  den 
E.  H.  Ekkke,  ten  deele  door  mij  yerricht. 

1)  0.9461   gr.  van  het  zout  gaven  mg  bg  drogen  op  l^ 
een    verlies  aan  water  van  0.0265  gr.  of  2.8  pCt-,  h< 
beantwoordt  aan  1  molecule  kristalwater  (2.44  pCt.).  Van  hi 
zelfde  zout  gaven  0.4136  gr.  0.1094  gr.  platina  =  26.45 

De  formule  CigHg^NiO^,    Hg  Pt  Clg  f  HgO  vordert  26-i 
pCt.  Pt. 

2)  De  Heer  Ekker  verkreeg  van  0.5611  gram  bij  110 — 131 
tot  standvastig  gewicht  gedroogd  chloroplatinaat  0.6393 
en  0.1809  gr.  H^iO, 

Gevonden. 
Ci9  31.1 

3.7 


19 
Pt 

Cle 


Berekend. 

31.7 
3.3 


26.5 


26.3 


Cupreïne  gedraagt  zich  als  eene  tweezurige  basis  en  geei 
met  de  meeste  zuren  twee  reeksen  van  zouten,  die  ik  basi- 
sche   en    neutrale   zal  noemen.    Met  sommige  zuren,  zooal 
zwavelzuur,    vereenigt    het    zich    ook  nog  ter  vorming  vi 
een  zuur  zout,  waarvan  het  zuur  op  1  mol.  alkaloïde  tw< 
maal    grooter    is    dan    in  het  neutrale.    De  basische  zoutenl 
zijn  over  het  geheel  niet  zeer  oplosbaar  in  water,  de  neatralej 
en  zure  daarentegen  wel. 

Zooals  Hesse  reeds  heeft  opgemerkt,  zijn  oplossingen  vanJ 
basische    zouten    geel    gekleurd;  de  eigenaardige  citroengele] 
tint  dezer  vloeistoffen,  die  by  de  zuiverste  praeparaten  voor» 
komt,    moet    niet    worden   verward  met  de  bruingele  kleur, 
die  bg  langzame  ontaarding  ten  gevolge  van  verdamping  enz. 
wordt  waargenomen.     Dit  bl^kt  onder  anderen  daaruit,  dat 
de  witte    basische  zouten,  die  met  eene  gele  kleur  in  water 
oplossen,    met    watervr^en    alkohol   geheel  kleurlooze  oplos- 
singen geven.  De  oplossingen  van  neutrale  verbindingen  van 
cupreïne    met    kleurlooze    zuren    zijn    ongekleurd,  tenzy  bg 
verdunning    en     verwarming    door    dissociatie    eene    zekere 
hoeveelheid    basisch    zout  ontstaan  zg.     In  drogen  toestand 
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^n  de  volkomen  zuivere  neutrale  verbindingen  met  kleur- 
ooze  zuren  waarschijnl^k  ongekleurd  (het  hydroiodaat  uit- 
gezonderd, dat  oranjekleurig  en  het  hydrobromaat,  dat  geel 
■},  maar  het  is  mg  niet  mogen  gelukken,  neutrale  zouten 
D   groote  kristallen  geheel  ongekleurd  te  verkregen. 

B^  de  bepaling  van  het  soortel^k  draaiingsvermogen  van 
saprême  en  hare  yerbindingen  heb  ik  dezelfde  methode  ge- 
rolgd  als  vroeger  bg  m^n  onderzoek  omtrent  kinamine  en 
konkinamine. 

De   uitkomsten  werden  berekend  met  behulp  van  de  for- 

Va 
mnle  (a)     =  -; — . 
^  ^B         lp 

Yoor    de  oplossingen  Tan  het  vrige  alkaloïde  in  absoluten 

alkohol  verkreeg  ik  daarbg  de  volgende  resultaten: 
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Eene  bepaling  van  het  S.  D.  V.  in  alkohol  van  97  pCt. 
gaf  de  volgende  uitkomst : 
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l 
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Zouten  van  cuprunb. 

BoBxêch  hydrocldoraat  C^q  H22  Ng  Og,  H  Cl  +  H^  O.  Voor 
dit  in  kleurlooze  naalden  kristalliseerende  zoat  vond  ik  de* 
zelfde  Batnensielling  als  Hsssis.  ' 

0.4087  gram  zout  verloren  namelyk  by  drogen  op  140^0. 
0.0200  gram  H,  O  =  4.9  pCt.     Berekend  4.9   pCt. 

De  oplosbaarheid  in  water  werd  bepaald  rolgens  de  me» 
thode  van  Yictoe  Mbyer  en  wel  voor  eene  temperatniir 
yaii  16.3®  G.  7.8512  gram  van  eene  bij  die  temperatav 
verzadigde  oplossing  lieten  bij  verdamping  en  drogen  af 
130^  C.  een  overschot  achter  van  0.1370  grram.  Hienit 
berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  waterhondende 
zout  1  :  &3.5. 

üe  bepaling  van  het  soortelgk  draaiingsvermogen  in  wa« 
terige  en  alkoholische  oplossingen  leverde  de  volgende  uit* 
komst    op. 
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Neutraal  hydrodilaraat  C]g  H^z  ^2  ^2'  ^  ^  ^^^  watervrg  en 
gebonden  aan  twee  moleculen  kristalwater. 

Volgens  Hesse  bevat  dit  zout  geen  kristalwater  en  is 
het  gemakkel^k  oplosbaar  in  koud  water,  moeilijk  oplos- 
baar  in   sterk  zoutzuur. 

Naar  ntgne  ervaring  bestaan  er  twee  zouten,  waarvan 
bet  eene  watervr^  is  en  bg  temperaturen,  die  naar  mijne 
scbaitixig  boven  15^  liggen,  in  harde  kleurlooze  kristallen 
aanscliiet,  terwijl  het  andere  b^  winterkoude  in  verbinding 
met  twee  moleculen  water  verkregen  wordt  en  betrekkelgk 
groote  tot  het  rhombische'  stelsel  behoorende  kristallen 
Tormt,  die  veel  meer  neiging  bezitten  om  uit  het  omgevende 
water  kleurstof  op  te  nemen  dan  het  water  vrije. 

Het  is  mij  eenmaal  voorgekomen,  dat  eene  kristallisatie 
▼an  watervrg  zout,  over  dag  in  de  maand  November  1887 
aan  den  binnenwand  van  een  bekerglas  gevormd,  gedurende 
den  nacht  was  verdwenen  en  had  plaats  gemaakt  voor 
(proote  kristallen  van  waterhoudend  zout,  die  den  bodem 
van  het  vat  bedekten  en  een  geheel  ander  uiterl^k  voor- 
komen hadden. 

De    waterbepaling    van    het   laatstgenoemde    zout  leverde 
de  volgende  uitkomst  op: 

0.9648  gram  verloren  bg  drogen  op  140^  0.0748  gram 
=  8.3  pCt.  aan  gewicht.  De  formule  met  twee  moleculen 
water  eischt  een  gehalte  van  8.6  pCt.  Na  eenige  dagen 
staan  in  de  lucht  had  dit  zout  weder  0.0498  gram  water 
opgenomen,  d.  i.  ongeveer  5.1  pCt.  Het  zout  met  1  mole- 
cule water  zou  4.5  pGt.  water  moeten  bevatten.  Later  evenwel 
was  de  toename  in  gewicht  in  het  geheel  gelgk  aan  6.9  pCt. 
zoodat  het  sch^nt  dat  het  zout  onder  gunstige  omstandig- 
heden weder  het  geheele  gehalte  van  2H2O  kan  opnemen. 
De  oplosbaarheidsbepaling  volgens  de  methode  van  V. 
Meuer  leverde  de  volgende  uitkomst: 

{=15^.     4.2893    gram    verzadigde    waterige    oplossing 

gaven   als  droog  residu  (verhitting  op  140^  O.)  0.6500  gr. 

Oplosbaarheid  van  het  droge  zout  daaruit  berekend  1  :  5.60. 

t=  16^.3.  9.2511  gram  verzadigde  oplossing  gaven  als  droog 

residu  1.3014  gr.  Oplosbaarheid  van  het  droge  zout  1  :  6.11. 
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Wat  nu  verder  de  bepaling  van  het  S.  D.  V.  voor  op-' 
lossingen  in  water  betreft,  ik  heb  deze  uitgevoerd  zooirci! 
bg  het  watervr jje  als  bg  het  waterhoudende  zout  en  bniteii-' 
dien  ook  onder  toevoeging  van  een  overmaat  van  zoutzaax. 
De  uitkomsten  zgn  de  volgende: 
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BnüUch  hydrobramaat  Cjg  H^g  Nj  O2 ,  H  Br  +  Hj^O.  Dit 
sout  kristalliseert  even  als  het  basische  hydrochloraat  in 
den  vorm   van  witte  naalden. 

Eoristalwaterbepaling.  1)  0.8664  gr.  zout  verloren  bg  dro- 
gen op  1600  C  0.0384  gr.  water  =  4.4  pCt.  2)  0.6956 
gr.  zont  verloren  bij  drogen  op  I6OOC.  0.0298  gr.  water 
=  4.3  pCt.   De  formule  eischt  4.4  pCt.  water. 

Het  zont  is,  volgens  de  uitkomst  van  de  volgende  proef, 
moeil^ker  oplosbaar  in  water  dan  het  overeenkomstige  hy- 
drochloraat. 6.7774  gram.  van  eenebg  1 6^  verzadigde  oplos- 
sing lieten  by  verdampen  en  drogen  op  145^  C.  een  overschot 
achter,  "wegende  0.0526  gram.  Hieruit  berekent  men  voor 
de  oplos1>aarheid  van  het  waterhoudende  zout  1  :  122.2. 
Omtrent  het  S.  D.  Y.  verkreeg  ik  de  volgende  uitkomst: 
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NeiUraal  hydrobromaat,   CigHg^NgOg,    2HBr.  Watervrg 

en  met  2  H^  O  gekristalliseerd  naar  gelang  van  temperatuur. 

Waterbepaling  van  het  gehydrateerde  zout:  1.3496  gram 
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verloren  bij  drogen  op  1400  C.  0.0983  gr.  =  7.3  pC5L 
ter.  De  formule  eischt  7.0  pCt. 

Bepaling    van  de  oplosbaarheid:  6.8066  gram  bg  16® 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  na  verdamping  en  vf 
hitting  op  1450  een  overschot  van  0.5072  gram.  Oplosbi 
heid  hieruit  berekend  1  :  12.52. 

De    uitkomsten    omtrent  het  soortelgk  draaüngsvermi 
Toor  oplossingen   in  water   waren  de  volgende  (hierbij  wei 
het  watervrije  zout  gebruikt) : 


N». 

P 

r 

l 

i 

''D 

Tan  het 
zout 

1 

1 

r 

9 
9 

2 

9 
9 

3 

9 

0.3440  gr. 

9            9 
9           9 
9           9 

0.7178  9 

9           9 
9           9 

1.5427  9 

9           if 

22  cc. 

T    9 

9        9 
9        9 

24  9 

9       9 
9        9 

22  9 

9       9 

302.8  mm. 

#      9 

17°  C. 

90  0'  ^ 

8^56'  / 

\   8^57' 
8^56'  l 

8^55'  ) 

16°44'  \ 

16^^42'  ( 16<»43' 

16^42'  J 

37^59'" 

^37^59' 
37^58' i 

—189^.0 

184''  6 
~176«>.8 

-28l^' 

-2»»J 

Basisch  hifdroiodaaL  C^g  H22  N^  0^,  H  I.  Het  zout,  dat  ik 
onderzocht,  was  watervrg.  Het  verloor  b^  verhitting  op  140^ 
niets  aan  gewicht.  0.4545  gr.  gaven  0.2394  gr.  AgI,  het- 
geen overeenkomt  met  28.4  pGt.  lodium.  De  formule  van 
het  watervrge  zout  vordert  29.2  pOt.  I. 

Bepaling  van  oplosbaarheid:  6.0228  gram  van  eene  bg 
160  verzadigde  waterige  oplossing  lieten  na  verdamping  en 
drogen  op  1400  achter  0.0559  gr.  overschot.  Oplosbaarheid 
hieruit  berekend   i  :  106.6. 

Voor  het  S.  D.  V.  vond  ik  het  volgende: 
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Neutrcud  hydroiodaat  C^g  H22  N^  0^,  2  H  I  met  1  en  met 
2  HgO. 

Ik  verkre^  dit  zout  in  den  vorm  van  oranjegele  wratten 
en  in  den  yorm  van  tamel^k  groote  fraaie  donker  oranje- 
kleurige kristallen. 

Van  het  eerste  verloren  0.6357  gr.  bg  drogen  op  145^ 
0.0211  gr.  water  d.  i. :  3.3  pCt.  De  formule  met  1  H9O 
eischt  3.0  pGt. 

Van  het  tweede  verloren  1.2854  gr.  b^  drogen  op  150^ 
0.092  gr.  of  7.2  pCt.  water.  De  formule  met  2  H^O 
eischt  6  pCt.  Het  verschil  tusschen  de  gevondene  en  be- 
rekende hoeveelheid  laat  zich  daardoor  verklaren,  dat  het 
zont  nog  een  weinig  vochtig  was. 

Bepaling  van  oplosbaarheid  bg  16^  C.  10.700  gram 
verzadigde  waterige  oplossing  gaven  als  residu,  op  140^ 
gedroogd,  0.6494  gr.  zout.  Hieruit  berekent  men  voor  de 
oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout  1  :  15. 

Het  onderzoek  omtrent  het  S.  D.  V.  leverde  de  volgende 
uitkomst  op  voor  opl.  in  water. 
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^owcA  nitraat  CigHjaN^Og,  HNO3  +  2  Hg  O.  üit| 
zout  doet  zich  voor  in  den  vorm  van  fijne  witte  naalden. 
Bg  verhitting  onder  water  smelt  het  tot  eene  kleverige 
dikke  massa  en  bg  snelle  bekoeling  van  eene  heete  ge- 
concentreerde oplossing  scheidt  het  zich  als  eene  amorphe 
massa  af,  die  allengs  kristallen  wordt. 

Waterbepaling.  0.5000  gr.  verloren  door  drogen  op  120*^ 
0.8442  gr.  water  =  8.84  pCt.  De  formule  van  het  zout 
met  2  moleculen  kristalwater  eischt  8.8  pGt. 

Oplosbaarheidsbepaling.  12,525  gram  van  eene  bg  15^  C. 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  bg  uitdampen  en  drogen 
op  110^  G.  achter  een  overschot  van  0.1312  gram.  Hier- 
uit berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  waterhou- 
dende  zout  1 :  86. 

Zooals  uit  deze  uitkomst  blgkt,  mist  de  bewering,  dat  dit 
zout  in  water  zeer  oplosbaar  is,  allen  grond    '^). 

De  bepaling  van  het  S.  D.  V.  in  waterige  oplossing  le- 
verde de  volgende  uitkomst  op: 


•)  Pharm.  Journal,  Trantaethnt  [8]  XV  402,  (Paul  en  Cowmlk). 
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Neuraal  Nitraat    C19  Hgg  Ng  Ojj,  2  HNO3  +  H^O.  Deze 
verbinding     kristalliseert   in    prachtige    lichtgele    kristallen, 
welke    evenals    het    hydrochloraat    eene  aanzienl^ke  grootte 
kannen    bereiken.     Men    bereidt    het    gemakkelyk   door  bg 
het  alkaloïde  de  berekende  hoeveelheid  (getitreerd)  normaal 
salpeterznur  te  voegen.     Het  alkaloïde  lost  daarin  eerst  op; 
maar    weldra    scheidt    zich    het   zout  af,  dat  door  kristalli- 
seeren    nit  warm  water  gemakkelgk  te  reinigen  is.     Zooals 
reeds   in    den    aanvang    (zie    bl.    3)    werd    vermeld,  is  het 
tegen  den  invloed  van  hooge  temperaturen  niet  bestand.  B^ 
100^   verhit,    b^int  het  na  langen  tgd  reeds  versch^nselen 
van   kleuring    te    vertoonen;    bij    IIOO    in    fijn    verdeelden 
toestand  op  een  open  horlogieglas  verhit,  wordt  het  spoedig 
bruinachtig    en    naarmate    de    temperatuur    stijgt,  wordt  de 
massa  donkerder,  totdat  zij  ten  laatste  zwart  schgnt.  B^  be- 
handeling   met   water    verkr^gt    men  eene  donkerviolet  ge- 
kleurde   oplossing  en  blyft  er  een  zwartviolet  poeder  terug, 
dat   niet    in  water  oplost  en  bg  koking  met  gsazgn  en  al- 
kohol    eene    vloeistof   geeft,    die    bg    langzame   verdamping 
aan  de    lucht    een    kristalign    violet  residu  achterlaat.     De 
bedoelde  verandering  heeft  veel  gemakkelgker  plaats  in  open 
schalen   of   glazen    dan    in    buizen.     Bg   150^ — 160^  is  zg 
Tooi-al   gemakkelgk    waar   te    nemen.     Ik  behoud  mij  voor, 
later   omtrent    het  ontledingsprodukt  nadere  onderzoekingen 
te  doen. 

Waterbepaling.  0.5314  gr.  verloren  bg  drogen  op  1 05^ —  HüO 
0.0217  gr.  water  =  4.1  pCt.  De  formule  met  1  mol  U^  O 
eiseht  4.0  pOt. 


1 
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Dat  er  niet  meer  dan  1  mol.  kristalwater  in  het  zoatis, 
schijnt  mg  daaruit  te  bl^keii,  dat  b^  eene  proef,  waarbg 
het  zout  op  150®  werd  verhit,  onder  gedeeltelgke  ontl^ing 
en  ontwgking  van  salpeterzuur  een  gewichtsyerlies  werd  t^- 
kregen  van  slechts  6  pGt. 

Ten  aanzien  van  de  oplosbaarheid  in  water  werd  het  ?ol- 
gende  resultaat  verkregen. 

10.3340  gr.  van  eene  by  17^  C.  verzadigde  oplossing  lie- 
ten een  bg  100^  op  het  waterbad  gedroogd  overschot  terug 
van  0.7570  gr.  Hieruit  berekent  men  eene  oplosbaarheid 
van  het  waterhoudende  zout  van  1  :  12,2.  Deze  ui&omstis 
evenwel  slechts  eene  benadering  tot  de  waarheid,  omdat  het 
uitdampen  van  de  waterige  oplossing  steeds  het  ontaarden 
en  bruin  worden  van  de  massa  ten  gevolge  heeft,  die  vooral 
op  het  laatst  zeer  merkbaar  is. 

Wat  verder  het  S.  D.  V.  in  waterige  oplossing  betreft, 
zoo  kan  de  uitkomst  daarvan  uit  het  volgende  overzicht 
worden  opgemaakt: 
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Hierait  sch^nt  te  blyken,  dat  beneden  en  boven  zekere 
eoncentratie  een  gelijk  soortelijk  draaiend  vermogen  kan 
worden  waai^enomen,  terwgl  verder  bij  sterkere  verdnnning 
dit  S.  V.  D.  gestadig  toeneemt.  Sterkere  oplossingen  dan  die 
onder  n^.  5  is  vermeld  heb  ik  niet  gebruikt,  omdat,  zooals  uit 
het  bovenstaande  bl^kt,  al  spoedig  oververzadigde  soluties 
zouden  verkr^en  zyn,  die  onder  de  waarneming  konden 
kristalliseeren. 

Basisch  chloraat.  Cxg  H^q  N2  0^  -f  H  Cl  O3.  Het  basische 
chloraat  is  water vrg,  zooals  mg  bij  droging  van  verschil- 
lende praeparaten  tot  op  150^  bleek.  Het  kristalliseert 
in  fijne,  witte,  tot  knolvormige  aggregaten  vereenigde 
naaldjes.  De  oplossing  daarvan  in  heet  water  kleurt  zich 
allengskeiis  bruinrood  en  wordt  daarb^  steeds  donkenier. 
Eene  verdunde  oplossing  van  het  zuivere  zout  vertoont,  in 
t^enoverstelling  van  al  hetgeen  ik  bg  andere  zouten  heb 
gezien,  geene  de  minste  gele  kleuring. 

Bepaling  van  oplosbaarheid.  9.482  gram  van  eene  bg  14^ 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  bg  uitdampen  en  drogen 
op  Wïfi  een  overschot  achter  van  0.1936  gr.  Hieruit  be- 
rekent men  voor  de  oplosbaarheid  1  :  48. 

De  resultaten  omtrent  het  S.  D.  V.  van  het  zout  waren 
de  volgende; 
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Neutraal  chloraat.  C19  H22  Ng  Og,  2  H  Cl  O3  +  arH^O. 
Dit  zout  bereidde  ik  door  dubbele  ontleding  van  de  bere- 
kende hoeveelheden  neutraal  sulfaat  en  zuiver  gekristalliseerd 
baijumchloraat.  Na  filtratie  van  het  afgescheidene  baryum- 
Bolfaat   verkreeg   ik  eene  bgna  kleurlooze  oplossing,  di^,  in 
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uiterst  dunne  lagen  aan  de  lucht  verdampt,  eerst  een  amorph 
vemis  achterliet,  dat  echter  b^  lang  staan  in  eene  straal- 
Yormige  kristall^ne  massa  veranderde.  Het  verdampen  van 
eene  groote  hoeveelheid  oplossing,  eerst  op  het  waterbad  en 
later  onder  den  exsiccator,  waarby  de  massa  steeds  donkerder 
van  kleur  werd,  leidde  tot  het  verkrggen  van  eene  byna 
zwarte,  zeer  dikke  gomachtige  massa,  die  in  verloop  van 
een  paar  maanden  kristall^ne  structuur  aannam.  Uit  deze 
proef  bl^kt  de  groote  oplosbaarheid  van  het  zout  en  tevens 
de  moeil^kheid  om  het  S.  D.  Y.  daarvan  te  bepalen. 

Basisch  perchloraat  C19  H^gNgOj,  H  Cl  0^  +  1^  HgO. 
Wanneer  men  dit  zout  bereidt  uit  alkaloïde  en  eene  niet 
al  te  verdunde  warme  oplosssing  van  overchloorzuur,  zet 
zich  by  bekoeling  eene  gele  olieachtige  massa  af ;  deze  ver- 
andert echter  onder  het  vocht  langzamerhand  in  nagenoeg 
kleurlooze  kleine  kristalletjes,  die  uit  kokend  waterkannen 
worden  omgekristalliseerd  en  zich  dan  veel  gemakkelijker 
vormen,  bg  vrgwillige  verdamping  zelfs  zich  in  net  ge- 
vormde kristalindividuen  aanzetten. 

Bepaling  van  kristal  water.  1^.  0.4110  gram  zout  ver- 
loren bg  drogen  op  1350  C.  jO.0243  gram  water  =  5.7 
pCt. 

2)  0.9455  gr.  verloren  bij  drogen  op  1350  0.0600  water 
=  6.3  pCt. 

3)  0.6338  gr.  verloren  bg  drogen  op  1350  0.0404  water 
=  6  3  pCt. 

De  formule  met  IJ  mol.  kristalwater  vordert  6.2  pCi 
De  bepaling  van  de  oplosbaarheid  in  water  gaf  het  vol- 
gende resultaat:  7.493  gram  bg  IIOQ.  verzadigde  oplossing 
lieten  als  op  110"^  gedroogd  residu  0.0420  gram  ach- 
ter. Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het 
waterhoudende  zout  1 :  167. 

I^eutraal  perchloraat.  Cjg  H22  Ng  O2,  2  H  Cl  O4.  Ik  be- 
reidde dit  zout  door  de  berekende  hoeveelheden  neutraal 
cupreinesulfaat  en  baryumperchloraat  in  heete  oplossin- 
gen bij  elkander  te  voegen.  De  van  het  baryumsulfaat  ai- 
gefiltreerde  vloeistof  was  lichtgeel  gekleurd  en  werd  DaYrij 
aanzienlgke    concentratie   op  het  waterbad  onder  eenen  ex- 
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nccator  weggezet.  Allengs  vormden  zich  aan  den  rand  van 
ie  vloeistof  witte  vezelachtige  kristalaggregaten  en  tevens 
op  den  bodem  van  het  vat  eene  olieachtige  vloeistof  (waar- 
sehynlgk  een  bepaald  hydraat).  Werden  de  kristallen  weder 
m  de  vloeistof  ondergedompeld,  dan  losten  z^j  toch  in  de 
bovenste  laag  spoedig  weder  op;  dit  mag  in  zooverre  ver- 
irondering  baren,  dat  men  met  het  oog  op  de  afgescheidene 
olieachtige  massa,  het  bovenstaande  vocht  al  licht  voor  ver- 
Eadigd  zou  houden. 

Bepaling  van  kristalwater.  0.6776  gram  zout  verloren 
bg  verhitten  op  1350  C.  0.464  gr.  water  =  6.8  pCt.  De 
formule  eischt  een  gehalte  van  6.6  pCt. 

Boiüch  sulfaat.  2  (CigH^aNaOg),  H^SO^  +  6  H^O.  Hbssb 
bepaalde  de  samenstelling  van  dit  zout  en  vond,  dat  het 
weinig  in  water  oplosbaar  was.  Ik  verkreeg  het  nooit  anders 
dan  in  den  vorm  van  zeer  lichte  vlokken,  die  op  een  fil- 
tmm  tot  eene  papierachtige  massa  samenkleven.  In  alkohol 
is  het  ook  slecht  oplosbaar.  0.4131  gr.  verloren  bij  drogen 
op  1400  C.  0.0549  water  =  13.3  pCt.  De  formule  eischt 
13.1  pCt.  H2O. 

Oplosbaarheidsbepaling.  1)  19.7622  gram  van  eene  bij 
17^  C.  verzadigde  waterige  oplossing  lieten  by  verdampen 
en  drogen  op  120^  C.  0.0208  gr.  residu  van  watervry  zout. 
Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  water- 
houdende  zout  1  :  813.  2)  29.1600  gr.  van  eene  bij  100^  O. 
veizadigde  oplossing  lieten  bij  verdampen  en  drogen  op  120^  C. 
eene  residu  achter  van  0.1202  gr.  watervrij  zout.  Hieruit 
berekent  men  voor  de  oplossing  van  het  waterhoudend  zout 
1 :  209. 

Neutraal  sulfaat.  C19  H22  Ng  Og ,  Hg  SO4  +  2  Hg  O.  Hessb 
vond  van  dit  zout,  dat  het  in  heet  water  tamelijk,  in 
koad  water  slecht  oplosbaar  is  en  geeft  op,  dat  het  1  mo- 
lecule kristalwater  bevat.  Mijne  ervaring  strookt  daar- 
mede niet,  zooals  blijken  kan  uit  de  volgende  resultaten  der 
analjBe: 

Kristalwater.  1)  0,4387  gr.  verloren  op  120^  C  0.0098 
gr.  Hg  O  maar  op  140^^  0.03ü6  gr.  Hg  O.  Dit  laatste  cijfer 
komt  overeen  met  8.3  pCt. 
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2)  1.2787  gr.  verloren  door  drogen  op  145«  0.0998  gr/ 
HgO  =  7.8  pCt. 

Dit  gehalte  aan  water  werd  door  het  aan  de  lacht  staande 
zont  weder  binnen  een  paar  dagen  geheel  opgenomen. 

Zwavelzuurbepaling.  3)  Het  lesidu  bi]  het  drogen  van. 
0.4387  gr.  zout  (zie  proef  1)  leverde  0.2332  gr.  BaSO^ 
=  0.09826  gr.  H^SO^  =  22.4  pCt. 

4)  Het  residu  van  1  2787  gr.  zout  uit  proef  2)  leverde 
0.6763  gr.  BaSO^  =  22.3  pCt.  H2SO4. 

AIzoo 


Gevonden. 

Berekend  naar  de  formule 

1.              8. 

C„H„N,0,.  H,SO«+2H,0 

HjO 

8.3         7.8 

8.1 

SO^Uj 

22.4       22.3 

22.1 

Ten  aanzien  van  de  oplosbaarheid  werd  de  volgende  mi- 
komst  verkregen: 

1)  10.068  gram  van  eene  na  lang  staan  bij  17^  C.  ver- 
zadigde waterige  oplossing  gaven  na  uitdampen  en  drogen 
op  lage  teniperatunr  een  residu  van  gekristalliseerd  zout,  we- 
gende 0.1473  gram.  Hieruit  berekent  men  eene  oplosbaar- 
heid van  1  :  70.1. 

2)  Eene  volgens  de  methode  van  Victoe  Meijer  bereide 
bij  16^  verzadigde  oplossing  gaf  op  10.898  gram  vocht  een 
residu  van  0.1473  gr.  op  110^  gedroogd  zout;  dit  komt 
overeen  met  eene  oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout 
van  1  :  73.04. 

In  alkohol  is  het  zout,  zelfs  in  de  warmte,  slecht  op- 
losbaar. 

De  uitkomsten  ten  aanzien  van  het  soortel^k  draaüngs- 
vermo^^en  in  waterige  oplossingen,  zijn  de  volgende: 
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Hierait  blgkt  dat,  even  als  gewoonlgk  wordt  waargeno- 
Ben,  met  eene  grootere  concentratie  een  grooter  soortelgk 
baaiingsYermogen  overeenkomt. 

Zmir  sulfaat.  CigHg^N^Oa,  2H2SO4,  +  SHj^O.  Wan- 
leer  men  het  voorgaande  zout  met  iets  meer  dan  de  be- 
rekende hoeveelheid  zwavelzuur  by  verwarming  in  oplos- 
BDg  brengt  en  de  vloeistof  wordt  geconcentreerd,  zet  zich 
teo  slotte  een  zout  in  vezelige  naalden  af,  dat  aan  de  opge- 
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gevene  samenstelling  beantwoordt.  Het  is  in  water  zeerof^ 
losbaar,  minder  in  sterk  zwavelzuur ;  ook  door  alkohol  wi 
het  tamelyk  goed  opgenomen.  De  eenigzins  verdunde 
lossing  van  het  zuivere  zout  wordt  bij  verwarming  vrg 
makkelgk  ontleed  en  daaruit  zetten  zich  dan  bg  bekoelin| 
kristallen  van  het  voorgaande  zout  af. 

De    analyse    van    de    verbinding  leverde  de  volgende  mU 
komsten : 

Waterbepaling.    0.5046    gr.    verloren  bg  drogen  op  120* 
0.0494  gr.  HjO. 

Bepaling  van  zwavelzuur.  0,4162  gr.  gaven  0.8522  BaSO| 
=  0.1484  gr.  HaS04. 


Ha  O 
H2SO4 


Gevonden. 

9.8 
36,7 


Berekend  naar  de  formule 
C„H„N,0„  2B,SO4  +  3H,0. 

97 
35.0 


Basisch  forviiaat.  Cjg  Hj^  Ng  Og,  C  H2  Ojj.  Het  basische  for- 
miaat  kristalliseert  in  den  vorm  van  fijne  witte  naaldjes, 
die  in  water  slecht  oplosbaar  zijn.  Het  is  watervrg ;  althans 
werd    bg    drogen  op   140^  C.  geen  gewichtsverlies  bespeari 

Oplosbaarheidsbepaling.  12.986  gram  van  eene  bij  16^  C. 
verzadigde  waterige  oplossing  gaven  bij  uitdamping  een 
residu  van  0.1174  gr.  droog  zout.  Hieruit  berekent  men 
voor  de  oplosbaarheid  in  water  eene  verhouding  van  1  :  110. 

Eene  bepaling  van  het  S.  D.  V.  leverde  het  volgende 
resultaat : 
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ffeuiraal  formiaat  C10H22N2O2,  2CH2O3  +  .r  H2O.  Lost 
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men  het  Toorgaande  zout  in  eene  zwakke  overmaat  yan 
nierenzuur  op,  dan  verkrijgt  men  eene  vloeistof,  die  onder 
eenen  exsiccator  strooperig  wordt  en  eindelijk  in  dunnere 
lagen  sporen  van  kristallisatie  vertoont. 

Basisch  acetaat  CjgHggNgOg,  C2H4O2  +  2H2O.  Door 
zachte  verwarming  van  cupreïne  met  eene  zwakke  over- 
maat van  azijnzuur  wordt  eene  verbinding  verkregen,  be- 
antwoordende aan  de  opgegeven  samenstelling.  Het  vormt 
uiterst  fijne  wollige  naaldjes  en  lost  moeilgk  in  water  op. 
De  oplossingen  zijn  in  hooge  mate  vatbaar  voor  overver- 
sadiging. 

Bepaling  van  kristalwater.  1)  0.5974  gram  verloren  bg 
dn^en  op  1400  0.0496  gr.  HgO  =  8.3  pCt.  2)  0.9276  gr. 
verloren  bij  drogen  op  1400  0.0706  gr.  H20  =  7.6  pCt. 

De  formule  eischt  8.8  pCt.  Hg  O.  Dat  het  zout  geen  azgn- 
zunr  had  verloren,  blgkt  daaruit,  dat  het  by  koken  met  wa- 
ter weder  geheel  oploste. 

Bepaling  van  oplosbaarheid  in  water,    1)  7.912  gram  van 
eene    bg     170  C.  verzadigde  oplossing  lieten  bij  verdamping 
en    drogen    op    1300    een    overschot  achter  van  O  0760  gr. 
Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  water- 
houdende    zout    1:85.    2)    10.294  gram  van  eene  by  lOOO 
C.    verzadigde    oplossing  lieten  op  dezelfde  wijze  een  droog 
overschot  achter  van  0.5214  gr,  hetgeen  overeenkomt  met 
eene    oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout  van  1:17. 
Neutraal     acetaat.       Cjg  Hg^  N^  Og,    2  Cj  H4  O2  +  a?  Hg  O. 
Door  het  voorgaande  zout  in  overmaat  van  azgnzuur  op  te 
lossen    en    aan  vr^willige  verdamping  bloot  te  stellen,  ver- 
krggt    men    eene    amorphe    strooperige    massa,    die  tot  een 
vernis   opdroogt    en    waar&chijnlgk    het  neutrale  zout  voor* 
stelt. 

Basisch  oxalaat.  2  (C19  Hgg  Ng  Og),  C^  Hg  O4  +  2  Hg  O. 
Paul  en  Cowkley  beschreven  dit  zout  en  vermelden  er  van, 
dat  de  oplossing  tot  een  vernis  opdroogt,  waarin  hier  en 
daar  kristallen  voorkomen.  Inderdaad  verkr^gt  men,  wan- 
neer het  zout  door  dubbele  ontleding  van  het  hydrochloraat 
of  nitraat  en  ammoniumoxulaat  in  tamelijk  geconcentreerde 
oplossing  wordt  bereid,  eerst  eene   afscheiding  van  olieach- 
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tige  druppeltjes,  die  zich  allengs  op  den  bodem  van  bet 
als  eene  gele  amorphe  taaie  harsachtige  massa 
maar  deze  gaat  allengs  geheel  in  eene  kristallgne 
over.  Lost  men  die  in  kokend  water  op  of  zorgt  men 
de  straks  beschreven  proef,  dat  de  oplossingen  een  verdoni 
ningsgraad  hebben,  waarbij  zich  slechts  weinig  zont  ka 
afzetten,  dan  verkr^gt  men  ongekleurde  dnidelgke  kristil 
letjes.  De  waterige  oplossing  van  het  zout  is  zeer  ondeihe* 
vig  aan  oververzadiging. 

Bepaling  van  kristalwater.  0.4788  gram  zont  verloren  li| 
drogen  op  130^  C.  0.0268  gram  water  =  5.6  pCt  ïk 
formule  eischt  insgelgks  5,6  pCt. 

Bepaling  van  de  oplosbaarheid  in  water.  22.527  gram  vu 
eene  bij  18^  O.  verzadigde  oplossing  lieten  by  verdamping 
en  verder  drogen  op  140^  een  overschot  achter  van  0.0511 
gram.  Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  hel 
waterhoudende  zout  1  :  407. 

Neutraal  oxalaaU  Cjg  Hg^  N^  O2,  Cg H^  O4  +  j?  H^  O.  Lost 
men  onder  zachte  verwarming  1  mol.  cupreïne  in  eene 
geconcentreerde  oplossing  van  1  mol.  zuringzuur  op,  zoo 
verkrijgt  men  eene  strooperige  vloeistof,  die  bg  verdere 
verwarming  plotseling  eene  groote  hoeveelheid  van  een  wit 
zout  afscheidt.  Dit  zout  is  het  voorgaande  basische.  Brengt 
men  door  toevoeging  van  meer  water  en  verwarming  alles 
weder  in  oplossing  zoo  kristalliseert  bg  bekoeling  al- 
lengs het  basische  oxalaat  in  fraaie  netgevormde  kristallen. 
De  afgegoten  vloeistof  gaat  hiermede  voort,  tot  dat  er  ten 
laatste  een  vocht  overblijft,  dat  tot  eene  gomachtige  massa 
uitdroogt. 

Basisch  tartraat.  2  (Cjg  H^g  N^  O^) ,  C4  Hg  Oe  +  2  Hj  O, 
Deze  verbinding  kristalliseert  door  toevo^ng  van  alkali- 
tartraat  bg  eene  warme  niet  te  verdunde  oplossing  van  ba- 
sisch hydrochloraat  of  nitraat  in  den  vorm  van  dunne  witie 
naaldjes. 

Hessb,  die  het  zout  beschrijft,  vond  dezelfde  samenstel- 
b'ng  als  hier  boven  aangegeven  is.  Mijne  uitkomsten  waren 
de  volgende: 

1}  0.6233  gram  tartraat  verloren  bg  drogen  op  140^  C. 
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D.0289  gr.  H2O  =  4.6  pCt  2)  0  8984  gram  tartraat  ver- 
loren bg  drogen  op  140^  0.0418  gr.  Hg  O  —  4.6  pCt.  De 
iormule  eischt  4.4  pGt.  Het  geheele  gehalte  aan  kristalwa- 
ier  wordt  door  staan  aan  de  lucht  allengs  weder  opgenomen. 
Zooals  reeds  Paul  en  Cowkley  opmerkten,  is  het  zout  iets 
meer  oplosbaar  dan  het  overeenkomstige  tartraat  van  kinine 
en  cincbonidine ;  dit  bl^kt  uit  het  resultaat  van  de  volgende 
proef. 

10.1390  gram  van  eene  bg  16^  verzadigde  oplossing  lever- 
den bg  verdamping  en  droging  op  150^  een  overschot,  we- 
gende 0.0017  gram.  Hieruit  berekent  men  voor  de  oplos- 
baarbeid  van  het  waterhoudende  zout  1  :  571. 

Neutraal  tartraat.  Het  is  mij  tot  nog  toe  niet  gelukt, 
deze  verbinding  in  kristallen  te  verkrijgen.  Voegt  men 
één  molecule  w^nsteenzuur  en  één  molecule  cupreïne  bij 
elkaar  onder  toevoeging  van  eenig  water  ter  oplossing,  dan 
verkrggt  men  geene  homogene  vloeistof ;  er  wordt  eene 
zekere  hoeveelheid  basisch  tartraat  gevormd,  die  niet  oplost 
en  er  blgft  eene  zure  vloeistof  over,  die  bij  voorzichtig 
uitdampen  een  amorph  overschot  achterlaat,  waarin  zich 
hier  en  daar  kristalletjes,  waarschijnlgk  van  het  zure  tar- 
traat, yertoonen. 

Zuur  tartraat.  C19  H22  N2  0^ ,  2  C4  Hg  Og  -j-  H^  O.  Big  eene 
proef  voegde  ik  1  molecule  cupreïne  en  eene  geconcentreerde 
oplossing  van  4  mol.  wijnsteenzuur  bij  elkaar.  Bij  lang 
verwarmen  loste  alles  tot  eene  heldere  vloeistof  op,  die  in 
een  smal  en  hoog  bekerglas  onder  een  exsiccator  verdampt, 
eindel^k  vrg  groote  kleurlooze  kristallen  afzette.  Deze,  met 
warm  water  behandeld,  ondergingen  eene  ontleding,  waarbij 
basisch  tartraat  werd  gevormd. 

0.4847  gram  van  dit  zout  verloren  bij  drogen  op  1350  C. 
0.0120  gr.  H2O  =  2.5  pCt.  Het  residu,  met  water  gekookt 
en  met  0.885  X  normale  kalioplossing  getitreerd,  vorderde 
2.5  C.C.  daarvan,  om  eene  neutrale  reactie  te  voorschyn  te 
brengen.  Hieruit  berekent  men  voor  het  wynsteenzuurge- 
halte,  dat  vr^  gekomen  is  (Vé^^^^  li^tgelieel)  0.16593  gr.  = 
34.3  pCt. 
De  aangegevene  formule  van  het  zure  zout  vordert  2,9  pCt. 
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water  en  35.8  pCt.  vrg  wgnsteenzaur.  De  afwgking  tos- 
schen  de  berekende  en  de  gevondene  hoeveelheid  wgnsteenzuar 
laat  zich  verklaren  uit  de  geringe  hoeveelheid  stof,  die  ik 
voor  de  analyse  kon  gebruiken. 

Neutraal  chloroplatinaat.  Cjg  Hg^  N2  O^,  H2  Pt  Clg  +  Hg  0. 
Hbsse  geeft  voor  het  kristalwater  van  dit  zout  op  een  ge- 
halte van  2.28  pGt.  beantwoordende  aan  1  H2  O.  Het  door 
my  bij  dubbele  ontleding  van  neutraal  hydrochloraat  met 
platinachloorwaterstofzuur  bereide  praeparaat  bevatte  eveneens 
1  H2  O,  zooals  bljjkt  uit  het  volgende : 

0.9461  gram  verloren  na  drogen  op  1500  0.0217  gram 
water  =  2.3  pCt. 

De  formule  eischt  een  gehalte  van  2.44  pCt. 

Het  schgnt  echter,  dat  het  lichaam  ook  watervrg  kan 
voorkomen,  want  een  ander  maal  verloor  eene  hoeveelheid 
van  0.5727  gr.  bij  drogen  op  150^  slechts  0.0028  gr.  d.i. 
1/2  pCt.  water. 


Wanneer  men  de  uitkomsten  vergelijkt,  die  ten  aaDzien 
van  het  S.  D.  V.  der  cupreïnezouten  in  waterige  oplossing 
onder  nagenoeg  gelijke  voorwaarden  van  concentratie  zgn 
verkregen,  dan  ziet  men  weder  hetzelfde  verschijnsel,  waarop 
ik  reeds  vroeger  herhaaldelijk  opmerkzaam  heb  gemaakt, 
namel^k  dat  aan  het  alkaloïde  in  basische  en  neutrale  zou 
ten  een  verschillend  eigen  S.  D.  V.  toekomt  en  wel  zóó, 
dat  dit  voor  elke  reeks  van  zouten  nagenoeg  gelgk  is.  Het 
S.  D.  V'.  is  in  de  basische  verbindingen  steeds  veel  lager 
dan  in  de  neutrale. 

Wat  dus  vroeger  vooral  bij  de  twee  door  my  onderzochte 
alkaloïden  apocinchonine  en  hydrochloorapodnchoniDe  dni- 
delgk  werd  aangetoond  ^j,  vinden  w^  hier  terug.  Dit  blgkt 
voldoende  uit  het  volgende  tabelletje,  waarin  de  S.  D.  7. 
zgn  opgenomen,  welke  ik  voor  verdunde  oplossingen  van 
nagenoeg  gelijke  concentratie  heb  waargenomen. 


•)  Ferêlagen  en   Mededeelingen   der  K.  A,  v.  W.,  Deel  XVIII,  blz.  1 
en  vervolj^. 
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Namen  der  zuren,  waaraan  het 
alkaloïde  is  gebonden. 


8.  D.  V.  Tan  bet 

alkaloïde  in 
oplossingen  van 
basische  zouten. 


8.  D.  V.  Tan  het 

alkaloïde  in 
oplossingen  van 
neutrale  zouten. 


Chloorwatersto&uur 
Broomwaterstofeuur . 


JoodwaierstofEuur. 


Salpeterzunr. 
Chloorzuur.. 


Zwavelzuur 
Mierenzuur 


—  182^ 

—  191*^1 
~  178^1 

—  182^5 

—  184^4 


—  282<>6 

—  287*'7 

—  283^2 

—  289<>i 


—  289^9 


188^0 


Waarschgnlgk  zullen  de  maxima  van  S,  D.  V.,  verkregen 
door  aan  één  molecule  van  het  alkaloïde  in  hetzelfde  volu- 
men vloeistof  betrekkelijk  meer  en  meer  zuur  toe  te  voegen, 
eene  nog  betere  overeenkomst  toonen,  dan  de  in  de  laatste 
kolom  opgenomen  cgfers. 

In  elk  geval  bevestigt  het  thans  verkregen  resultaat  mg 
op  nieuw  in  de  vromer  uitgesproken  meening,  dat  de  bepa- 
ling van  het  S.  D.  Y.  een  middel  kan  opleveren,  om  het 
scheikundig  karakter  van  optisch  actieve  alkaloïden  te  leeren 
kennen  en  te  beslissen  of  zij  éon-,  twee-  of  meerzurig  z^n. 


NOTIZ  ÜBEE  DEN  ANGEBLICH  F0S3ILEN. 


MENSCHLICHEN  UNTERKIEFER 


VOM  CABERGE  BEI  MAASTRICHT. 


TON 


K.    MARTIN. 


Boim  Ausgraben  der  Zuid- Willemsvaart  wurde  im  Jahie 
1823  zwischen  Maastricht  und  dem  gegenüber  Itteren  an  dei- 
Maas  gelegenen  Hocht  eine  Reihe  von  vorweltlicben  Thier- 
resien,  menschlichen  Gebeinen  und  anderen  Gegenstandeo 
gefunden.  Hiemnter  war  anch  ein  menschlicher  ünterkiefer, 
den  Grahay  fdr  fossil  erklarte,  und  welcher  seither  in  der 
anthropologiscben  Literatur  wiederholt  genannt  worden  ist, 
indem  er  verschiedenen  Forschern  als  Ausgangspunkt  weit- 
tragender  Spekulationen  diente*^). 

Aus  solcbem  Anlasse  ersuchte  mich  G.  de  Mortillih:  im 
Jahre  1880  um  einen  Gypsabguss  der  »eélèbre  machoire 
hamaine  des  alluvions  quatemaires  de  Maestricht'*,  in  der 
Meinung,    dass    der    Ünterkiefer   im    Leidener  Museum  tot- 


•)  Vgl.  Hierüber :  Casimir  Ubaghs.  L'age  et  rhoinme  préhistorique  et 
868  utensües  de  la  station  lacustre  pres  Maastricht.  Ruremonde  (Jahreszshl 
fehlt).  —  Hier  finden  sich  auch  ansführliche  Auszüge  aas  der  Mittheilufig 
Crahay's,  die  nrsprünglich  erschienen  ist  im :  Metutger  dei  êcieneet  et  det 
arts,  première  livr.  1823,  Grand.  Ich  stütze  mich  auf  diese  Auszüge,  da 
es  mir  nicht  gelang,  die  Originalarbeit  zn  erhalten. 
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handen  sei.  Freilich  war  dies  niclit  der  Fall ;  aber  es  gelang 
mir,  im  zoologischen  Beichs-Musenm  ein  sehr  sorgfaltig  ge'> 
zeidmeies  Profil  aufzofinden^  in  das  die  Fundorte  des  Eie- 
fers  tind  der  diluyialen  Thierreste  eingetragen  waren  nnd 
welches  G.  A.  v.  n.  DvsdBN,  Opzichter  vanden  Waterstaat, 
1824  gezeichnet  hatte.  Derselbe  hatte  anch  die  betrefienden 
Objekte  gesammelt,  und  bereits  in  182S  war  von  letzteren 
ein  ansfOhrlicher,  beschreibender  Catalog  angelegt  worden, 
der  sich  im  Archive  des  geologischen  Museums  vorfand. 
Auch  war  in  der  Sammlung  eine  grosse  Zahl  derausgegra- 
benen  Enochen  und  Zahne  vorhanden,  wahrend  das  Uebrige 
in  Yerschiedene  andere  Museen  zerstreut  worden  ist. 

Das  gesammte  Material  Yon  diluyialen  Besten  und  von 
Aufzeichnungen  gestattete  mir  schon  damals,  den  Schluss  zu 
ziehen,  dass  der  in  Bede  stehende  ünterkiefer  yielleicht  gar 
nicht  fossil  sei,  und  ich  theilte  das  Besultat  meiner  Unter- 
suchung  6.  DB  MoBTiLLBT  mit,  ohne  indessen  je  zu  erfahren, 
ob  Derselbe  hiervon  Gebrauch  gemacht  habe.  Das  Gleiche 
berichtete  ich  spater  mündlich  Herrn  Ubaghs,  welcher  1.  c. 
meine  Zweifel  theilt  —  freilich  zum  Theil  aus  irrigen  Grün- 
den,  da  er  sich  im  Wesentlichen  auf  die  in  mehrfacher  Hin- 
sicht  unrichtigen  Angaben  yon  Grahay  stützte  *).  Die  Frage, 
ob  der  mensehliche  Ueberrest  fossil  sei,  blieb  auch  bei  Ubaghs 
noch  offen. 

Inzwischen  stellte  sich  heraus,  dass  der  Ünterkiefer  im 
anatomischen  Cabinete  der  Leidener  Uniyersitat  sich  befinde  f), 
woselbst  er  Herrn  T.  Zaauek  lange  bekannt  war.Durchdie 
Oüte  des  Letzteren  ist  jetzt  der  mensehliche  Ueberrest  wieder 
dem  geologischen    Museum  einyerleibt  worden,  um  mit  den 


♦)  L  e.  pag.  49. 

f)  Dass  derselbe  wirklich  der  gesuchte  Kiefer  sei,  war  nicht  im  min. 
desten  zureifelhaft,  da  er  die  Nnmmer  45  trog,  welche  auch  Catalog  und 
Profil  fur  den  Gegenstand  angaben.  Handschrift  und  Art  der  Befestigung 
der  Nummer  auf  dem  Kiefer  stimmen  auch  durchaus  mit  dem  überem, 
was  die  Nummem  der  im  geologischen  Museum  befindlichen  thierischen 
Reste  z^en.  Endlich  war  ihm  noch  eine  lose  Etiquette  zugefiigt,  welche 
lautet:  ^ad  prof.  15  ped.  e  Kaberg". 
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übrigeu,  bei  Anlage  der  Willemsvaart  gefundenen  Objekten 
ztisammen  aufbewahrt  zu  werden.  Es  schien  mir  deswegen 
nicht  überflüssig,  an  der  Hand  der  alten  authentischen 
Schriftstücke  und  der  Sammlung  selbst  mitzutheilen,  was 
Tom  geologischen  Gesichtspunkte  aus  über  den  Fond  des 
Unterkiefers  zu  sagen  ist. 

Der  Unterkiefer  ist  im  Caberge  gefanden.  Daranter  rer- 
steht  man  ein  niedriges,  im  N.W.  von  Maastricht  gelegenes 
Plateau,  welches  sich  bis  Smeer  maas  ansdehnt  und  weiter 
nördlich  über  den  Ort  hinaus  fortsetzt,  hier  aber  nicht  mehr 
als  Caberg  bezeichnet  wird.  £s  erhebt  sich  etwa  20  m.  über 
das  Niveau  der  Zuid- Willemsvaart,  und  da  die  Schleuse  der 
letzteren  bei  Maastricht  ungeiahr  47  m.  über  A.P.  liegt*), 
80  besitzt  es  demnach  :^  70  m.  Meereshohe.  In  der  Gegeud 
von  Smeermaas  tritt  das  Plateau  nahe  an  die  Maas  hinan 
und  wurde  es  beim  Oraben  des  Canals  angeschnitten.  Das 
erwahnte  Profil  t.  d.  Du8SKN*s  bezieht  sich  auf  diesen  An- 
schnitt;  es  stellt  den  Aufschluss  im  Caberge  südlich  von 
Smeermaas  dar  und  weiter  nördlich  von  genanntem  Orte 
den  Aufschluss  langs  der  Maas  bis  zu  dem  niedrigen  Land- 
striche  im  Süden  van  Hocht.  Soweit  das  Profil  den  Cabei^ 
betrifft,  ist  es  in  verkleinerter  Copie  diesen  Zeilen  beigefugt. 

Stabing  giebt  auf  seiner  Earte  an,  dass  der  Caberg  und 
die  Höhe  von  Smeermaas  langs  des  Canals  von  Loss  bedeckt 
werden;  weiter  nordwestlich  von  Smeermaas  folgt  zunachst 
Sand-  und  bald  darauf  Maasdiluvium.  Den  Untergrund  des 
Cabergs  kennt  Staeikg  nicht ;  derselbe  vermuthet  nur,  dass  er 
der  Ereideformation  angehöre  f).  Dbwalqua,  welcher  auf  sei- 
ner Karte  die  alteren  Formationen  abgedeckt  angelegt  hat  §), 
verzeichnet  in  der  betreffenden  G^end  Tertiar  (Oligocan), 
und  Ubaghs  befindet  sich  somit  in  Eünklang  hiermit,  wenn 
er  in  dem  seiner  Arbeit  beigegebenen  Profile  von  unten  nach 


*)  L.  Ck)HSK  Stüakt,  H.  G.  VAir  db  SAjrnB  Bakhützbh  en  G.  vav 
DiEasss,  Uitkomten  der  Bijktwaterpaesing.  1888^  pag.  21. 

t)  Bodem  van  Nederland,  TL,  pag.  321. 

i)  Carie  géologique  de  la  Belgique  1 :  500.000. 
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oben  folgen  lasst:  Tertiar  (Tongrien),  Maasdiluyiam  und 
Loss.  Von  der  Bichtigkeit  dieses  Profils,  und  besonders  auch 
Ton  dem  Yorkoinmen  eines  typischen  Lösses  im  Oaberge, 
konnte  ich  mich  überdies  durch  eine  für  das  Leidener  Museum 
von  Ubaohs  erworbene  Sammlung  überzeugen. 

Das  erwahnte  Profil  v.  d.  Dussen's  giebt  nun  auch  bereits 
drei  Yersehiedene  Schichten  an:  zu  unterst  einea  blauen, 
mnschelfahrenden  Lehm,  welcher  unterhalb  des  Niveaus  der 
Maas  ansteht  und  dessen  Alter  sich  auf  Orund  der  Torlie- 
genden  Daten  nicht  mehr  bestimmen  lasst ;  darauf  die  » Eie- 
selbaok"  geuannte  Schicht,  welche  den  Beschreibungen  zu- 
folge  ohne  Zweifel  als  Maasdiluvium  aufzufassen  ist ;  endlich 
die  >gelbe  Erde",  welche  der  Lössformation  gleichzustellen 
ist.  Dass  Maasdiluvium  und  Loss  in  den  Hauptzügen  richtig 
duich  y.  D.  Dussën  geschieden  sind,  kann  nach  dem  Studium 
des  Catalogs  nicht  zweifelhaft  sein,  zumal  auch  die  für  die 
jüngere  Schicht  angegebene  Machtigkeit  sehr  gut  mit  der 
Darstellung  von  Ubaghs  übereinstimmt. 

In  beiden  Schichten,  sowohl  im  Maasdiluvium  als  auch 
im  Loss,  ist  eine  grosse  Anzahl  vorweltlicher  Thierreste, 
vor  allem  von  Elephas  primigenius,  gefunden,  und 
zwar  befand  sich  der  reichste  Fundort  unmittelbar  nördlich 
von  dem  durch  Smeermaas  führenden  Wege.  Hier  zeigte 
mch  eine  Depression  im  Profile  des  Maasdiluviums,  welche 
spater  vom  Loss  angefallt  und  ausgeebnet  wurde,  und  in 
ihr  sind  die  meisten  Enochen  und  Zahne  gefunden,  nament- 
lich  am  Grunde,  unmittelbar  im  Hangenden  des  Maasdilu- 
viums. Unter  anderen  stammt  hieher  ein  prachtig  erhaltener 
Mammuth-Unterkiefer  mit  Zahnen,  den  das  Leidener  Museum 
besitzt  (NO.  1;  L.  M.)  *j,  und  verschiedene  Molaren  (N^.  7, 
8  n.  12;  L.  M.)  sind  aus  demselben  Loss  abkünftig. 

Der  menschliche  ünterkiefer  des  Cabergs  ist  ebenfalls  in 
der  oberen  Schicht,  unmittelbar  im  Hangenden  des  Maas- 
diluviams  gefunden  (N^.  45 ;  L.  M.),  und  übertragt  man  das 


*)  Der  Zusatz  L.  M.,  hier  und  im  Folgenden,  bedeutet,  dass  der  Gtegen* 
fltand  sich  im  Leidener  Geologischen  Museum  befindet. 
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Obige,  Yon  Smeermsias  Mitgetheilte  auch  auf  das  Profil  des 
Cabergs,  so  würde  hienach  dem  in  Bede  stehendeu  Eiefer 
in  der  That  ein  hohes,  yermuthlich  jungdiluviales  Alter,  zq- 
kommen;  wir  würden  in  ihm  den  Rest  eines  Loss-Menschen 
zu  sehen  haben,  und  sein  Vorkommen  zusammen  mit  E. 
primigenius  ware  darchaos  erklarlich. 

Nun  lehrt  aber  das  beigegebene  Profil,  dass  im  Caberge 
die  jüngere  beider  Ablagerungen  keine  fSLr  Diluvium  be- 
weisende  Versteineruiigen  geliefert  hat;  ihr  entstummt  ntu- 
der  Unterkieter  und  eine  Anzahl  von  Knochen  desEquus 
caballus,  Wirbel,  Beckentheile  etc.  (N^.  44;  L.  M.).  Der 
alteren  Schicht  (Maasdiluviam)  gehdren  die  Nummern  34— 
38,  40 — 43  und  81.1^  an,  und  von  diesen  waren  laat  Ca- 
talog  34 — 38  Elephantenzahne ;  N^.  35  ist  auch  unter  dem 
Profile  T.  D.  Dus8EN*s  abgebildet  und  hienach  sicher  als 
Molar  von  Elephas  zu  bestimmen,  wahrend  3  Bruchstucke 
von  Molaren  und  viele  von  Stosszahnen  aus  der  SrA&iKo'schen 
Sammlung  (L.  M.)  den  Nummern  34,  36,  37  u.  38  zuent- 
sprechen  scheinen  *).  Ausserdem  ist  ein  Unterkieferfragment 
von  E.  primigenius.  abkünftig  vom  Caberge,  in  der  Samm- 
lung Staeikg's  Torhanden.  Ueber  N^.  40 — 43  giebt  der  Ca- 
talog  keinen  n&heren  Aufschluss,  als  dass  darunter  grosse 
Enochen  (vermuthlich  Elephas)  und  Fragmente  Yon  Hörnem 
zu  verstehen  seien;  N^.  81,  1^  endlich  ist  ein  Gegenstand 
menschlichen  Eunstfleisses,  über  den  ich  nichts  weiter  aos- 
zusagen  vermag  f). 

Selbstredend  ist  nun  das  Fehlen  von  diluvialen  Thierresten 
in  der  jüngeren  Schicht  des  Cabergs  an  und  fur  sich  kein 
Beweis  dagegen,  dass  dieselbe  auch  hier  dem  Loss  angehöre 
und  der  betreffenden  jungdiluvialen  Ablagerung  von  Smeer- 
maas    gleichzustellen    sei;   aber  der  Zusatz  des  Catalogs  zu 


*)  Sie  tragen  imr  die  Angabe  #Gaberg",  nicht  eine  auf  das  Profil  be- 
zügliche  Nummer. 

f)  Der  Catalog  aagt  hieriiber  wörüich :  ^een  klein  antiek  beeldwerk  ter 
diepte  van  14  ellen  in  zwarte  kiezelgrond  nabij  het  midden  der  doorsnede 
van  den  berg  (omtrent  de  echtheid  van  dit  stukje  is  het  meest  mogelijk 
onderzoek  gedaan"). 


(  489  ) 

NO.  45    erregt    grosse   Bedenkea.     Deun  hienach  wurJe  der 

Eiefer  in  einem  Sande  gefunden,  der  deutlich  geschich- 

tet    and    in    wellig    gebogenen    Lagen  abgesetzt 

war  (>in  geele  zand  of  zayelgrond,  welke  in  onderscheidene 

serpenteerende  stroomlagen  was  afgedeeld ;  van  beneden  deze 

natuorl^ke  lagen  was  eene  bank  van  kiezel").    Bekanntlich 

bat  aber  der  Loss  ein  uDgescbichtetes  Aeussere,  und  ist  dem- 

nach  der  menschliche  Unterkiefer  sieberlicb  nicht  in  dieser 

Formation  gefunden,  wenngleicb  letztere  an  anderen  Stellen 

des  Plateaus  des  Cabergs  eine  grosse  Verbreitung  haben  mag. 

Er    könnte  freilich  aus  Sedimenten    stammen,  die  mit  Loss 

wechsellagern ;    aber    die    einfachste    ErklaruDg  scheint  mir 

die    zu  sein,  dass  das  Lossplateau    von  Wasserrisseii  dorch- 

forcht  und  sein  Material  stellenweise  umgelagert  worden  ist, 

so  dass  sich  der    menschliche    Unterkiefer  in  einer  Bildung 

des  jüngeren  alluvialen  Zeitalters  befand.  Dass  t.  d.  Dussen 

diese   umgelagerten  Sedimente  nicht  von  dem  Loss  auf  pri- 

marer   Lagerstatte    unterschieden  hat,  würde  sehr  erklarlich 

scheinen. 

Obige    Schlussfolgerung    konnte  ich,  wie  erwahnt,  schon 

ziehen,    beyor    ich    noch    den    Kiefer    selbst    gesehen;   seit 

ich    aber  das  Original  untersucht  habe,  bin  ich  noch  mehr 

in   der    Auffassung  bestarkt    worden,    dass    demselben    un- 

moglich    ein    sehr    hohes    Alter  zugeschrieben  werden  darf. 

Denn  der  Eiefer  macht  gar  nicht  den  Eindruck  eines  Fossils, 

sieht  vielmehr  aus,  als  ob  man  ihn  vom  Kibchhofjs  aufge- 

lesen  hatte,  ganz  im  Gegensatze  zu  den  übrigen  Besten,  so 

anch  den  Enochen    von  Equus    caballus,  welche  in  der 

oberen    Schicht    des  Cabergs,  etwas  tiefer  und  weiter  nörd- 

lich,  gefunden  sind.  Das  ist  auch  den  Sammlern  der  Objekte 

schou   au%efallen;    denn    es   wird  angegeben,  dass  man  die 

Knochen  der  Wirbelthiere  in  Folge  ihrer  grossen  Weichheit 

mit  den  Fingern  kneten  konnte,  was  bei  dem  menschlichen 

Ueberreste  dagegen  nicht  der  Fall  war. 

Sechnet  man  hinzu,  dass  der  Eiefer  laut  der  Erklarung 
meines  Collegen  Zaaijeu  und  anderer  Anatomen  in  seiner 
Form  durchaus  nichts  Bemerkenswerthes  zeigt,  dass  er  femer 
Ton  Arbeitern  aufgelesen  ist,  dass  endlich  Lösswande  leicht 


1 
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yertikal  abbUttern  und  so  zii  Missverstandnissen  bèim  6ra- 
ben,  in  Folge  Ton  Einstürzen,  unscliwer  Veranlassang  gebea 
können  —  so  wird  man  yielleicht  aucU  der  oben  gemachten 
Annahtne  nicht  einmal  beipflichten  wollen,  nach  welcher  der 
Unterkiefer  ans  dem  AUuvium  stamme,  sondem  ihn  mit  einiger 
Wahrscheinlichkeit  einem  Zeitgenossen  zoschreiben  durfen. 

Jedenfalls  fehlt  jeder  hinreichende  Grand,  om  Yon 
einem  dilnvialen  Menschen  aus  dem  Caberge  yon  Maas- 
trieht  zu  sprechen. 

Novbr    1888. 
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VERSLAG 

OYEA  BBN 
VERHANDELING   VAN   J.   CARDINAAI. 

ISETKUNDIGE  THEORIE  DER  SCHEEVE   OPPERVLAKKEN 

VAN  DE  VIERDE  ORDE. 

(Voorgedrag3n  in  de  Vei^adermg  van  23  November  1888). 


De  Yerhandeling  van  den  Heer  J.  Caedinaal,  over  welke 
irg  de  eer  hebben  verslag  uifc  te  brengen,  bevat  in  hoofd- 
Eaak  een  langs  meetkundigen  weg  afgeleide  verdeeling  dier 
oppervlakken. 

De  schryver  doet  onmiddellijk  uitkomen,  dat  de  door  hem 
rerkregen  resultaten  vóór  hem  reeds  door  anderen,  als  Cay- 
LEY,  Chasles,  Ckemona,  Reye,  Rohn,  Salmon,  Schwarz,  enz. 
gevonden  zgn.  Toch  wenschen  wij  deze  vergadering  voor  te 
itellen,  zgn  verhandeling  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen 
te  doen  opnemen,  omdat  de  weg,  die  hier  tot  bekende  uit- 
komsten leidt,  geheel  nieuw  is  en  verdient  te  worden  open- 
baar gemaakt.  Om  dit  in  het  licht  te  stellen  zij  het  ons 
veigund,  eerst  in  het  kort  de  door  de  genoemde  wiskundi- 
gen tot  de  bedoelde  classificatie  gebruikte  hulpmiddelen  na 
te  gaan,  om  daarna  het  door  den  Heer  Cardinaal  gevolgde 
beginsel  daarnaast  te  stellen. 

Een  der  belangrgkste  scheeve  oppervlakken  van  den  vier- 
den graad  is  in  1861  door  Ch\sles  als  in  het  voorbijgaan 
in  de  fransche  Akademie  ter  sprake  gebracht.  Ghasles 
etelde  zich  toen  voor,  dat  men  een  hyperboloïde  met  één 
blad  door  twee  vlakken  snijdt,  dat  men  op  deze  doorsneden 

rtm.  V  IfXDKD.    AfD.  NATUVEK.   3d«  BSKK8.   DEEI.   V.  29 
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de  projectivische  pantreeksen  aanteekent,  die  er  door  de  be- 
schrijvende lijnen  van  een  der  beide  stelsels  op  worden  be» 
paald,  en  dat  men  de  overeenkomstige  punten  dier  projeeti* 
vische  puntreeksen  vereenigt,  nadat  men  een  der  beide 
doorsneden  in  haar  geheel  met  betrekking  tot  de  andere 
heeft  verplaatst.  Hij  beschouwde  dus  dit  oppervlak,  dat  we 
yerder  het  ^oppervlak  van  Chasles*'  zullen  noemen,  als  de 
meetkundige  plaats  der  verbindingsl^n  van  twee  overeen- 
komstige punten  van  tvree  projectivische  puntreeksen,  die 
tvree  kegelsneden  tot  dragers  hebben.  En  nog  in  hetzelfde 
jaar  deelde  hij  mede,  dat  weldra  van  zgn  hand  een  st«lr 
eelmatige  indeeling  der  regelvlakken  van  de  vierde  orde  in 
veertien  soorten  verschijnen  zou ;  deze  indceling  heeft  echter 
voor  altijd  op  zich  laten  wachten. 

Daarna  was  het  Cayley,  die  zich  met  de  indeeling  der 
scheeve  oppervlakken  bezig  hield.  In  zyn  bekende  drie 
verhandelingen  >  On  skew  surfaces^  othertoise  scroU/*  be- 
schouwt hij  in  het  algemeen  de  oppervlakken  iS  (m,  n,  p) 
voorigebracht  door  de  beweging  van  een  rechte  l^n,  die  over 
drie  kromme  richtlijnen  achtereenvolgens  van  de  graden 
f?i,  n,  p  heenglgdt.  En  na  deze  inleiding  geeft  hij  een  over- 
zicht van  de  verschillende  scheeve  oppervlakken  van  den 
derden  en  vierden  graad.  Daarby  maakt  hy  hoofdzakel^'k 
gebruik  van  de  reeds  vele  jaren  vroeger  door  hem  gevondeo 
stelling  omtrent  den  graad  der  dubbelkromme  van  een  scheef 
oppervlak,  en  onderscheidt  hij  acht  verschillende  soorten  van 
scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad.  Aan  deze  acht 
soorten  heeft  hij  later  nog  tweemaal,  op  aanwyzing  eeret 
van  Grehona  en  daarna  van  Schwarz,  een  paar  nieawe 
moeten  toevoegen ;  van  elk  dezer  twaalf  soorten  geeft  hg 
bovendien  de  vergelijking  aan  met  betrekking  tot  een  ho- 
mogeen coördinatenstelsel,  dat  een  bepaalde  ligging  heeft 
ten  opzichte  van  de  dubbelkromme  of  haar  samenstellende 
deelen.  Zeer  merkwaardig  is  o.  i.  zijn  beschouwing  van  het 
oppervlak  van  Chasles  als  de  meetkundige  plaats  van  de 
tot  een  lineair  complex  behoorende  stralen,  die  koorden  zgo 
van  een  bepaalde  ruimtekromme  van^  den  derden  graad. 

Het   is  de  verdienste  van  ons  buitenlandsch  lid  C&£M05i 


(443) 

g  de  Yerdeeling,  die  ons  thans  bezig  houdt,  een  tweede 
enmerk  op  den  voorgrond  te  hebben  gebracht,  door  naast 
e  dabbelkromme  het  ontwikkelbare  oppervlak  omhuld  door 
e  dubbelrakende  vlakken  van  het  scheeve  oppervlak  in  de 
«sehouwing  op  te  nemen.  Omtrent  dit  ^bitangent  torse*^ 
raren  reeds  in  1852  door  Cayley  verschillende  belangr^ke 
Aellingen  ontwikkeld,  o.  a.  dat  zyn  klasse  steeds  aan  den 
p-aad  van  de  dubbelkromme  gelijk  is,  enz.  Door  zich  de 
i»^  twee  punten  der  dubbelkromme  behoorende  dubbelraak- 
rlakken  en  de  in  deze  gelegene  kegelsneden  voor  te  stellen, 
kwam  Crbmona.  tot  de  voortbrenging  van  het  oppervlak  van 
Chasles  terug.  £n  door  nu  de  verschillende  mogelijke  ge- 
vallen zoowel  van  dubbelkromme  als  van  dubbelrakend  ont- 
wikkelbaar  oppervlak  na  te  gaan,  kwam  hij  in  zyu  ver- 
handeling ^Sulle  superjicie  gobhe  di  quarto  grado^^  dadelijk 
tot  iwaxdf  soorten,  die  meetkundig  van  elkaar  worden  on- 
derscheiden. Zijn  verdeeling  is  vrij  algemeen  in  gebruik. 

De  in  zyn  bekende  handboeken  door  Salmon  ontwik- 
kelde behandeling  der  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde 
orde,  die  bijna  geheel  berust  op  een  onderzoek  der  verschil- 
lende vormen  van  de  vergelijking  dier  oppervlakken,  heeft 
weinig  punten  van  aanraking  met  de  meetkundige  beschou- 
wingen van  den  Heer  Cardinaal.  We  bepalen  ons  dus  tot 
de  opmerking,  dat  de  uitkomsten  van  Salmon  volkomen  met 
die  van  Cayley  en  Cremona  overeenstemmen. 

Wat   in    zga    » Geometrie    der    Lage^  door  Reye  omtrent 
regeloppervlakken    van    den  vierden  graad  geleverd  is,  mag 
hier  allerminst  worden  gemist.  Want  van  alles  wat  omtrent 
deze  oppervlakken  geschreven  is,  heeft  de  door  Reye  gevon- 
dene voortbrengingswijze  nog  wel  de  meeste  aanrakingspun- 
ten met  het  door  den  Heer  Cardinaal  aan  zijn  classificatie 
ten  grondslag   gelegde    nieuwe  beginsel.     Reye  laat  nl.  de 
raakvlakken   van   twee  niet  concentrische  kegelvlakken  van 
den  tweelen    graad   één  aan  één  met  elkaar  overeenkomen 
en  vindt  dan  langs  dezen   "ff^^^  dualistisch  tegengesteld  aan 
den   door    Chasles    gevolgden,    het  oppervlak   van  Chasles 
terag.  Maar  het  kon  niet  in  de  bedoeling  van  Reye  liggen 
aldus  tot  een  verdeeling  onzer  oppervlakken  te  geraken. 


i 
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Eindelgk  is  nog  door  Rohn  een  nieuw  middel  ter  classi* 
ficatie   van   de   bedoelde   oppervlakken  gegeven.    Boh5  be- 
schouwde   de  reeds  door  Cremoka  aangegevene  twee  hoofd* 
groepen    der    scheeve    oppervlakken  van  den  vierden  graad, 
nl.    de    oppervlakken    van    het    nulde  geslacht,  die  dos  een 
ruimtekromme  van  den  derden  graad  tot  dubbelkromme  heb- 
ben, en  de  oppervlakken  van  het  eerste  geslacht,  wier  dub- 
belkromme    uit  twee  elkaar  kruisende  lijnen  is  samengesteld, 
als    de  meetkundige  plauts  der  verbindingslyu  van  de  over- 
eenkomstige  punten    van    twee  puntreeksen,  tusscben  welke 
een  verwantschap  (2,2)  bestaat;  bij  de  oppervlakken  van  de 
tweede    groep    zijn    deze    puntreeksen    over    de  beide  rechte 
lijnen    uitgespreid ;    bij  die  van  de  eerste  hebben  zg  de  ka- 
bische    dubbel  kromme  tot  gemeenschappelijk  en  drager.     Dit 
denkbeeld  wordt  door  Rohn  stelkundig  uitgewerkt  en  tevens 
ten   grondslag  gelegd  aau  de  constructie  van  tien  modellen, 
door    de    firma    L.    Buiix    in  Darmstadt  in  den  handel  ge 
bracht. 

Bedenkt  men  nu,  dat  Schwabz  zich  in   1869  reeds  met  de 
classificatie  der  scheeve  oppervlakken  van  den  vgfden  graad 
ging    bezig    houden,    omdat   deze  de  oppervlakken  van  den 
vierden   graad    grondig   genoeg    onderzocht    achtte,  dan  l>€- 
hoort  er  eenige  moed  toe  de  litteratuur  over  dit  onderwerp 
thans  nog  te  vermeerderen.  En  toch  heeft  o.  i.  de  verhan- 
deling   van    den    Heer  Cahdinaal  ook  thans  nog  alle  recht 
van  bestaan.    Want  het  door  hem  ontwikkelde  beginsel  om 
de  indeeling  der  scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad 
te    gronden    op    de    algemeene    voortbrengingswgze  van  een 
niet  regelrecht  oppervlak  met  behulp  van  twee  projectivische 
bundels  van  oppervlakken  van  den  tweeden  graad  is  geheel 
nieuw.     Immers,  tusschen  de  door  Reye  en  door  den  Heer 
Cardinaal    aangegeven  voortbrengingswijzen  bestaat  slechts 
deze  overeenkomst,  dat  het  oppervlak  bij  beiden  de  meetkun- 
dige plaats  is  der  snijlijn  van  de  overeenkomstige  elementen 
van    twee    projectivische    bundels ;  maar  deze  familietrek  is 
o.  i.  zoo  ondergeschikt,  dut  men  in  het  werk  van  Rïye  de 
kiem  niet  zien  mag  van  de  verhandeling  van  den  Heer  Caï- 
piifAAL.     Want   verder    is    alles  verschil.     Bg  Reyb  zgn  de 
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bandels  vlakkenbundels,  bij  Cardinaal  zijn  het  bundels  van 
oppervlakken;  bg  Rbye  is  het  bewegend  element  reeds  da- 
del^k  een  rechte  lijn,  bg  Cardinaal  moeten  juist  die  bg- 
sondere  gevallen  worden  opgezocht,  waarin  de  bewegende 
deelen  der  ruimtedoorsnee  van  den  vierden  graad  rechte 
Ignen  worden,  enz. 

In    deze    laatste    opmerking  is  naar  onze  meening  tevens 
het   verdienstelyke  van  de  in  onze  handen  gestelde  verhan- 
deling aangewezen.  Want  heeft  men  eenmaal  het  denkbeeld 
opgevat,  te  onderzoeken  in  welke  verschillende  gevallen  het 
bewegende  deel  der  doorsnee  van  de  overeenkomstige  opper- 
vlakken   van    twee    projectivische  bundels  van  den  tweeden 
graad    uit  een  of  meer  rechte  Ignen  bestaat,  dan  volgt  het 
overige  bijna  van  zelf.  Dan  komt  men  met  den  Heer  Car- 
pikaal  onmiddellijk  tot  acht  groepen  van  oppervlakken,  die 
zich    tot    vier  reduceeren,  en  levert  ook  de  onderverdeeling 
van    elk    dezer  groepen  bijna  geen  moeielijkheden  meer  op. 
Alleen  de  meetkundige  onderscheiding  der  verschillende  vor- 
men,   die  samenhangen  met  het  al  of  niet  bestaanbaar  zyn 
der    >  vertakkingspunten"  der  beide  puntreeksen  van  Rohn, 
tusschen    welke  een  verwantschap  (2,2)  bestaat,  der  zooge- 
naamde pinch-points   van   Cayley,  kan  dan  verder  nog    be- 
zwaren opleveren ;  deze  bezwaren  zijn  echter  door  den  Heer 
Cardinaal   met   behulp  van  de  bekende  vormen  der  vlakke 
kromme    van    den  derden  graad  op  verdienstel^ke  wijze  uit 
den  weg  geruimd. 

Wg  wenschen  nog  één  opmerking  te  maken.  De  Heer 
Cardinaal  heeft  van  elk  zgner  groepen  eenige  soorten  af- 
geleid, en  deze  eenvoudig  naast  elkaar  geschikt  zonder  ook 
maar  eenigzins  aan  te  wijzen  in  welke  rangverhouding  deze 
soorten  tot  elkaar  staan,  zonder  van  een  paar  soorten  aan 
te  geven  of  ze  gel^kwaardig  en  dus  aan  elkaar  gecoördi- 
neerd zgn  dan  wel  of  de  een  minder  algemeen  dan  de 
ander  en  dus  aan  deze  gesubordineerd  is.  Zoo  bevat  de 
eerste  groep  drie  soorten,  die  eenvoudig  naast  elkaar  ge- 
steld worden,  hoewel  de  eerste  en  tweede  aan  elkaar  ge- 
Igkwaardig  zijn  en  alleen  verschil  opleveren  met  betrekking 
tot   bestaanbaarheid,   terwijl   de   derde  de  grens  vormt  tus- 
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Bchen  beide  en  van  deze  dus  een  gemeenschappelgk  bi^n«' 
der  geyal  uitmaakt.  We  achten  het  vooral  van  belang  Uerop 
te  wgzen,  omdat  de  aangestipte  onvolledigheid  bg  aldetofc; 
heden  geleverde  indeelingen  der  scheeve  oppervlakkeii  vaa. 
den  vierden  graad  in  byna  dezelfde  mate  wordt  aangetroffen 
en  er  in  het  algemeen  bg  deze  classificatie  te  weinig  gel^ 
ia  op  het  onderscheid  tusschen  verschillen  van  coördinatie 
als  verschil  in  ligging  met  betrekking  tot  het  vlak  in  ket 
oneindige,  verschil  in  bestaanbaarheid,  enz.  en  versckillen 
van  subordinatie,  die  in  de  eerste  plaats  in  aanmerking  la- 
booren te  komen.  Zoo  vinden  we  bijv.  niet  aangegeven  — 
wat  overigens  zeer  duidelijk  is  —  dat  het  zevende  opper- 
vlak van  CasMONA,  d.  i.  de  meetkundige  plaats  van  de  koor- 
den eener  kubiscbe  ruimtekromme,  die  een  gegeven  rechte 
lijn  sngden,  een  bijzonder  geval  is  van  het  eerste  oppervlak 
van  Ceemoka,  d.  i.  van  het  oppervlak  van  Chasles,  evenals  de 
vereeniging  van  alle  l^nen  die  een  gegeven  l^n  snijden  een 
b^zonder  geval  vormt  van  een  lineair  complex.  Natnnrl^ 
is  de  vermelding  van  het  constantenaantal  der  oppervlakken- 
soort,  d.  1.  van  het  aantal  punten,  waardoor  het  opper- 
vlak —  zg  het  dan  ook  niet  ondubbelzinnig  —  bepaald  wordt, 
het  middel  om  de  bedoelde  onvolledigheid  geheel  weg  te 
nemen. 

Terwgl  wg  den  Heer  Caedikaal  dit  puat  ter  overweging 
aanbevelen,  eindigen  wy  met  de  verzekering,  dat  we  ook 
zelfs  zonder  de  by  voeging  dier  getallen  de  verhandeling  gaarne 
in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  zullen  zien  verschguen. 


Amsterdam^  23  Nov.  1888. 


P.  H.  SCHOUTE, 

D.  BIERENS  DE  HAA2s 


MEETKUNDIGE   THEORIE 

DEB, 

SCHEEVE  OPPERVLA.KKEN  VAN  DE  VIERDE  OBDE. 

DOOB 

J.   CAEDINAAI. 

Zeeraar  aan  de  E,  B,  8.  te  Tüburg, 


I.    Inleiding. 

I.  Onder  de  opperTlakken  van  hoogere  orde  behooren  de 
Bcheeve  oppervlakken  tot  die,  welker  gedaante  en  eigen- 
schappen het  beste  kannen  worden  nagegaan.  Yoor  zoover 
het  betreft  oppervlakken  van  de  vierde  orde,  is  dit  dan 
ook  geschied  in  vele  wiskundige  verhandelingen,  van  welke 
de  volgende  genoemd  worden: 

Chasles,  Mémoire  sur  les  surfaces  du  3^  et  4^  degri, 
Comptes  rendus.  T.  52  blz.  1099  en  T.   53  blz.  888. 

Caylby,  Philosophical  transactions.  Vol.  153,  154,  159, 
Memairs  on  Skew  surfaces^  oiherwise  Scrolls. 

BsYE,   Geometrie  der  Lage  IL  Vortrag  15  (2^  druk). 

H,  A.  ScHWABz,  Crelle's  Journal.  Bd.  67. 

Geehona,  Sulle  superfide  góbbe  die  quarto  grado, 

K.  BoHN,  Matk.  Annalen,  Bd.  XVIIT  en  Bd.  XXIV. 

K.  RoHN,  LHe  verschiedenen  Arten  der  ^Regelfldchen  vierter 
Ordnung;  geschrift  behoorende  bg  de  verzameling  mathe- 
matische modellen  van  Brill  te  Darmstadt. 

Salmon,  Analytische  Geometrie  des  Raumes^  II,  p.  430 — 
442  (3e  druk). 

2.    Het  zg  mij  vergund,  met  enkele  woorden  eenige  uit- 
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komsten    dezer   verhandeb'ngen,    voor  zooverre  het  ?oor 
opstel  noodig  is,  te  zamen  te  vatten.    Cayley  geraakte 
eerste    tot    eene  ordening  der  scheeTe  oppervlakken  yan 
vierde  orde  door  eene  vlakke  doorsnede  te  bepalen.  Opmer*- 
kende,    dat    het  oppervlak  noodzakelyk  eene  dabbelkrommB 
en  dus  eene  doorsnede  minstens  twee  dubbelpunten  beva^tea 
moet,    en   de    verschillende    gevallen    van  dubbelpunten 
schouwende    in    verband    met  de  dubbelkrommen,  uit 
deze  ontstaan,  kwam  Cayley  tot  acht  soorten. 

ScuwABZ  deelde  schriftelijk  aan  Cayley  mede,  dat  hg  nog 
twee  andere  wyzen  van  ontstaan  ontdekt  had,  en  weldxft 
vulde  Cbi:mona  het  getal  soorten  tot  twaalf  aan,  met  d^ 
opmerking,  dat  deze  aanvulling  haar  ontstaan  te  dankea, 
had  aan  het  invoeren  van  het  dubbelrakende  ontwikkelbaar 
oppervlak  (bitangent  torse),  *tgeen  eerst  door  Cayley  niet 
geschied  was*). 

3.    Eene    groote    uitbreiding  onderging  de  kennis  van  de 
gedaante  der  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde  orde,  toen, 
naar    aanwijzing    van    E.    Gohn,  de  firma  Brill  te  D&tid'' 
stadt    10    typen    van  deze  werkelijk  uit  zijden  draden  ver- ^ 
vaardigde;  de  door  Rohk  aan  deze  oppervlakken  toegevende ^ 
verhandeling   geeft    een  ongemeen  helder  inzicht  in  de  ver*-; 
schillende  vormen  f).  In  deze  verhandeling  gaat  de  schrgver ' 
uit  van  vergelijkingen;    de   verschillende  vormen  dezer  ver- 
gelijkingen dienen  als  uitgangspunten  ter  beredeneering  van 
de  eigenschappen  en  de  verschillende  gedaanten  van  het  op- 
pervlak. 

Langs  een  geheel  anderen  weg  komt  Reyb  tot  eentge 
typen  van  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde  orde.  Bij  de 
bespreking  van  het  stralenstelsel  van  de  eerste  orde  merkfc 
hy  op,  dat  stralen  van  dit  stelsol,  aau  enkele  beperkeude 
voorwaarden    onderworpen,    een  scheef  oppervlak  doen  ont- 


*)  Deze  mededeeling  geschiedt  door  Cayley  zelven  in  de  derde  der 
aangehaalde  verhaudclingen. 

f)  Een  dezer  modellen  bevindt  zich  aan  de  Universiteit  te  Amstefdam. 
Met  de  meeste  welwillendheid  werd  ik  in  de  gelegenheid  gesteld,  dit 
eenigen  tijd  te  kunnen  bestudeeren. 
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staan,  en  leidt  h^  als  gevolg  af,  dat,  wanneer  de  raakvlak- 
ken van  twee  kegelvlakken  van  den  tweeden  gi'aad  in  pro- 
jectief verband  gesteld  worden,  de  snglijnen  van  de  homologe 
raakvlakken  een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde  be- 
flehrgven  ;  slechts  een  deel  der  mogeligke  vormen  wordt  evenwul 
op  deze  w^ze  verkregen.  De  laatste  behandeling  onderscheidt 
zich  door  haar  zuiver  meetkundigen  grondslag  van  de  voor- 
gaande. 

4.  Het  doel  van  de  hier  volgende  behandeling  is,  langs 
zuiver  meetkundigen  weg  tot  eene  volledige  verdeeling  en 
volkomen  kennis  van  de  vormen  der  scheeve  oppervlakken 
van  de  vierde  orde  te  geraken ;  daarbij  zullen  vooral  de  vol- 
gende twee  punten  in  het  licht  gesteld  worden. 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde  kan  steeds  door 
projectieve  grondvormen  geconstrueerd  worden. 

Alle  soorten  kunnen  op  deze  wijze  worden  verkregen,  en 
men  kan  tot  een  volledig  inzicht  van  alle  vormen  geraken. 
üe  uitkomsten  zullen  blyken  overeen  te  stemmen  met  die, 
door  RoHN  langs  analytischen  weg  verkregen. 

5.  Eenige  bekende  en  voldoend  bewezen  meetkundige  stel- 
lingen worden  vooropgesteld,  nl. 

Een  scheef  oppervlak  van  de  n^^  orde  is  ook  van  de 
n^^  klasse. 

Twee  projectieve  bundels  oppervlakken  van  de  tweede 
orde  beschrijven  door  de  doorsnyding  hunner  homologe  op- 
pervlakken een  oppervlak  van  de  vierde  orde  0^  Op  dit 
oppervlak  liggen  twee  stelsels  scheeve  krommen  van  de 
vierde  orde  en  de  eerste  soort. 

Elk  tweetal  krommen  van  een  zelfde  stelsel  kan  als 
basiskrommen  dienen  van  twee  bundels  oppervlakken  van 
de  tweede  orde,  die  O*  doen  ontstaan. 

Door  twee  krommen,  tot  verschillende  stelsels  behoorende, 
kan  een  oppervlak  van  de  tweede  orde  worden  gebracht. 

Aan  deze  stellingen  kunnen  de  wederkeerige  worden  toe- 
gevoegd; men  kan  dus  een  oppervlak  der  vierde  klasse 
eonstrueeren  door  twee  projectieve  scharen  oppervlakken  vau 
de  tweede  klasse. 


i 
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n.     Verdeeling  in  geoepbn. 


6.  Op  grond  der  laatstgenoemde  stellingen  kan  men  uil; 
projectieve  bundels  oppervlakken  van  de  tweede  orde  een  op* 
pervlak  van  de  vierde  orde  doen  ontstaan;  evenals  een  scheef 
oppervlak  van  de  tweede  orde  door  de  beweging  eener  reekte 
lijn  ontstaat,  wordt  dit  oppervlak  door  de  beweging  eend 
scheeve  kromme  van  de  vierde  orde  beschreven. 

Een  scheef  oppervlak  R^  zal  evenwel  alleen  dan  ontstaan, 
wanneer  het  bewegende  element  eene  rechte  lijn  is.  Hieroit 
volgt,  dat  twee  homologe  oppervlakken  der  beide  bandeb 
elkander  zoodanig  moeten  sneden,  dat  de  doorsnede  6f  wd 
uit  eene  rechte  Ign,  öf  wel  uit  twee  elkander  kruiseDde 
lijnen  bestaat.  Opdat  dit  plaats  grgpe,  moet  een  deel  der 
basiskrommen  van  beide  bundels  tezamen  vallen;  het  ove^ 
bljjvende  deel  der  doorsn^ding  zal  dan,  als  de  oppervlakken 
den  geheelen  bundel  doorloopen,  i2*  beschi*gven.  Daar  ra 
de  beide  basiskrommen  geheel  op  het  oppervlak  gelegen  zgn, 
zullen  hare  twee  samenvallende  gedeelten  eene  dnbbd- 
kromme  op  het  oppervlak  vormen;  men  kan  dus  de  opper- 
vlakken verdeden  naar  den  aard  der  dubbelkromme.  Hier- 
uit volgt  de  navolgende  verdeeling: 

Eerste  geval.  De  basiskrommen  zijn  twee  scheeve  vier- 
zijden;  twee  overstaande  zyden  van  de  eene  vierzigde  vallen 
te  zamen  met  twee  overstaande  zijden  van  de  tweede. 

Tweede  geval.  De  basiskrommen  bestaan  beiden  uit  eene 
scheeve  kromme  van  de  derde  orde  met  eene  koorde.  De 
kromme  behoort  tot  de  beide  basiskrommen. 

Derde  geval.  De  wederkeerige  wijze  van  ontstaan  geeft 
aanleiding  tot  hetzelfde  geval  als  het  eerste,  omdat  eene 
scheeve  vierzyde  zoowel  een  bijzonder  geval  is  van  de  basis- 
kromme  als  van  de  basis-ontwikkelbare. 

Vierde  geval.  Is  wederkeerig  met  het  tweede,  waaruit 
volgt:  De  beide  scharen  oppervlakken  van  de  tweede  klasse 
zijn  beschreven  in  eene  gemeenschappelgke  ontwikkelbare 
van  de  derde  klasse,  terwgl  tot  elk  nog  eene  van  wee 
verschillende  assen  der  ontwikkelbare  behoort. 
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«  . 

Yijfde  gevüL  Een  der  bundels  is  overgegaan  in  eene 
rXalken-involutie,  welker  as  tevens  de  koorde  is  van  eene 
selieeve  kromme  van  de  derde  orde.  De  koorde  met  de 
Icromme  vormen  de  basiskromme  van  den  tweeden  bundel. 
^esde  geval.  De  beide  bundels  zijn  overgegaan  in  vlakken- 
involutiën. 

De  beschouwing  der  wederkeerige  gevallen  geeft  wederom : 
bevende  geval,  Eene  der  scharen  is  overgegaan  in  eene 
punteninvolutie,  welker  draaglijn  tevens  eene  as  is  van  een 
ontwikkelbaar  oppervlak  der  derde  klasse.  Deze  ontwikkel- 
b&re  vormt  met  de  daarbij  behoorende  as  de  basis-ontwik- 
Icelbare  der  tweede  schaar. 

AcJiUte  geval.     De  beide  scharen  zyn  overgegaan  in  pun- 
teninvolatiën. 

7.  Deze  opsomming  bevat  alle  hoofdgevallen.  De  ont- 
"vrikkeling  zal  evenwel  doen  zien,  dat  het  eerste  en  derde 
l^eval  volkomen  overeenstemmen,  terw^l  het  zesde  en  het 
achtste  als  een  bijzonder  geval  van  deze  kunnen  worden 
aangemerkt.  Dezelfde  overeenstemming  zal  blijken  te  bestaan 
iasschen  het  tweede  en  het  vierde,  waaruit  nu  de  volgende 
verdeeling  in  groepen  voortvloeit: 

Eerste  groep^  bevattende  de  gevallen  I,  III,  VI,  VIII. 
Tweede  groep,  bevattende  de  gevallen  II,  IV. 
Derde  groep,  geval  V. 
Vierde  groep^  geval  VIL 

Bij  de  behandeling  zal  elk   dezer  groepen  weder  in  onder- 
deelen  gesplitst  worden. 


III.     Eeestb  groep. 


8.  Bij  de  oppervlakken  dezer  groep  zijn  de  volgende  ge- 
vallen in  het  oog  te  houden: 

GeveU  A*  De  te  zamen  vallende  twee  paren  overstaande 
z^en  der  vierz^den,  zijn  bestaanbaar  en  liggen  op  eindigen 
a&tand. 

Geval  B.     Deze  zgden  zijn  toegevoegd  imaginair. 
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Geval  C.  Deze  overstaande  zyden  liggen  op  oneindigj 
kleinen  afstand  van  elkander. 

Elk  dezer  gevallen  dient  afzonderlijk  behandeld  te  vrordem; 

Geval  A, 

9.  Laten  gegeven  z^n  de  elkaar  kruisende  Ignen  d  en  <t^ 
benevens  hare  transversalen  a^,  02;  ^i,  63.  Neemt  men  nu 
als  basiskromme  van  den  eersten  buniel  ddt  a^  o^,  van  den 
tweeden  d  (ï  6|  b^  1  dan  komt  met  een  oppervlak  A^^  een 
oppervlak  B^n  overeen.  Er  moet  eerst  worden  nagegaan  op 
welke  wijze  men  de  bundels  in  projectief  verband  m^ 
elkander  kan  stellen. 

10.  Men  neme  daartoe  op  d  een  punt  P  en  beschonwe 
dit  punt  als  middelpunt  van  twee  concentrische  stralenbnn- 
dels  in  het  vlak  Pd!\  elke  straal  van  één  dezer  bundels 
is  eene  beschrijvende  lijn  van  het  oppervlak  A^n  en  df 
daarmede  homologe  straal  van  den  anderen  eene  beschrg- 
vende  lijn  van  een  oppervlak  J3^,.  De  oppervlakken  sngden 
elkander  volgens  nog  twee  transversalen  van  d  en  et.  Door 
de  beweging  van  den  straal  wordt  de  geheele  bundel  opper- 
vlakken beschreven  en  daardoor  het  scheeve  oppervlak  R^. 
De  twee  -dubbelstralen  der  beide  projectieve  stralenbundels 
zijn  de  beide  beschrijvende  lijnen,  uit  P  gaande. 

liet  is  licht  in  te  zien,  dat  de  voorgaande  constructie  ook 
omgekeerd  opgevat  kan  worden;  door  d!  een  vlak  .t  leg- 
gende, vindt  men  het  punt  P  als  snijpunt  van  7t  met  J, 
en  kan  men  weder  de  twee  projectieve  stralenbundels  ver- 
krijgen ;  door  deze  opmerking  wordt  de  wederkeerigheid  van 
het  oppervlak  met  zichzelf  nog  nader  toegelicht. 

11.  De    doorsn^ding    van       De  omhuUingskegel  uiteen 


het  oppervlak  met  een  vlak  n 
wordt  verkregen  door  de  door- 
sngding  van  n  met  de  ver- 
schillende oppervlakken  van 
de  bundels  t^  construeeren. 
Daardoor  ontstaan  twee  kegel- 
snedenbundels  metdebasispun- 


punt  P  aan  het  oppervlak /2* 
wordt  verkregen  door  de  omhiü- 
lingskegels  uit  P  aan  de  ver- 
schillende oppervlakken  van  de 
bundels  te  construeeren.  ïkiA 
zullen  twee  concentrische  ke- 
gelscharen  vormen  met  de  basis- 
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vlakken:  d3'cCiCX2i  88'  ftift,i\ 
de  gemeenschappelijke  raak- 
vlakken der  homologe  ke- 
gelvlakken  omhullen  een  ke- 
geloppervlak Y^  v*^  d®  vierde 
klasse  met  de  beide  dubbel- 
raakvlakken 8  en  8\  Dit  ke- 
geloppervlak is  dus  van  de 
achtste  orde  en  bezit  acht  dub- 
belstralen.  De  omhuUingskegel 
verkrijgt  eene  eenvoudiger  ge- 
daante, wanneer  jnen  een  punt 
aanneemt  op  eene  beschrijvende 
lijn  l  van  R^\  deze  lijn  is  een 
straal  tot  den  omhuUingskegel 
behoorende;  het  overschieten- 
de deel  Y^  is  dan  een  kegel  vlak 
van  de  derde  klasse  en  de  zes  Je 
orde.  De  raakvlakken,  door  l 
aan  y^  gebracht,  zijn  de  vlak- 
ken, door  P  en  de  dubbellg- 
nen  gebracht  en  het  raakvlak 
door  P  aan  R^.  ^ 

12.    Hieruit  volgt,  dat  het  oppervlak  bepaald  is  door   de 
beide   dubbellijnen    en    acht   punten.     Men   trekke  namelijk 
eene  beschrijvende  lijn  l  door  een  der  punten  en  legge  do3r 
l  een   vlak  7i\  de  beschr^vende  lijnen  door  de  andere  pun- 
ten snyden  n  in  zeven  punten;  deze  en  de  snijpunten   D  en 
If  van  /  met  d  en  d'  zijn  negen  punten  eener  kromme  van 
de  derde  orde,  door  welke  deze  doorsnede  bepaald  is.     Om 
haar   te    construeeren,    kieze    men   als  basispunten  van  den 
kegelsnedenbundel    D^  D*    en    nog    twee  punten,  en  bepale 
het  daarbij  behoorende  middelpunt  C  van  den  stralenbundel; 
de   lijn    l    en    de   stralenbundel  door   C  moeten  worden  be- 
schoawd   als   tweede    bundel    van   de  in  eene  lijn  met  eene 
kromme    van    de    derde    orde    overgegane    kromme  van  de 
vierde  orde.     Op  die  wijze  kan  men  een  willekeurig  aantal 
doorsneden  bepalen. 


snijpanten  der  homologe  ke- 
IsDeden  vormen  eene  vlakke 
lomm^  yan  de  vierde  orde  c* 
et  de  beide  dubbelpunten  D 
I  D\  Deze  kromme  zal  dus 
in  de  achtste  klasse  zijn  en 
(ht  dubbelraaklijnen  bezitten. 
Se  doorsnijding  verkrygt  eene 
envoudiger  gedaante,  wanneer 
len  een  vlak  door  eene  be- 
chrgvende  lyn  l  van  R^  legt ; 
leze  lijn  behoort  tot  de  door- 
nede,  het  overschietende  deel 
8  dan  eene  kromme  van  de 
lerde  orde  <?  zonder  dubbel - 
^unt,  d.  i.  van  de  zesde  klasse. 
De  snijpunten  van  c^  met  Z  zijn 
Ie  snijpunten  van  de  dubbel- 
lgx3en  met  het  vlak  n  en  het 
raakpant  van  n  met  R*. 
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De   wederkeerige    constructie  geldt  voor  den  omhullings^ 
kegel.  Daar,   volgens   de   constructie  van    krommen  van  de" 
derde  orde,  elk  willekeurig  tweetal  punten  met  Z>  en  2/  ab  ■ 
basispunten  van  den  kegelsneden-bundel  kan  beschouwd  wor-.j 
den,  volgt  hieruit,    dat    men    elk  tweetal  transversalen  van 
d  en  d'  met  dezen  als  basiskromme  kan  beschouwen  van  een* 
der  bundels,  die  72*  doen  ontstaan*). 

13.  Men  kan  nu  meetkundig  de  snyding  bepalen  van  hei 
scheeve  oppervlak  /i*  met  eene  rechte  lijn  en  met  verschil- 
lende andere  scheeve  oppervlakken,  die  men  door  de  dub- 
bellijnen  legt.  Zij  bijv.  R^  een  zoodanig  scheef  oppervlak 
van  de  tweede  orde  en  n  wederom  een  snijvlak  door  eene 
beschrijvende  lyn  van  li^;  nu  ontst<aan  in  n  eene  kromme 
van  de  derde  orde  c^  en  eene  van  de  tweede  c^,  welke  JO, 
D'  en  dus  nog  vier  andere  punten  met  elkaar  gemeen 
hebben;  daar  R'^'  en  R^  beschreven  worden  door  de  trans- 
versalen van  (/  en  d\  die  c-  en  c^  snijden,  zoo  volgt  hieruit; 

Een  scheef .  oppervlak  van  de  vierde  orde,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  snijdt  een  scheef  oppervlak  van  de  tweede 
orde,  door  zijne  twee  dubbellijnen  gebracht,  volgens  vier 
beschrijvende  lijnen  van  beide. 

Op  dezelfde  wijze  verkrijgt  men : 
.  Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orfe,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  snijdt  een  scheef  oppervlak  van  de  derde 
orde  R^^  welks  dubbellijn  met  d  samenvalt,  en  ran  het- 
welk d'  de  enkelvoudige  richtlijn  is,  volgens  zes  gemeeja- 
schappelijke  beschrijvende  lijnen. 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  snijdt  een  ander  scheef  oppervlak  van 
dezelfde  orde  en  groep,  dat  de  dubbellijnen  met  het  eeiste 
gemeen  heeft,  volgens  acht  beschrijvende  lijnen. 


*;  Bij  (leze  en  de  volgeude  couhtruetiëu  worden  bekend  ondersteld  lie 
Tiicetkuudip:c  couNtruotie  van  kromiuen  van  de  derde  en  vierde  orde  üi^ 
kcfrclsiicden-  of  btraleii])uudcls,  beuevens  de  luetbodeu* om  snijpunten  dexer 
knumm'ii  te  bcpHlcu  door  deze  constructiën  terug  te  brengen  t-ot  die  iler 
SU 'j punten  van  kegelsneden  onderling.  Deze  opmerking  geldt  voor  elk  der 
te  behandelen  gevallen  en  constructiën  dezer  verhandeling. 
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In  het  eerste  geval  wordt  het  vlak  n  gesneden  volgens 
ree  krommen  van  de  derde  orde,  van  welke  de  eene  in 
^  een  dnbbelpunt  heeft;  in  het  tweede  geval  ontstaan  er 
i  ir  eene  kromme  van  de  vierde  orde  en  eene  van  de  derde, 
ie  door  de  beide  dubbelpiinten  van  de  voorgaande  gaat. 

14.   De  verdeeling  van  dit  oppervlak  in  soorten  geschiedt 
«t    beste    door,    gelgk    ook  door  Rohn  langs  analytischen 
re^  gedaan  wordt,  op  de  dubbell^nen  die  bijzondere  punten 
p  te  sporen,  die  door  Cayley   pinchpoints,  d.  i.  klempun- 
en,    genoemd    zijn;  het  zijn  die  punten,  in  welke  de  beide 
aakvlakken  zich  vereenigen,  zoodat  elk  vlak  door  een  dezer 
mnten  gebracht,  het  oppervlak  snijdt  volgens  eene  kromme 
aet  een  keerpunt.  Als  wederkeerige  vorm  dezer  klempunten 
komen  dan  in  aanmerking  de  vlakken,  door  de  dubbellijnen 
gebracht,    in    welke    de    beide  raakpunten  zich  vereenigen; 
ie    omhullingskegel,    welks    top    in  een  punt  van  zulk  een 
vlak  ligt,  bezit  dan  een  buigraakvlak.  Ten  einde  deze  klem- 
pnnten    op    te    sporen,  brenge    men  weder  een  vlak  n  door 
eene    beschrijvende    lijn  l^  en  denke  in  dit  vlak  de  kromme 
c^  geconstrueerd.    Brengt    men  door  d   vervolgens  een  vlak 
a,  dan  sn^dt  dit  d!  in  S  en  n  volgens   eene  rechte  lijn  p^ 
die  c^,  behalve  in  2>,  in  twee  punten  P^  en  P^  snijdt.  Nu 
2gn    P-i    iff  en  P2  S  twee  beschrijvende  lijnen  van  R^;  de 
vlakken  d'  S'  Pj  en  d'  S'  P^  zijn  de  raakvlakken  van  R^  in 
5*,    en    de   sngpunten   d — S'  Pj  en  d — aS'  P2  de  raakpunten 
van  a  met  i?*.   Vallen  Pi  en  P^  te  zamen,  d.  i.  wordt  D  P 
eene   raaklyn,    dan    verkrijgt  men  eene  beschrijvende  lijn  5, 
die    uit  twee  samenvallende  beschrgvende  lijnen  bestaat,  en 
die     men     grenslijn     kan     noemen  ;     de     twee     raakvlak- 
ken   door    d\    zoowel    als  de  beide  raakpunten  op  d  vallen 
nu    te     zamen,     en    het     punt     5'     is     een    klempunt    op 
d*^  terwijl  het  vlak  S'  d  een  klem  vlak  door  d  is.   Een  vlak 
door   8    snijdt    R^  in  eene  kromme  van  de  derde  orde,  van 
welke    *    eene  raaklijn  in  5'  is  ;  terwgl  een  punt  op  8  een 
ouihuUingskegel  doet  ontstaan,  van    welken  s  een  straal  i.s. 
15.    De    vorm    van    het    oppervlak    7?*  hangt  af  van  de 
bestaanbaarheid  of  onbestaanbaarheid  dezer  klempunten.  Ten 
einde  deze  bestaanbaarheid  te  onderzoeken,  legt  men  wed^j 
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even  als  vroeger  (12)  een  vlak  n  door  de  besclirgvende  l^n 
Z,  welke  de  daarin  ontstaande  kromme  c^  in  D  eu  ff  sngdt, 
en  construeert  de  poolkegelsnede  van  D  ten  opzichte  ran 
c^;  deze  is  bepaald  door  D  zelf,  hare  raaklijn  door  2>, 
zijnde  dit  tevens  de  raaklijn  aan  de  kegelsnede,  homoloog 
met  straal  CD;  en  drie  punten,  toegevoegd  harmonisch  aan 
D  ten  opzichte  van  de  beide  andere  snijpunten  eener  Ign 
door  D  met  c^.  De  snijpunten  van  c^  met  de  poolkegel- 
snede zijn,  de  gezochte  raakpunten.  Men  komt  nu  tot  de 
volgende  drie  gevallen: 

de  snijpunten  zijn  alle  vier  bestaanbaar ; 

twee  der  sngpunten  zijn  bestaanbaar,  de  beide  andere  toe^ 
gevoegd  imaginair; 

de  snijpunten  zijn  allen  imaginair. 

In  het  eerste  en  derde  geval  is  de  vorm  der  kromme  c* 
tweedeelig  *) ;  zij  bestaat  uit  een  ovaal  en  eenen  tak ;  het 
eerste  wordt  steeds  in  een  even,  de  tweede  in  een  oneven 
aantal  punten  gesneden.  In  het  eerste  geval  ligt  D  op  den 
tak,  in  het  derde  op  het  ovaal.  Het  punt  Z?'  kan  nu  in 
beide  gevallen  öf  op  den  tak  öf  op  het  ovaal  liggen.  Hier- 
uit volgt  de  volgende  verdeeling: 

Ten  eerste,  de  kromme  is  tweedeelig: 

a.  D  en  D'  liggen  beiden  op  den  tak. 

h.    D  en  ly  liggen  beiden  op  het  ovaal. 

r.   D  ligt  op  den  tak,  D'  op  het  ovaal. 

Ten  tweede,  de  kromme  is  ééndeelig  : 

(l.  D  en   D^  liggen  beiden  op  den  tak. 

Hieruit  volgt  nu  ten  opzichte  van  de  klempunten  : 

a.  De  vier  klempunten  op  d  zoowel  als  op  d'  zijn  be- 
staanbaar. 

h.  D(*  klempunten  op  den  d  en  d!  zyn  imaginair. 

c.  De  vier  klempunten  op  <i' d  zyn  bestaanbaar,  die  op  (i  ti* 
imaginair. 

d  Twee  klempunten  op  elk  der  dubbellynen  zgn  bestaan- 
baar, twee  t')egevoegd  imaginair. 


*)  Vergelijk  voor  deii  vorm  der  kromme  c^:  R.  Stubm,  XJeber  dieebc- 
ücu  Curveu  dritter  Orduung,  Crelle's,  Jou<naL  Bd.  90  blz.  83. 
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Deze  meetkandige  beschouwing  leidt  dus  tot  alle  vormen 
ran   oppervlakken,  door  Roun  verkregen. 

16.  Ik  wensch  nog  in  't  kort  de  aandacht  te  vestigen 
ip  de  gedaanten  der  doorsn^dingskrommen  en  omhullings- 
t^els  bg  deze  verschillende  vormen. 

a.    Daar  de  vier  klempunten,  zoowel  op  d  als  op  d\  be- 
staanbaar zijn,  wordt  elk  der  dubbellijnen  in  vier  deelen  ver- 
leeld  ;   twee  dubbelsegraenten,  op  welke  de  uitgangspunten  der 
bestaanbare    beschrijvende    lynen  liggen   en  twee  geïsoleerde 
segmenten,    op  welke  de  uitgangspanten  der  imaginaire  be- 
schrgvende  Ignen  liggen.  De  dub  bel  segmenten  zijn  dus  door 
bestaanbare,    de    geïsoleerde    door    imaginaire    beschrijvende 
Ignon   verbonden.  Een  vlak  zal  alzoo  K^  snijden  volgens  twee 
volkomen  van  elkander  gescheiden  deelen,  m.  a.  w.  de  door- 
snede zal  bestaan  uit  twee  ovalen,  (takken  van  evene  orde) 
Oj  en  O2 .   die  elkander  niet  snijden.     Daar  de  kromme  in 
het    geheel    twee    bijzondere  punten  moet  hebben,  zoo  heeft 
men,  rfj,  ^2»  ^ii  ^'2  de  dubbel-  en  keerpunten  van  0^  en  O2, 
%   de    geïsoleerde  punten  noemende,   de  navolgende  vormen: 
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b.  Daar  er  geene  geïsoleerde  segmenten  zijn,  zal  elk  vlak 
-R*  snyden  volgens  twee  ovalen ;  de  beide  dubbelpunten  ont- 
staan nu  door  de  snijding  der  beide  ovalen. 

c.  Dit  oppervlak  komt  overeen  met  a,  doordat  een  der 
deelen  van  de  snijkromme  een  dubbelpunt  bezit;  en  niet  6, 
doordat  een  ander  dubbelpunt  ontstaat  door  de  snijding  van 
twee  deelen  der  kromme ;  hieruit  volgt,  dat  de  kromme  be- 
staat uit  twee  oneven  takken.  De  eene  tak  heeft  een  dub- 
belpunt, de  andere  niet;  beide  takken  snijden  elkander  in 
een  punt,  dat  dus  geen  geïsoleerd  ot  keerpunt  kan  worden. 
De   vormen    der   doorsnede    kunnen    dus  drie  in  getal  zijn, 
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naar  gelang  het  eerste  bijzondere  punt  een  dabbelpunt,  keer- 
punt of  geïsoleerd  punt  is. 

d,  In  dit  geval  bestaat  de  kromme  slechts  uit  één  deel; 
dit  ovaal  heeft  twee  bgzondere  punten,  welke  dubbel-,  keer- 
of  geïsoleerde  punten  kunnen  zgn,  zoodat  zes  verschillffTtde 
vormen  mogelyk  zijn. 

Er  kan  geen  bezwaar  bestaan,  de  vormen  van  deomhal- 
lingskegels  voor  de  verschillende  gevallen  van  het  opper- 
vlak na  te  gaan;  de  beschouwing,  hiertoe  noodig, is weder- 
keerig  met  de  vorige. 

17.  Een    tweetal  gedaanten,  die  dit  oppervlak  kan  aan-  | 
nemen,  dienen  nog  in  aanmerking  te  worden  genomen. 

Uet  oppervlak  kan  ontstaan  door  twee  projectieve  vlak- 
keninvolutiën ;  dan  is  de  vlakke  doorsnede  eene  kromme 
van  de  vierde  orde  c^,  welke  ontstaat  door  de  sngding  van 
de  homologe  elementen  van  twee  projectieve  straleninvoln- 
tien.  Het  onderzoek  der  gedaante  van  het  oppervlak  kan  op 
geheel  dezelfde  wyze  geschieden ;  slechts  worde  hier  de  vol- 
gende bijzonderheid  opgemerkt.  Daar  twee  der  raakpunten 
van  de  raaklijnen,  aan  c^  uit  D  getrokken,  in  eene  rechte 
lijn  liggen  met  D\  zoo  liggen  de  beide  grenslgnen  door 
deze  punten  gaande  in  een  vlak  door  d\  en  sneden  z^ 
elkander  in  een  punt  van  d. 

De  tweede  gedaante  ontstaat,  wanneer  R^  geheel  en  al 
imaginair  wordt;  terwijl  d  en  d'  bestaanbaar  blyven« 

De  doorsnijding  met  een  vlak  is  alsdan  eene  imaginaire 
kromme  \an  de  vierde  orde  met  twee  bestaanbare  geïsoleerde 
punten.  Deze  kromme  is  de  centrale  of  ortbogonale  pro- 
jectie van  de  imaginaire  snijkromme  van  twee  oppervlakke& 
van  de  tweede  orde,  die  geen  enkel  punt  gemeen  hebben. 

Het  oppervlak,  ontstaan  uit  twee  projectieve  punten>invo- 
lutiën  stemt  overeen  met  dat,  uit  twee  projectieve  vlakken- 
involutiën  ontstaan. 

Geval  B. 

18.  In  plaats  van  de  elkaar  kruisende  Ignen  d  en  <f  zga 
nu  gegeven  de  lynen  /j ,  I2,  /s,  ^4,  welker  gemeenschappe- 
lijke   transversalen    ondersteld  worden  toegevo^rd  imaginair 
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te  zgn.  De  hier  volgeude  constructie  kan  natuurlek  ook 
koe^epast  worden  op  scbeeve  oppervlakken  met  bestaanbare 
dubtellgnen. 

I>aar  de  Ignen  a^,  03  en  b^  i^*  behoorende  tot  de  beide 
bttsiskroinmen,  de  imaginaire  transversalen  van  Z^,  ^2*  ^31  h 
Bn^den  moeten,  zoo  bebooren  zij  tot  bet  stralenstelsel  van 
den  eersten  graad,  door  deze  vier  bepaald.  Het  projectief 
▼erband  wordt  nu  op  de  volgende  wyze  geregeld. 

19.  Men  trekke  eene  lyn  p,  die  a^  in  ^2,  &x  ^^ -^i  3^9<1^> 
en  neme  op  p  twee  projectieve  puntenr^en  aan;  de  twee 
stralen  a«  en  bn  Tan  bet  stralenstelsel,  die  men  door  twee 
homologe  punten  trekken  kan,  bebooren  tot  twee  homologe 
oppervlakken,  die  dus  door  a^,  a2,  a„  en  bi,  b^,  bn  bepaald 
zgn,  en  welker  doorsnede    construeerbaar  is. 

Hierdoor  worden  twee  beschrijvende  lijnen  van  het  opper- 
vlak bepaald;  men  kan,  aldus  voortgaande,  er  meerdere 
Tinden.  De  stralen  door  de  dubbelpunten  op  p  zijn  twee 
beschrijvende  lijnen  van  het  oppervlak  72*. 

20.  Na  de  beschouwingen,  bij  het  voorgaande  geval  ge- 
houden over  het  oppervlak,  wat  betreft  zijnen  vorm  en  de 
gedaante  z^ner  vlakke  doorsnede,  zal  het  voldoende  zijn, 
eenige  uitkomsten  te  geven,  tot  welke  men  langs  denzelfden 
weg  geraakt. 

Ook  dit  oppervlak  is  met  zichzelf  wederkeerig,  zooals 
bl^kt,  wanneer  men  het  beschrijft  door  twee  projectieve 
vlakken])undels  door  p  te  leggen,  en  in  twee  homologe  vlakken 
de  stralen  te  construeeren,  tot  het  stelsel  behoorende. 

De  snijkromme  c*  van  i2*  met  een  willekeurig  vlak  jt 
heeft  twee  toegevoegd  imaginaire  dubbelpunten,  en  de  om- 
hulling&k^el  twee  toegevoegd  imaginaire  dubbelraakvlakken. 

Brengt  men  een  vlak  n  door  eene  beschrijvende  lijn  /, 
dan  zal  de  sngkromme  c^  door  /  in  een  bestaanbaar  en  in 
twee  imaginaire  punten  gesneden  worden;  zij  kan  twee-  of 
ééntakkig  z^n. 

In  het  eerste  geval  bestaat  c*  uit  twee  ovalen,  in  het 
tweede  uit  een  ovaal.  In  het  eerste  geval  snijden  de  beide 
ovalen  elkander  in  de  imaginaire  dubbelpunten,  het  eene 
ovaal  kan  het  andere  omringen  of   uitsluiten. 

80* 
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Even    als   bij    het    geval  A   kan  ook  hier  het  opperYlal 
geheelimaginair  worden. 

Geval  C, 

20.  Dit  geval  ontstaat  wanneer  d  en  ^  oneindig  dicht 
bij  elkander  li&^gen ;  nu  treden,  in  de  plaats  der  gegevens 
van  A^  de  lijn  d^  de  lijnen  a|,  ag,  h\t  b^^  benevens  eene 
lijn  r,  die  d  snijdt  en  eene  raaklyn  is  aan  elk  opper- 
vlak van  bundel  d  a^  a^  zoowel  als  van  bundel  d  h^  (j. 
Het  projoctiof  verband  der  bundels  wordt  verkregen  dooi 
op  d  uit  het  snijpunt  van  d  met  r,  even  als  in  het  geval  .4, 
twee  projectieve  stralenbundels  te  trekken,  gelegen  in  het 
vlak  dr.  Do  verdere  constructie  verloopt  als  bg  A, 

21.  De  doorsnede  van  R^  met  een  vlak  n  wordt  nu 
eene  kromme  c^  met  dubbelknoop  D  in  het  snijpunt  met 
d\  zoo  ook  zal  de  omhullingskegel  een  kegel  van  de  vierde 
klasse  met  dubbelen  knoopstraal  zijn.  /?*  voldoet  verder 
aan  de  voorwaarde,  dat  alle  beschrijvende  lijnen  stralen 
zijn  van  het  bijzondere  stralenstelsel  van  den  eersten  graad, 
bepaald  door  d«?  stralen    a^,  a^»  ^n  ^j» 

Legt  men  het  vlak  n  door  eene  beschry  vende  Ign  /,  dan 
ont>taut  er  als  doorsnede  eene  kromme  van  de  derde  orde, 
van  welke  /  de  raaklijn  in  D  is,  en  welke  wederom  ver- 
schillende vormen  hebben  kan.  Om  den  vorm  van  het  op- 
pervlak te  bepalen,  is  het  nu  weder  in  de  eerste  plaats 
noüdig,  dat  men  het  aantal  kicmpunten  kenne.  Op  hei 
voetspoor  van  geval  A  kan  men  de  volgende  verdeeling 
maken : 

a.  (^  bestaat  uit  twee  deelen,  D  ligt  op  den  tak.  Er 
zijn  vier  bestaanbare  klempunten. 

h,  c^  bestaat  uit  twee  deelen,  D  ligt  op  het  ovaal.  Er 
zijn  slechts  imaginaire  klempunten. 

c.  c^  bestaat  uit  één  deel.  Er  zgn  twee  bestaanbare  en 
twee  onbestaanbare  klempunten. 

De  gedaante  der  vlakke  doorsnede  in  elk  dezer  gevallen 
is  als  volgt: 

a.  Een  willekeurig  vlak  n  sngdt  R*  in  eene  kromme  van 
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de  vierde  orde,  bestaande  uit  twee  ovalen,  die  ellf ander  niet 
sn^en ;  gaat  n  door  een  punt  van  rf,  uit  't  vrelk  bestaan- 
bare beschngvende  lynen  gaan,  dan  bevindt  zicb  een  dubbel- 
knoop  op  een  dezer  ovalen,  gaat  n  door  een  punt  op  een 
geïsoleerd  gedeelte  van  dj  dan  bezit  de  kromme  een  dubbel- 
geïsoleerd  punt;  eindel^k  kan  n  door  een  klempunt  gaan; 
dan  vertoont  een  der  ovalen  de  combinatie  van  dubbel- 
en keerpunt  d.  i.  een  keerpunt  van  de  tweede  soort. 

Wordt  TT  door  de  grenslijn  door  dit  klempunt  gebracht, 
dan  sn^dt  het  /2*  volgens  eene  kromme  van  de  derde  orde, 
die  in  het  klempunt  een  buigpunt  met  buigraaklijn  beeft. 

6.  Het  vlak  jt  snijdt  72*  volgens  eene  kromme,  bestaande 
uit  twee  ovalen,  die  elkander  raken. 

c.  In  dit  geval  bestaat  de  doorsnijding  uit  één  ovaal 
met  dubbelknoop,  dubbel-geïsoleerd  punt  of  keerpunt  van 
de  tweede  soort. 

Ook  dit  oppervlak  kan  imaginair  zijn.  De  vlakke  door- 
snede is  dan  eene  imaginaire  kromme  van  de  vierde  orde 
met  dubbel-geïsoleerd  punt.  Deze  kromme  ontstaat  door  de 
imaginaire  snijkromme  van  twee  oppervlakken  van  de  tweede 
orde  te  projecteeren  uit  een  punt,  genomen  op  een  der  kegel- 
oppervlakken^  die  door  deze  kromme  gebracht  kunnen  worden. 


IV.  TwjïBDB  Groep. 


22.  De  oppervlakken,  tot  deze  groep  behoo rende,  kunnen 
naar  den  vorm  der  dabbelkromme  verdeeld  worden  in  de 
volgende  gevallen: 

Geval  A.  De  dubbelkromme  is  eene  scheeve  kromme  van 
de  derde  orde  c^. 

Geval  B,  De  kromme  c^  gaat  over  in  een  kegelsnede 
met  eene  Ijn  dj  die  een  punt  met  haar  gemeen  heeft. 

Gevcd  C.  De  kromme  c^  gaat  over  in  twee  bestaanbare 
elkander  kruisende  lijnen  d  en  d\  gesneden  door  eene  lijn  l. 

Geval  D,  De  kromme  c^  gaat  over  in  twee  elkander 
kruisende  Ignen,  die  toegevoegd  imaginair  zijn,  benevens 
bare  transversaal  L 
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Getal  E,  De  lijnen  d  end!  liggen  oneindig  dicht  b^  elkandff. 

De  oppenrlakken  dezer  groep  zgn  dijenen,  die  door  Kns 
langs  meetkundigen  weg  verkregen  worden.  {Geometrie  der 
Lage  II,  Vortrag  15,  verg.  Inleiding  3).  Hg  verkrygt  dasr 
de  eerste  drie  gevallen  en  bewast  tevens,  dat  het  opperrlak 
met  zichzelf  wederkeerig  is.  Daar  evenwel  de  meetkundige 
weg,  langs  welken  zg  verkregen  worden,  van  den  in  dit 
opstel  gevolgden  verschilt,  zoo  zal  hier  worden  aangetoond, 
dat  ook  volgens  de  hier  als  grondslag  aangenomene  methode 
al  deze  vormen  kunnen  worden  verkregen. 

Geval  A. 

23.  Laten  gegeven  zijn  de  scheeve  kromme  van  de  derde 
orde  c^,  benevens  ha  re  koorden  a  en  b;  c^   is  het  gemeen- 
schappelijk   deel  der  basiskromme  van  beide  bundels.   D&e 
kunnen    op    de    volgende    wgze    met  elkander  in  projectie  | 
verband  worden  gebracht. 

Men  neme  een  punt  P  op  c^,  trekke  door  P  in  de  vlakken 
Pa  en  Pb  twee  projectieve  stralenbundels ;  elk  paar  homo- 
loge   stralen    a^,    b^    bepaalt    een    paar    homologe    opper-  ; 
vlakken  A^^  en  i?«*  der  beide  bundels,  die  elkander  volgens  ' 
eene  beschrijvende  lijn  van  het  scheeve  oppervlak  72*  zullen  | 
snijden ;    deze    beschryvende    lyn    is    de  verbindingslgn  der 
beide    snijpunten  van   het  vlak   Pan  6»  met  c^.     Doorloopt 
men    de    stralenbundels   geheel,  dan  wordt  het  geheele  op- 
pervlak R^  beschreven. 

24.  Pe  doorsnede  van  i2*  met  een  vlak  ;r  is  eene  kromme 
van  de  vierde  orde  c*  met  drie  dubbelpunien,  welke  de 
snijpunten  zijn  van  .t  met  c^.  De  kromme  is  dus  van  de 
zesde  klasse  en  heeft  vier  dubbelraaklgnen.  Hieruit  volgt, 
dat  de  omhullingskegel  van  de  zesde  orde  is ;  daar  hg  van 
de  vierde  klasse  moet  zijn,  volgt  hieruit,  dat  hg  weder- 
keerig is  met  de  sngkromme.  De  kegel  heeft  vier  dubbel- 
stralen  en  drie  dubbelraakvlakken ;  de  dubbelrakende  ont- 
wikkelbare  is  dus  een  oppervlak  van  de  derde  klasse 
(4'le  orde) ;  op  deze  wijze  wordt  alzoo  het  wederkeerige  ont- 
staan van  het  oppervlak  opgehelderd. 
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De  doorsnede  wordt  vereenvoudigd,  wanneer  het  vlak 
s  gelegd  wordt  door  eene  beschrijvende  l^n  l;  z^  gaat 
ian  over  in  eene  kromme  van  de  derde  orde  met  een 
lubbelpunt,  gesneden  door  l  in  drie  puoten ;  twee  dezer 
ngpunten  zyn  de  sn^punten  van  l  met  de  dubbelkromme ; 
liet  derde  is  het  raakpunt  van  n  met  R^;  het  dubbelpunt 
is  het  derde  snijpunt  van  jt  met  de  dubbelkromme. 

Nog  eenvoudiger  wordt  de  doorsnede,  wanneer  7;  ge- 
legd wordt  door  twee  beschr^vende  lijnen  in  een  punt  van 
c^  te  zamen  komende.  Het  overschietende  deel  wordt  dan 
eene  kegelsnede,  gaande  door  de  niet  samenvallende  snij- 
pnnten  der  beschryvende  l^nen  met  c^,  en  de  beschryvende 
Ignen  ten  tweeden  male  sn^dende  in  de  beide  raakpunten 
van  n  met  jR*. 

Het  kan  geen  bezwaar  geven,  om,  even  als  bij  de  eerste 
groep  (11),  de  constructie  van  den  omhullingskegel  ook  na 
te  gaan;  met  het  oog  op  het  reeds  behandelde  zal  dit 
worden  voorb^gegaan,  terwyl  ook  naar  de  aangehaalde  §  van 
RfiY£  verder  verwezen  wordt.  By  de  volgende  constructiën 
zal  eveneeus  de  loop  in  het  kort  worden  aangegeven. 

25.  Het  oppervlak  is  bepaald  en  construeerbaar  door  de 
dubbelkromme  en  vijf  punten.  Ten  einde  het  te  construeeren , 
trekke  men  koorden  door  deze  punten,  legge  een  vlak  door 
een  dezer  koorden  /;  dit  vlak  snijdt  de  dubbelkromme  in 
drie  punten  en  de  overige  vier  koorden  in  vier  punten.  De 
vlakke  doorsnede  is  nu  bekend  door  zes  punten  benevens 
een  dubbelpunt  en  dus  construeerbaar. 

26.  Even    als    vroeger   zyn    nu    ook  te  construeeren  de 
doorsnede    van    R^  met  verschillende  andere  scheeve  opper- 
vlakken, door  c^  gebracht.    Zij  b.  v.  R^  een  oppervlak  van 
de   tweede  orde  door  c^.    Men  legge  een  vlak,  dat  /2*  vol- 
gens  eene   kegelsnede  en    twee    beschryvende    lijnen  snydt; 
deze   kegelsnede    zal    Ifi    snyden  in  twee  punten  buiten  de 
punten  der  dubbelkromme;  door  deze  twee  punten  gaan  du 
gemeenschappelyke    beschrgvende  lijnen  van  R^  en  i2^.    Op 
dezelfde  wijze  is  het  na  te  gaan^  dat  een  tweede  scheef  op- 
pervlak   Ri^  van  de  vierde  orde,  waarvan  mede  c^  de  dub- 
belkromme iS|  met  R^  vier  beschrijvende  lijnen  gemeen  heelt. 
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De  Toomoemde  kegelsnede  sngdt  namelijk  de  tweede  kromiM 
Ci^,  bebalye  in  twee  dubbelpanten,  in  vier  punten ;  doordett 
snijpunten  worden  de  vier  gemeenschappelgke  lynen  getrokken. 

27.  Ten  einde  alle  soorten  van  oppervlakken  dezer  groef 
te  verkrijgen,  moeten,  even  als  te  voren,  de  klempunten  eQ 
grenslijnen  meetkundig  onderzocht  worden.  Hiertoe  kan  d» 
volgende  beschouwing  leiden. 

Volgens  (23)  verkrygt  men  de  beschrijvende  Ignen  vaa 
li*'  door  de  constructie  der  vlakken,  die,  door  P  gaande} 
opvolgend  twee  homologe  stralen  van  de  beide  projectie?e 
stralenbundels  bevatten.  Deze  vlakken  omhullen  dus  eea 
kegelvlak  van  de  tweede  orde,  den  omhullingskegel  £^  van 
It*  uit  P;  terwijl  P  nog  buitendien  de  top  is  van  een  ke- 
gel van  de  tweede  orde  Ki^^  die  c^  tot  richtlyn  heeft.  Uit 
een  punt  van  c^  buiten  K^  kunnen  nu  twee  raakvlakken 
aan  A'^^  getrokken  worden ;  uit  elk  punt  daarbinnen  worden 
deze  raakvlakken  imaginair,  terwijl  er  in  elk  anypunt  een 
raakvlak  zijn  zal.  Daar  deze  raakvlakken  tevens  raakvlak- 
ken van  R^  zijn,  zoo  zyn  de  gemelde  snijpunten  de  op  (? 
gelegen  klempunten  van  iZ*  en  de  twee  samenvallende  be- 
schrijvende lijden  vormen  eene  grensl^n.  Een  raakvlak  van 
K'^  snijdt  verder  c^  in  twee  punten ;  wanneer  deze  beide  pun- 
ten zich  vereenigen,  ontstaat  er  eene  beschrgveude  Ign  die 
tevens  ruaklijn  van  c'  is.  De  vlakken,  die  deze  lynen  doen 
ontstaan,  zullen  mede  ten  getale  van  vier  zyn,  want  de  ke- 
gels K'^  en  Ki^  kunuen  hoogstens  vier  gemeenschappel^ke 
raakvlakken  hebben.  Nu  volgt  weder  de  classificatie  van  de 
scheeve  oppervlakken  dezer  groep  op  de  bestaanbaarheid 
van  klempunten  eu   klemvlakken  gegrondvest  *). 

Algemeeue  gevallen. 

tt.  A*  en  Ki^  hebben  vier  gemeenschappelyke  stralen  en 
vier  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

b,  K^  en  Ki^  hebben  vier  gemeenschappelijke  stralen  en 
geene  gemeeuschappelgke  raakvlakken. 

*)  Re  YB,  ö,  d.  L.  II,  p.  llrt  vg.  komt,  uitgaande  van  een  ander  meetkundig 
btgiusel,  tot  dezelfde  staudeu  vau  kegelaneden  ala  hier  van  kegel  vlakken  ge* 
vuuileu  \vürilt;    de  beschouw iug  der  kegclsneden  is  wederkeerig  met  deze 
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c.  K^  en  K^  hebben  twee  gemeenschappel^ke  stralen  en 
08  ook  twee  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

d^  K^  en  K^  hebben  geene  gemeenschappelijke  stralen 
a  Tier  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

e.  jfiT  en  K^  hebben  geene  gemeenschappel^ke  stralen  en 
jeene  gemeenschappelijke  raakvlakken ;  K^  ligt  binnen  K^. 

f.  K  en  K-^  verkeeren  in  het  voorgaande  geval,  maar 
JTi"^  ligt  binnen  K^. 

Bgzondere  gevallen. 

g.  K^"  raakt  £^;  er  z^n  nog  twee  gemeenschappelgke 
itralen  en  raakvlakken,  en  de  straal  van  raking  ligt  op  dat 
leel  van  K^-,  dat  buiten  K^  ligt. 

h.  K^  raakt  K^\  er  zyn  nog  twee  gemeenschappelijke 
stralen  en  raakvlakken;  de  straal  van  raking  ligt  op  dat 
deel  van  K^^  dat  binnen  K^  ligt. 

u  R^  raakt  K^ ;  er  zgn  twee  gemeenschappelijke  stralen, 
maar  geene  gemeenschappel^ke  raakvlakken. 

k.  K^  raakt  K^\  er  z^n  geene  gemeenschappel^ke  stra- 
len meer,  maar  wel  twee  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

/.  K^  raakt  K^\  er  zijn  geene  gemeenschappel^ke  stra- 
W  meer  en  ook  geene  gemeenschappel^ke  raakvlakken ;  K^ 
ligt  binnen  K^, 

m.  K-^  raakt  jfiC^;  er  zijn  geene  gemeenschappel^ke  stra- 
len of  raakvlakken  meer;  K-^^  ligt  binnen  E?, 
n,  K^  en  K^  hebben  een  osculeerenden  straal, 
o.  K^  en  S?  hebben  eene  dubbele  raking ;  jST^ligt  binnen  Ki^. 
p.  K-^  en  K^  hebben  eene  dubbele  raking ;  K^  ligt  bin- 
nen i?. 

j.  K^  en  K^  hebben  een  dubbele  imaginaire  raking ;  E? 
ligt  binnen  K^. 

r.  K^  en  ü?  hebben  eene  dubbele  imaginaire  raking ;  K-j^ 
ligt  binnen  E?* 

8.   Ki^    en   K^   sneden  elkander  volgens  vier  opvolgende 
stralen;  K^  ligt  binnen  jSTj*. 

U  K^    en    E^  sneden   elkander  volgens  vier  opvolgende 
stralen;  K^  ligt  binnen  iC^*). 


*)  Deze  beschouwing  brengt  het  aantal  mogelijke  vormen  terug  tot  het 
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28.  Na  het  onderzoek  der  doorsnede  by  de  YOOTgaandi 
groep  kan  de  sngkrorame  met  een  plat  vlak  kort  a%M 
handeld  worden.  Zg  is  eene  kromme  van  de  vierde  oiM 
met  drie  bgzondere  punten,  welke  ieder  op  zich  zelf  dab» 
belpunten,  keerpunten  of  geïsoleerde  punten  kunnen  zgB| 
terwyl  eindelyk  de  bgzondere  punten  toegevoegd  imaginaiii 
kunnen  worden.  Voor  elk  der  gevondene  soorten  kan  men  ab 
in  (16)  eene  opsomming  van  de  mog^lgke  Tormen  dewm 
kromme  maken ;  ook  zal  men  zonder  moeite  na  kunnea: 
gaan,  in  hoeverre  de  dubbelkromme  geheel  dubbel,  geèeA^ 
tel^k  geïsoleerd  of  geheel  geïsoleerd  op  het  oppervlak  ligL 
Verder  zg  opgemerkt,  dat,  door  een  sngvlak  te  leggen  door 
eene  raakl^n,  of  een  osculatievlak  aan  de  dubbelkronuns: 
te  construeeren,  men  krommen  van  de  vierde  orde  met  eei 
dubbelen  of  drievoudigen  knoop  verkrggt.  Dezelfde  bgzon- 
dere  gedaanten  van  omhuUingskegels  kunnen  eveneens  wor- 
den verkregen.  Wordt  het  sny  vlak  gel^^  door  eene  raakljJA 
aan  een  klempunt,  dan  ontstaan  de  combinatiën  van  e«a 
keerpunt  met  eenen  knoop,  of  wel  van  een  keerpunt  met 
twee  knoopen. 

Dit  oppervlak  kan  ook  geheel  imaginair  worden ;  zgn  om- 
huUingskegel  uit  een  punt  der  dubbelkromme  is  dan  een 
imaginair  kegelvlak  van  de  tweede  orde,  en  de  doorsngding 
met  een  vlak  eene  imaginaire  kromme  van  de  vierde  oide. 
Deze  kromme  is  de  centrale  of  orthogonale  projectie  van 
de  imaginaire  sngkromme  van  twee  oppervlakken  van  de 
tweede  orde,  die  elkander  raken,  maar  overigens  geen  be- 
staanbaar gemeenschappelgk  punt  bezitten. 

Geval   B. 

29.  Laat  voor  dit  geval  de  dubbelkromme  c^  overgegaan 
zgn  in  de  kegelsnede  c^  met  de  haar  in  A  snydende  Ign  d. 


aantal  mogelijke  standen  van  twee  kegelaneden  ten  opzichte  van  elkts* 
der;  zij  bevat  al  de  gevallen  door  Rohn  langs  analytisch-meetkaaiÜgtt 
weg  verkregen. 
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ren  als  iji  het  voorgaande  geval  wordt  elk  der  bundels 
rier  bepaald  door  de  koorden  a  en  h,  die  ieder,  zoowel 
et  c'  als  met  d^  een  pont  gemeen  hebben. 
Past  men,  ter  verkrgging  van  het  projectief  verband,  de- 
Üüe  constractie  als  in  het  voorgaande  geval  toe,  daarbij 
Bi  pnnt  P  op  <^  nemende,  dan  verkrggt  men  wederom 
Bn  omhuUingskegel  K^;  terwfll  Ki^  overgaat  in  twee 
lakken,  het  vlak  S  van  c^  en  het  vlak  Pd.  Wederom 
epaalt  elk  raakvlak  aan  K^  eene  beschrijvende  Ign  van 
f*;  uit  de  punten  van  c^  of  d,  die  buiten  K^  lig- 
en,  kannen  twee  raakvlakken  aan  K^  getrokken  worden; 
Si  die  binnen  IP  twee  toegevoegd  imaginaire  raakvlak- 
en; terw^l  de  sngpunten  van  c^  en  d  met  K^  de  klem- 
vnten  z^n. 

30.  Tot  de  kennis  der  dubbelrakende  ontwikkelbare  komt 
aen  op  de  volgende  wgze.  Men  trekke  uit  een  punt  Qvan 
(  de  beide  raakvlakken  aan  K^,  construeere  dan  de  beide 
)e8chr^ende  l^nen  door  Q  en  legge  er  een  vlak  9  door, 
ian  zal  9  R*  nog  in  eene  kegelsnede  sneden.  Deze  kegel- 
aiede  cj*  heeft  twee  punten  gemeen  met  c* ;  de  beide  andere 
rngpunten  met  de  beschrijvende  Ignen  z^n  de  raakpunten 
met  R^;  van  deze  dubbelrakende  vlakken  moet  nu  de  om- 
hulde geconstrueerd  worden.  Men  projecteere  daartoe  uit 
alle  punten  van  d  c^  op  het  vlak  9,  dan  ontstaat  er 
in  dit  vlak  een  kegelsnedenbundel,  welks  basispunten  ge- 
vormd worden  door  de  sn^punten  van  cj^  met  c^,  door 
het  sngpunt  Q  van  d  met  (p  en  door  de  snijlgn  van 
het  raakvlak,  door  d  aan  c^  gebracht,  met  het  vlak  9. 
De  kegelsneden  van  dezen  bundel  snijden  Ci^,  behalve  in 
de  twee  vaste  punten,  nog  in  twee  veranderl^ke  punten, 
welker  verbindingslgn  door  een  vast  punt  gaat.  Hieruit 
volgt: 

De  dubbelrakende  vlakken  snijden  een  hunner  in  een 
stralenbundel ;  de  dubbelrakende  ontwikkelbare  is  dus  een 
kfigelvlak  van  de  tweede  klasse;  de  vlakkenbundel  door  d 
^ult  de  klasse  van  dit  oppervlak  tot  drie  aan. 

De  constructie  van  deu  top  van  dezen  kegel  is  dus  in 
hei  bovenstaande  aangewezen. 
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De    snyding    yan  deze    dubbelrakende  ontwikkelbare 
d    zal    eene   kegelanede   zyn;  zy  kan  op  de  volgende 
geconstrueerd    worden.    Men    projecteere    uit  de  opvol 
punten  van  d  de  kegelsnede  c^^  op   het  vlak  d.    Elk  d< 
geprojecteerde   kegelsneden    heeft  met  <fi  twee  vaste  puni 
gemeen;    de    gevraagde    kegelsnede  ^ordt  dus  omhuld  d< 
de    verbindingslijnen    der   overige  beide  sn^punten;  zg 
door  A  en  raakt  aan  de  raaklgn  door  A  aan  c^  geirokk^ 
en  aan  de  sn^lyn  van  c^^  en  <^. 

31.  De  vlakke  doorsneden  van  dit  oppervlak  geven  g( 
aanleiding  tot  byzondere  opmerkingen ;  de  verschillende  v( 
men  worden  weder  verkr^en,  wanneer  men  de  klempuni 
opspoort.  Deze  beschouwing  geeft  aanleiding  tot  dezel 
verdeeling  als  bg  het  geval  A ;  slechts  gaat  Ki^  in  t 
vlakken  over,  het  eene  is  het  vlak  8  van  c^,  het  and< 
is  het  vlak  Pd{n).  Men  heeft  nu  de  volgende  soorten: 

a.  S  en  71  snijden  K^;  hunne  snglgn  ligt  buiten  K^. 

b.  d  en  n  sngden  K^;  hunne  snglgn  valt  binnen  K^. 

c.  d  sngdt  K^,  it  niet. 

d.  S  sngdt  K^  niet,  n  sngdt  iT*. 

e.  S  en  n  sngden  ÜT^  niet. 
En  ab  eenig  bgzonder  geval: 
ƒ.  De    snglgn    van    3    en  n  valt  te  zamen  met  eene 

schrgvende  Ign  van  iC*. 

De    bijzondere  gevallen,  die  zouden  ontstaan,  wanneer 
S  i>{  7t  rakend  werd  aan  ^i^,  vervallen,  omdat  alsdan  d( 
vlakken  een  deel  uitmaken  van  i2^  en  R^  dusophondt 
de  vierde  orde  te  zgn. 

Door  deze  verdeeling  ziet  men,  dat  elk  der  deelen  van 
de  dubbelkromme  twee  klempunten  bezit,  welke  bestaanbaar 
of  toegevoegd  imaginair  kunnen  zgn;  daar  verder  ook  dii 
oppervlak  wederkeerig  met  zich  zelf  is,  zoo  gelden  hier  de- 
zelfde opmerkingen  ten  opzichte  der  klemvlakken. 

Geval  C. 

32.  Men  neme,  even  als  bij  het  geval  A^  de  dubbellg- 
nen  d  en  dC  aan,    gesneden    door  l  en    nog   buitendien  tot 
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ftüsyersalen  hebbende  a  en  b.  Uit  een  punf'P  van  l  kan 
leii  de  constructie  uitvoeren  even  als  b^  de  voorgaande 
ivallen,  en  verkrggt  alsdan  den  omhuUingskegel.  De  sn^- 
lomme  met  een  vlak  n  zal  eene  kromme  van  de  vierde 
ide  met  drie  dubbelpanten  zyn,  die  kan  overgaan  in  eene 
ïomme  yan  de  derde  orde  met  dubbelpunt,  of,  zoo  men 
tet  vlak  n  door  l  legt,  in  eene  kegelsnede  met  de  dubbel 
diende  l^n,  of  wel  in  eene  der  andere  dubbellijnen  met 
log  twee  rechte  l^nen. 

Het  is  verder  licht  in  te  zien,  dat  dit  geval  niet  alleen 
!en  b^zonder  geval  is  van  het  geval  A  dezer  afdeeling, 
maar  ook  als  bijzonder  geval  van  de  vorige  groep  kan 
beschouwd  worden.  Hieruit  volgt  dus  eene  daarop  gegronde 
eonstmetie  van  het  oppervlak. 

33.     De    verdeeling    van  dit  oppervlak  in  soorten  steunt 
weder    op    het    al    of    niet    aanwezig  zijn  van  klempunien. 
Deze  worden  het  eenvoudigst  gevonden  door  eene  doorsnede 
te   beschouwen  van  het  oppervlak  R^  met  een  vlak  tt,  ge- 
bracht   door  l;  n  snijdt  i2*  volgens  de  dubbel  tellende  lyn 
l  en  eene  kegelsnede  c^,  en  de  lynen  d  en  d*  in  de  punten 
D  en  D'     Elk    punt    van    d  nu  is  de  top  van  een'  kegel, 
die  €^  tot  richtlijn  heeft ;  deze  kegel  snijdt  d'  in  twee  pun- 
ten,   door   welke  twee  beschrijvende  l^nen  bepaald  worden. 
Zoodra  nu  deze  kegel  rakende  wordt  aan  d^  ontstaat  er  een 
klempunt    op   d.     De  bestaanbaarheid  van  deze  klempunten 
hangt   dus  af  van  den  stand  van  d  en  d!  ten  opzichte  van 
c*,    welke    stand    onderzocht    kan    worden,  door  de  ligging 
der  punten  D  en  D'  ten  opzichte  van  c®  na  te  gaan. 
Er  ontstaan  alzoo  de  navolgende  soorten. 

a.  2?  en  D*  liggen  buiten  c^;  D  D'  sngdt  c^. 

b.  D  en  U  liggen  buiten  c^;   D  i>'  snijdt  c^  niet. 

c.  D  ligt  buiten,  D'  binnen  c®. 

d.  D  en  D*  liggen  binnen  c^. 
en  als  b^zonder  geval: 

e.  J)  D'  raakt  aan  c®. 

Het  is  nu  duidelgk  te  zien,  dat  de  gevallen  a  en  (  vier 
bestaanbare  klempunten  geven,  het  geval  c  twee,  terw^l 
z^   in    het  geval  d  imaginair  zijn.    Nog  worde  opgemerkt, 


i 
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dat   in  het  geval  a  de  Ign  l  dubbel  op  het  oppervlak 
in  het  geval  b  ia  zï^  eene  geïsoleerde,  in  het  geval  e 
keerlyn.     In    dit    laatste    geval   sngdt  elk  vlak  het  O] 
vlak  R^  volgens  eene  doorenede  met  een  keerpunt. 

De    vlakke   doorsneden   en  de  vorm  der  omhoUingsb 
kunnen,    na    het    besprokene    in    de    voorgaande    gevi 
verder  worden  voorbggegaan. 

Geval  D, 

34.  Wanneer  d  en  cC  to^evoegd  imaginair  zgn,  ka^ 
men  weder  als  gegevens  aannemen,  behalve  /,  a,  6,  vat 
Ignen,  die  met  a,  6,  /,  tot  hetzelfde  stralenstelsel  van  dm 
eersten  graad  behooren.  Na  hetgeen  hieromtrent  in  de  eersk 
groep  en  in  het  voorgaande  geval  is  opgemerkt,  kan  de 
constructie  worden  voorbygegaan.  i 

Slechts  worde  hier  het  volgende  opgemerkt.  ' 

De  doorsnijding  met  een  willekeurig  vlak  is  eene  krom-] 
me  van  de  vierde  orde  met  twee  toegevoegd  imaginaire  eii 
een  reëel  dubbelpunt ;  de  doorsngding  met  een  vlak  doorj 
/  geeft  weder  eene  kegelsnede;  er  ontstaan  hier  dus  de  ni- 
volgende  soorten: 

a.  l  snijdt  c^. 

b.  l  snydt  c^  niet. 

c.  /  raakt  c'. 

Geml  E. 

35.  Wanneer  eindelyk  d  en  cP  oneindig  dicht  bg  elkan- 
der liggen,  kan,  wat  de  constructie  betreft,  weder  verwe- 
zen worden  naar  geval  C  van  de  eerste  groep.  De  vlakke 
doorsnede  is  eene  kromme  van  de  vierde  orde  met  dubbel- 
knoop  en  dubbelpunt;  zoo  ook  zal  de  omhullingsk^el  uit 
een  willekeurig  punt  een  dubbelraakvlak  en  twee  samen- 
vallende dubbelraakvlakken  hebben.  Als  bijzondere  gevallen 
komen  in  aanmerking: 

De  doorsnede  door  het  sngpunt  van  dd*  met  l ;  dit  is  eene 
combinatie  van  drie  knoopen;  zoodanig  dat  er  slechts  ééne 
raaklgn  aan  dit  punt  is. 
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De  doorsnede  door  {;  z^  bestaat,  behalye  uit  Z,  alt  eene 
egelsnede;  liierb^  komen  dus,  evenals  in  het  vorige  geval 
I  volgende  soorten: 

a.     l  sngdt  c^;  D  ligt  binnen  c®. 

6.     l  sn^dt  c^;  D  ligt  buiten  A 

e.     l  sn^dt  (?  niet. 

d,     l  raakt  <^. 

De  doorsnede  door  het  sn^'punt  van  déC  met  l  wordt  in 
iet  geval  d  eene  verbinding  van  twee  knoopen  en  een  keer- 
font  met  ééne  raaklijn  aan  dit  punt. 

Even  als  in  het  geval  A  kan  bij  elk  der  gevallen  B^  C, 
D,  E  het  oppervlak  geheel  imaginair  worden. 


V.     Deedb  Groep. 

36.  In  deze  groep  kan  de  basiskromme  van  een  der  beide 
bundels  verschillende  vormen  aannemen.  Deze  basiskromme 
bestaat  uit  de  scheeve  kromme  van  de  derde  orde  c^  met 
eene  koorde  t^  welke  tevens  de  as  is  der  vlakkeninvolutie. 
In  deze  involutie  vervult  elk  vlakkenpaar  de  rol  van  een 
oppervlak  van  den  tweeden  bundel,  en,  daar  de  as  t  samenvalt 
met  het  rechtlynige  deel  van  de  basiskromme  van  den  eer- 
sten bundel,  wordt  t  eene  drievoudige  Ign  van  het  scheeve 
oppervlak  ü^.  De  behandeling  zal  doen  zien,  dat  de  kromme 
^  vervangen  kan  worden  door  verschillende  andere  vormen  van 
scheeve  krommen  van  de  derde  orde.  Daarop  berust  dan  de 
verdeeling  van  dit  oppervlak  in  gevallen.  Deze  gevallen  z^n : 

A.  <?  wordt  vervangen  door  eene  kegelsnede  c^  met  eene 
l^n  {,  die  een  punt  met  haar  gemeen  heeft. 

B.  Deze  lijn  l  valt  te  zamen  met  de  as  t  der  vlakken- 
involutie. 

C.  f?  wordt  vervangen  door  de  rechte  l^nen  li  en  ^3  ge- 
sneden door  ^;  /^  is  op  eindigen  afstand  van  t  gelegen.^ 

D.  (?   gaat   over  in   de  rechte  l^neu  li  en  Z3,  gesneden 
door  l^\  I2  ligt  oneindig  dicht  b^  U 

Geval  A. 

37.     Het    projectief  verband  wordt  op  de  volgende  wgze 
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geregeld.     Men    neme   een  punt  P  op  t  en  trekke  door 
punt  lijnen,  die  <fl  snijden  ;  elke  Ign  doet  een  oppervlak 
den    bundel    t  c^    ontstaan,    en   de   puntenr^,  door  deze 
scbryvende  lijnen,  uit  P  gaande,  op  c^  bepaald,  is  proj 
met  de  punteninvolutie,  door  de  vlakkenparen  van  de  t 
keninvolutie  op  c^  uitgesneden.    Zulk  eene    lyn    vormt 
mel^k  met  t  een  raakvlak  door  P  aan  een    oppervlak 
den    bundel  gebracbt.     Projecteert  men  nu  uit  bet  sn^p 
Q    van    c^    met  t  beide  puntenrgen  op  een  vlak,    dan    o 
staan   op  eene  kegelsnede  eene  puntenrij  met  daarmede 
jectieve  punteninvolutie ;  deze  zullen  drie  gemeenschappelg! 
homologe   punten    bezitten;    deze  punten,  roet   Q  vereei 
geven  drie  punten  Pj,  ^2»   ^s  ^P  ^^  welke  de  drie  besc! 
vende  lijnen  PP^  f*P%i  PJ\  van  R^  doen  ontstaan, 
verplaatsing    van    P   op    t   worden    alle  besebrij  vende  l^n 
van  jR*  verkregen. 

38.  De  doorsnijding  van  B^  met  een  plat  vlak  is 
kromme  van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt,  om 
staande  door  eene  straleninvolutie,  projectief  met  een  ke; 
snedenbundel,  van  welken  een  der  basispunten  met 
middelpunt  van  de  straleninvolutie  tezamen  valt.  Yereen-j 
voudigde  doorsneden  worden  verkregen  door  een  vlak  te  1 
door  eene  beschrijvende  lijnZ;  hierdoor  ontstaat  eeue  krom 
van  de  derde  orde  met  een  dubbelpunt  op  l  gelegen;  1 
men  een  vlak  door  twee  beschrgvende  l^nen,  dan  wordt  d 
doorsnede  eene  kegelsnede,  welke  het  snijpunt  der  beide  l^nea 
bevat  De  '  te  beschrijvende  Ignen  kunnen  toegevo 
imaginair  /.yn;  hun  vlak  is  dan  evenwel  bestaanbaar.  Be- 
schouwt men  nu  de  k^elsnede  met  eene  der  beschrijvende 
lijnen  van  het  oppervlak  als  één  geheel,  dan  kan  de  kromme 
<r^  door  haar  vervangen  worden.  De  beschrijvende  lijnen 
van  het  oppervlak  R^  glijden  dan  b^  hare  beweging  langs 
t  en  twee  dezer  kegelsneden. 

38.  De  dubbelrakende  ontwikkelbare  is  op  de  volgende 
wgze  te  construeeren.  Men  legge  een  vlak  a  door  twee 
beschry vende  lynen,  dat  dus  i2*  nog  volgens  eene  k^elsnede 
c^  snydt.  en  projecteert  eene  tweede  kegelsneden-doorsnede 
c^    op    a  uit  alle  punten  van  ^     De  geprojecteerde  kegel* 
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len  zullen  allen  met  elkander  gemeen  hebben  de  beide 
Öpunten  P  en  Q  van  c^^  met  of,  het  snijpunt  T  van  t 
ït   Cf,    en    hebben  allen  tot  raaklijn  de  snij  lijn  van  et  met 

vlak,  door  t  rakende  aan  c^  gebracht.    Er  ontstaat  dus 

kegelsnedenbundel,    van     welken     elke    kegelsnede    c^, 

lalve    in     T,    nog    in  drie  punten  snijdt;  de  driehoeken, 

)r  verbinding  dezer  snijpunten  ontstaande,  omhullen  eene 

[elsnede    dl^,    die    ook  de  zijden  van    £^  P  Q  T  zal  raken 

in  het  algemeen  c^  zal  snyden.  De  drie  vhikken,  gebracht 
for  een  projecteeriugscentrum  en  de  daarbij  behoorende  drie 
(den  van  een  driehoek,  zijn  dubbelrakende  vlakken,  tot 
ïlke  ook  u  behoort.  Daar  nu  de  snijlijnen  der  dubbel- 
kende  vlakken  met  een  hunner  eene  kegelsnede  omhullen, 

de    dubbelrakende    ontwikkelbare    van    de    derde  klasse; 

re  constructie  is  hier  aangegeven. 

39.  Uit  de  constructie  der  kegelsnede  cfi  is  de  constructie 
)T  klempunten  af  te  leiden.  Door  klempunten  moeten  bij 
^t  oppervlak  punten  verstaan  worden,  zoodanig,  dat  daarin 
ree  vaü  de  drie  raakvlakken  te  zamen  vallen.  Elk  vlak  door 
sn  klempunt  snijdt  dus  R^  in  eene  kromme  van  de  vierde 
(rde  met  een  keerpunt,  door  't  welk  een  tak  gaat.  Eene 
laklgn  van  cP  snijdt  in  het  algemeen  c^  in  twee  punten, 
lit  welke  twee  beschrijvende  lijnen  naar  het  bijbehoorend 
funt  op  t  kunnen  getrokken  worden.  Vereenigen  zich  deze 
ïide  snijpunten,  m.  a.  w.  wordt  de  raaklijn  aan  d^  gemeen- 
ihappelijke  raaklijn,  dan  is  het  bijbehoorend  punt  op  t  een 
tlempunt;  van  de  drie  beschrijvende  lijnt^  ^  it  dit  klem- 
mnt  gaande,  vereenigen  zich  twee  tot  eene  g'renslijn.  Om 
m  de  klempunten  te  bepalen,  moet  men  weder  de  standen 
ran  ^  ten  opzichte  van  c^  nagaan. 

Trekt    men  eene  raaklyn  uit  een  snijpunt  van  d^  met  c^ 

'lian  (i^,   dan    zal    deze    raaklijn    c^  nog  in  een  tweede  punt 

iaiijden;    de    raaklijn,    door    dit  punt  aan  c^  getrokken,  zal 

weder  raaklijn    aan  ifi  moeten  zijn;  want  d^  en  c^  moeten 

Voldoen  aan  de  voorwaarde,  dat  elke  omgeschreven  driehoek 

van  (p  een  ingeschreven  driehoek  van  c^  is.    Hieruit  volgt, 

4at  c-  en  d^  evenveel  sngpunten  als  gemeenschappelijke  raak- 

Ijjnen  moeten  hebben. 
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De  standen  van  éP'  en  ê'  ten  opzichte  van  elkander  z^n  dus: 
a,     cT^    en   c*   liebben  vier  gemeenschappelijke  punten  en 

vier  gemeenschappelijke  raaklynen. 

i.     iP'   en    c^  hebben  twee  gemeenschappelijke  punten  en 

twee  gemeenschappelijke  raaklijnen. 

c.  dP  en  f-  hebben  geene  gemeenschappelyke  punten  of 
raaklijnen;  tfi  ligt  binnen  c^. 

d.  (/^  en  f^  hebben  geene  gemeenschappelijke  punten  of 
raaklijnen;  c-  ligt  binnen  (fi. 

Bij  welke  zich  de  bijzondere  gevallen  voegen : 

e.  <P  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  nog 
twee  gemeenschappelijke  punten  en  raaklijnen ;  het  deel  van 
J2,  op  hetwelk  bet  raakpunt*  ligt,  ligt  binnen  c*. 

f.  ifi  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  geene 
gemeenschappelijke  punten  of  raaklgnen ;  het  deel  van  <P, 
op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  binnen  c*. 

</.  dP  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  nog 
twee  gemeenschappelijke  raaklijnen  en  punten ;  het  deel  van 
d^,  op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  buiten  c^. 

h,  cfi  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  geene 
gemeenschappelijke  punten  of  raaklgnen;  het  deel  van  <P, 
op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  buiten  c^. 

t.  d^  en  fSi  raken  elkander  in  twee  punten ;  cp  ligt  bin- 
nen c^. 

k.  dr  en  f"  raken  elkander  in  twee  punten  ;  d^  ligt  bui- 
ten c^. 

/.  lp  en  c^  raken  elkander  in  twee  toegevoegd  imaginaire 
punten,  (P  ligt  binnen  c^. 

m.  dr  en  c^  raken  elkander  in  twee  toegevoegd  imagi- 
naire 'punten ;  c^  ligt  binnen  iP. 

40.  Ook  in  dit  geval  kan  worden  volstaan  met  enkele 
opmerkingen  over  de  vlakke  doorsneden.  In  de  gevallen  a  en 
6,  die  der  bestaanbare  klerapunten,  kunnen  de  doorsneden 
kromme  lijnen  van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt 
zijn,  met  een  keerpunt,  door  't  welk  een  tak  loopt,  of  met 
een  drievoudig  punt  met  een  bestaanbare  en  twee  toegevoegd 
imaginaire  raaklijnen.  In  de  gevallen  c  en  d  heeft  de 
kromme  steeds  of  wel  drie  raaklijnen  of  wel  eene  raaklijn. 
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WTat  de  bijzondere  gevallen  betreft,  zijn  er  tweeërlei  soort 
loorsneden  in  de  gevallen  e  en  g^  en  is  er  slechts  één  vorm 
ran  doorsnede  in  de  overige.  De  doorsnede  door  de  dubbele 
Uempnnten  zal  eene  kromme  van  de  vierde  orde  z^n  met 
een  bgzonder  punt,  samengesteld  uit  twee  keerpunten  en 
een  dubbelpunt ;  dit  punt  onderscheidt  zich  op  het  oog  niet 

van  eenig  ander  punt  der  kromme. 

Bfl  de  bijzondere  doorsneden  moet  verder  opgemerkt  wor- 
den, dat  eene  doorsnede  door  eene  beschr^vende  lijn,  welke 
door  een  klempunt  gaat,  eene  kromme  van  de  derde  orde 
met  een  keerpunt  is,  dat  gelegen  is  op  de  beschrijvende  lijn. 
Is  de  beschrijvende  l^n  tevens  grenslijn,  dan  wordt  de  door- 
mede  eene  kromme  van  de  derde  orde  met  een  dubbelpunt, 
dat  de  beschrijvende  lijn  tot  raaklijn  heeft.  In  een  dubbel 
klempunt  vereenigen  zich  de  drie  beschryvende  lijnen;  de 
doorsnede,  door  de  drievoudige  lijn  gelegd,  geeft  eene  kromme 
van  de  derde  orde  met  keerpunt;  de  keerraaklijn  is  de  drie- 
voudige beschrijvende  lijn. 

Geval  B, 

41.  Daar  in  dit  geval  l  zoowel  eene  beschrgvende  Ign 
van  het  oppervlak  R^  als  een  onderdeel  der  basiskromme 
van  den  oppervlak kenbunJel  is,  bezit  elk  oppervlak  van  dien 
bandel  eene  dubbele  beschryvênde  lijn. 

Hieruit  volgt,  dat  de  oppervlakkenbundel  overgaat  in  een 
kegelbundel;  de  kegelvlakken,  hiertoe  behoorende,  hebben 
hun'  top  op  ^  de  kegelsnede  c-  is  hunne  gemeenschappelijke 
richtl^n,  en  de  puntenrij,  op  t  door  de  toppen  bepaald,  is 
projectief  met  de  vlakkeninvolutie.  De  beschryvênde  lijnen 
kannen  dus  geconstrueerd  worden. 

42.  De  doorsnyding  met  oen  plat  vlak  biedt,  vergeleken 
met  de  vorige,  geen  bijzonderheden  aan,  slechts  zal,  bij  ver- 
plaatsing der  doorsneden,  men  aan  het  drievoudig  punt  altijd 
ééne  raaklijn  krijgen,  die  in  een  onveranderlijk  raakvlak  ligt. 
Van  twee  kegelsneden-doorsneden  zullen  dus  de  raaklynen 
in  hare  bnijpunten  met  t  in  dit  vlak  liggen. 

Eveneens  kan  onveranderd  worden  toegepast  het  beginsel 
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der  constructie  van  de  dubbelrakende  ontwikkelbare;  de  kc^d-» 
snedenbuDdel,  liggende  in  het  vlak  a  van  c^,  (38)  onderguk 
in  zijnen  stand  evenveel  eene  wijziging.  Wederom  hebbende, 
geprojecteeide    kegelsneden    met    elkander    gemeen  de  beide  \ 
snijpunten    P    en    C?  van  c^  met  «,  het  snijpunt   T  %an  a 
met    t  en  tot  raaklijn  de  snijlijn  van  a  met  het  vlak,  door 
i  rakende  aan  c^  gebracht.    Deze  laatste  raaklijn  is  even  wél 
nu  ook  eene  raaklijn  van  c^,  zoodat  de  kegelsneden  van  den 
bundel,    behalve    het    raakpunt,    slechts    twee    punten    met 
c^  gemeen  hebben,  welke  door  hunne  vereeniging  eenen  stra- 
lenbundel  doen  ontstaan.     Hieruit  volgt: 

Ëeu  der  dubbelrakende  vlakken  wordt  door  de  andere 
gesneden  in  een*  stralenbundel ;  deze  vlakken  omhullen  das 
een'  kegel  van  de  tweede  klasse,  welke  tot  top  het  middel- 
punt A  van  den  stralenbundel  heeft.  Het  standvastige  raak» 
vlak  door  i  vult  de  klasse  der  dubbelrakende  ontwikkelbare 
tot  drie  aan. 

43.  In  overeenstemming  met  het  vorige  geval  ziet  men, 
dat  er  klempunten  worden  gevonden,  indien  men  uit  A  raak- 
lijnen  aan  c^  trekt ;  de  kegeltop,  die  b^  deze  raakl^n  behoort 
zal  een  klempunt  op  i  zijn.  Nog  ontstaat  er  een  byzonder 
punt  op  t,  wanneer  men  den  kegeltop  construeert,  welke 
behoort  bij  de  lijn,  die  uit  A  naar  T  getrokken  wordt;  dit 
punt  heeft  de  byzonderheid,  dat  van  de  raakvlakken,  door 
hetzelve  aan  l\^  gebracht,  er  een  te  zamenvalt  met  het  stand- 
vastige raakvlak.  De  standen,  die  het  punt  A  ten  opzichte 
van  <?  innemen  kan,  geven  wederom  aanleiding  tot  de  vol- 
gende verdeeling ; 

a.     -^i  ligt  buiten  c^. 

i.     A  ligt  binnen  c*. 

c.     A   ligt  buiten  c^  op  de  raaklyn  door  Taan  c^  getrokköi. 

In  het  laatste  geval  zal  er  door  het  byzondere  punt  eene 
doorsnede  gaan,  die  een  punt  heeft  dat  uit  twee  keerpunten 
en  een  dubbelpunt  bestaat.  Voor  de  verdere  byzondere  door- 
sneden kan  naar  het  geval  A  verwezen  worden. 

Geval  C. 

44.  In   dit    geval    heeft  men  eene  scheeve  vier^jde,  die 
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»t  overstaande  zgden  heeft  li ,  ?3,  benevens  t,  I^-  Men  neme, 
eren  als  bg  geval  -4,  P  op  ^  aan,  trekke  door  P  in  het 
rlak  P  I2  een'  stralenbundel,  projectief  met  de  stralenin- 
▼oldtie  door  de  vlakkeninvolatie  in  dit  zelfde  vlak  bepaald, 
en  bepale  de  gemeenschappelijke  homologe  stralen  van  beide ; 
dit  zgn  de  drie  beschr^vende  lijnen  uit  P;  bij  verplaatsing 
van  P  wordt  het  geheele  oppervlak  beschreven. 

Het  kenmerkende  onderscheid  tusschen  dit  oppervlak  en 
dat,  genoemd  in  geval  A  dezer  groep,  is  dus  hierin  ge- 
legen, dat  bij  het  laatste  drie  beschrgvende  lijnen,  uit  een 
punt  van  t  getrokken,  niet  in  één  vlak  liggen,  terwyl  dit 
bg  het  hier  behandelde  wel  het  geval  is. 

Verder  is  het  niet  moeilijk  in  te  zien,  dat  men  hetzelfde 
oppervlak  verkrggt  wanneer  men  op  l^  eene  punten  invo- 
Intie  aanneemt  en  deze  projectief  maakt  met  de  oppervlak- 
kenschaar,  door  t  li  l^  l^  bepaald,  die  dus  het  vlak  l^  in  een* 
stralenbundel  snijdt. 

Dit  oppervlak  is  dus  met  zich  zelf  wederkeerig;  de  lijn 
l^  is  tevens  de  dubbelrakende  ontwikkelbare. 

De  vorm  van  de  vlakke  doorsnede  van  dit  oppervlak  zal 
zich  niet  van  dien  van  de  vorige  gevallen  onderscheiden ;  zg 
heeft  een  drievoudig  punt  en  de  ombullingskegels  hebben 
een  drievoudig  raakvlak. 

45.    Voor  het  opsporen  der  klempunten  moet  een  andere 
weg   ingeslagen    worden    dan    in  het  vorige  geval,  daar  de 
doorsngding,    verkregen   door   een  vlak  gebracht  door  twee 
beschrgvende  Ignen,    bestaat  uit  drie  beschrgvende  lijnen  en 
de  lijn  L.    Ten  einde  ook  voor  dit  geval  de  klempunten  te 
vinden,  legge  men  een  vlak  n  door  ééne  beschrijvende  lijn  l ; 
dit  vlak  snijdt  t  ïn  T  en  l^  in  L2 ;  T  is  dan  tevens  een  dub- 
brfpunt  van  de  sngkromme  c^  en  Z^g  ligt  op  L  Elk  vlak,  door 
Ij  gebracht,  snijdt  n  in  eene  lijn,  die  c^  in  drie  punten  snijdt, 
welke  drie  pnnten  men  vereenigt  met   het  sngpunt  van  het 
bewegelgke   vlak   met  t;    men    verkrijgt    alzoo   in  elk  vlak 
drie  beschrgvende    Ignen.    Zoodra    twee  dezer  zich  vereeni- 
gen, d.  i.  voor  elke  raaklgn  uit  L^  aan  c^  getrokken,  vindt 
men  dns  in  het  daarbg  behoorend  punt  op  t  een  klempunt. 
Dit  geeft  aanleiding  tot  de  navolgende  gevallen : 
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a.  L^  ligt  zoodanig,  dat  er  vier  bestaanbare  raaldönea 
aan  <?  kannen  worden  getrokken. 

b.  Uit  L^  kunnen  twee  bestaanbare  en  twee  ioegeroegl 
imaginaire  raaklijnen  aan  (?  worden  getrokken. 

c.  Uit  L^  kannen  slechts  imaginaire  raaklgnen  aan  ^ 
worden  getrokken;  i?  heeft  een  dubbelpant. 

c/.  Uit  L^  kannen  slechts  imaginaire  raaklgnen  aan  è 
worden  getrokken ;  c^  heeft  een  geïsoleerd  pant. 

Hieruit  ziet  men.  dat  de  algemeene  gevallen  oYereenstem- 
men  met  die,  in  het  geval  A  dezer  groep  verkregen.  M» 
kan  ook  de  bgzondere  gevallen  der  klempunten  verkrggen; 
namelyk  de  vereeniging  van  klempunten  op  verschillend» 
w^zen.  Het  kan  namel^k  zijn^  dat  L^  op  eene  raaklyn  aan 
een  buigpunt  van  <?  ligt,  of  ook  wel,  dat  L^  het  sn^imt 
is  van  twee  raaklynen,  ieder  aan  een  buigpunt  getrokken. 
Houdt  men  nu  in  het  oog,  dat  in  het  eerste  geval  de  beide 
anderQ  raaklijnen  uit  L^  bestaanbaar  of  toegevoegd  imagi« 
nair  kunnen  zijn;  dat  in  het  tweede  geval  L^  het  sngpnnt 
van  twee  bestaanbare  of  wel  van  twee  toegevo^d  imagi- 
naire buigraaklgnen  kan  zgn,  dan  ziet  men,  dat  de  bgzondere 
gevallen  van  het  geval  A  zich  ook  hier  kunnen  voordoen. 

Eveneens  kan  naar  het  geval  A  verwezen  worden,  wat 
betreft  de  vormen  der  bijzondere  doorsneden,  door  klempim-' 
ten,  grenslgnen  enz.  gelegd. 

Qeoal  D. 

46.  Even  als  bij  het  geval  C  der  eerste  groep  (20)  tre- 
den hier  op  als  gegevens  van  den  oppervlakkenbundel  de 
rechte  lijnen  l^  en  /g,  hare  transversaal  t  en  een  vlak  door 
t,  in  hetwelk  eene  lijn  r  eene  raaklijn  is  aan  elk  opper- 
vlak van  den  bundel.  Elke  straal  van  den  stralenbundd, 
welks  middelpunt  het  snijpunt  van  «  en  r  is,  en  die  gela- 
gen is  in  het  vlak  ir,  bepaalt  met  l^  en  Zg  eenopperriak; 
is  nu  deze  stralenbundel  projectief  met  de  vlakkeninvolufae, 
dan  snijdt  elk  vlakkenpaar  het  homologe  oppervlak  in  twee 
beschrijvende  lijnen;  men  kan  dus  de  opeenvolging  van  deze 
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construeeren.  Even  als  in  het  vorige  geval  is  het  oppervlak 
met  zich  zelf  wederkeerig ;  de  dubbelrakende  ontwikkelbare 
gaat  steeds  door  t. 

47.  De  doorsnyding  met  een  plat  vlak  n  is  wederom  eene 
kromme    van    de   vierde    orde  met  een  drievoudig  punt;  zg 
ontstaat    door    de  doorsn^ding  der  homologe  elementen  van 
eene    straleninvolutie     met     een^    kegelsnedenbundel ;    deze 
laatste  bundel  wordt  bepaald  door  de  sn^punten  van  n  met 
lij  {3,  £  en  de  raaklijn,  door  het  laatst  gemelde  sn^punt  aan 
alle   kegelsneden  van  den  bundel  getrokken.    De  drie  raak- 
l^nen   aan    dit   drievoudige   punt  worden  gevonden  door  de 
raaklyn    van    den  kegelsnedenbundel,  en  het  stralenpaar  der 
involutie ,    dat    homoloog    is    met    de  bijzondere  kegelsnede 
van  den  bundel,  welke  vertegenwoordigd  wordt  door  de  sng- 
Ignen  van    n    met    de    twee   vlakken  t  li  en  tl^.    De  twee 
vlakken    t  li    en    t  Z3    vormen  nu,  bij  elkander  gedacht,  een 
element  van  den  oppervlakkenbundel,  zoodat  met  dit  vlak- 
kenpaar  één  bepaald  vlakkenpaar  der  vlakkeninvolutie  over- 
eenkomt;   hieruit    volgt,  dat  van  de  drie  raakvlakken  door 
elk  punt   der  drievoudige  lijn  gebracht  er  twee  standvastig 
zgn.    Ook    bg    dit  oppervlak  liggen  voor  elk  punt  drie  be- 
schrgvende  Ignen  in  één  vlak. 

48.  Daar  twee  der  raakvlakken  standvastig  zijn,  kunnen 
klempunten  alleen  voorkomen,  als  het  bewegelijke  raakvlak 
aan  een  punt  van  t  samenvalt  met  een  der  standvastige 
raakvlakken.  Deze  punten  kan  men  op  de  navolgende  wijze 
opsporen. 

Men  denke  zich  een  oppervlak  R^  van  den  oppervlakken- 
bundel geconstrueerd;  dit  zal  in  elk  punt  van  t  een  raak- 
vlak bezitten  en  het  raakvlak  in  een  dier  punten  moet 
voor  den  geheelen  bundel  constant  zijn.  Dit  raakvlak  is 
tevens  raakvlak  van  het  scheeve  oppervlak  R\  Zijn  dus 
nn  de  standvastige  raakvlakken  (Ji  en  (f^  van  R^  bepaald, 
dan  bepale  men  de  lijn  volgens  welke  een  dezer  vlakken 
iP  sngdt,  het  snijpunt  dezer  lijn  met  t  geeft  een  klempunt. 
Er  zgn  dus  twee  dezer  punten;  en  het  oppervlak  laat  zich 
naar  de  bestaanbaarheid  dezer  klempunten  verdeelen. 
Ook  bestaat  de   mogelijkheid,  dat  het  vlakkenpaar  öj^  en 
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(>2  <ier  vlakkeninvolutie  een  dubbelvlak  der  involutie  is; 
alsdan  heeft  men  slechts  één  standvastig  raakvlak,  tervgl 
elk  der  punten  van  t  tevens  een  keerpunt  van  de  vlakke 
doorsnede  van  R^  is.  Men  komt  alzoo  tot  de  volgende 
soorten. 

a.  (fi  en  (/g  zijn  bestaanbaar,  de  vlakkeninvolutie  is 
elliptisch  of  hyperbolisch;  er  zijn  twee  bestaanbare  klem- 
punten. 

b.  (/j  en  (/o  ^0°  toegevoegd  imaginair,  de  vlakkeninvo- 
lutie is  hyperbolisch ;  er  zijn  geen  bestaanbare  klempunten. 

c.  ^1  en  (/2  vereenigeu  zich  in  één  raakvlak  (j;  de  vlak- 
keninvolutie is  hyperbolisch  ;  er  is  één  klempunt  (eigenlijk 
twee  samenvallende  klempunten). 

Bij  de  vlakke  doorsneden  door  deze  bijzondere  punten 
zullen,  even  als  bij  geval  A,  weder  de  verschillende  vormen 
van  drievoudige  punten  zich  voordoen. 


VI.     Vierde  Groep. 

47.  Uit  de  wijze  van  ontstaan  blijkt,  dat  deze  groep  uit 
oppervlakken  zal  bestaan,  die  wederkeerig  zgn  met  die  van 
de  voorgaande.  Het  is  onnoodig  om  de  redeneeringen  op 
te  stellen,  noodig  om  tot  de  verdeeling  in  soorten  te  gera- 
ken ;  voldoende  zal  het  zijn,  zoo  hier  aangegeven  worden 
die  gevallen,  die  verschillend  zijn  van  die  der  vorige  groep. 
Daar  de  gevallen  C  en  D  der  voorgaande  groep  wederkeerig 
zijn  met  zichzelven,  zoo  behooren  zij  mede  tot  deze  groep 
en  blijven  zij  dus  verder  buiten  beschouwing.  Voor  de  ge- 
vallen A  en  B  der  voorgaande  groep  komen  nu  de  vol- 
gende in  plaats. 

A,  Het  ontwik  keibare  oppervlak  van  de  derde  klasse 
y3  wordt  vervangen  door  een  kegelvlak  van  de  tweede  klasse 
y*  en  eene  raaklijn  l  aan  y^. 

B.  Deze  raaklijn  /  valt  te  zamen  met  de  draaglijn  der 
punteninvolutie. 
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Geval  A. 

48.  Met  het  oog  op  de  voorgaande  opmerking  omtrent 
de  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met  het  geval  A  der 
voorgaande  groep,  kannen  zonder  vernieuwing  van  bewezen 
de  volgende  eigenschappen  worden  afgeleid. 

Het  oppervlak  heeft  eene  dubbelrakende  ontwikkelbare, 
welke  is  overg^aan  in  eene  rechte  l^n  t\  elk  vlak  n  door 
deze  rechte  lyn  t  bezit  drie  raakpunten,  zoodat  men  haar 
eene  drievoudig  rakende  ontwikkelbare  kan  noemen.  De 
constructie  der  beschrijvende  lijnen^  liggende  in  een  vlak 
door  deze  lijn  gebracht,  is  wederkeerig  met  de  constructie 
van  (37).    . 

In  het  vlak  ji  vormen  de  beschrijvende  lijnen  een'  drie- 
hoek. Uit  elk  hoekpunt  van  dien  driehoek  kan  een  om- 
hullingskegel  aan  het  oppervlak  beschreven  worden;  deze 
kegel  is  van  de  tweede  klasse  en  raakt  aan  t.  De  beschry- 
vende  l^nen  van  het  oppervlak  gleden  bfl  hare  beweging 
langs  t  en  twee  dezer  kegels. 

De    dubbelkromme  is  eene  scheeve  kromme  van  de  derde 
orde  <?. 

49.  Men  kan  bg  dit  oppervlak  de  klemvlakken  bepalen, 
gel^k  in  de  voorgaande  groep  de  klempunten  bepuald  zgn; 
men  komt  dan  tot  een  aantal  soorten,  gelijkstaande  met  dat 
van  geval  A  der  voorgaande  groep.  Het  heeft  evenwel  ook 
geen  bezwaar  in  dit  geval  de  klempunten  op  te  sporen; 
hierdoor  moet  men  dan  tot  dezelfde  verdeeling  komen.  Om 
deze  klempunten  te  construeeren  kan  men  den  volgenden  weg 
inslaan. 

De  vlakken  door  t  sngden  de  dubbelkromme  <?  in  drie 
punten ;  wordt  zulk  een  vlak  raakvlak  aan  c^  dan  vereenigen 
zich  twee  dezer  punten;  het  vlak  wordt  een  klemvlak, 
het  derde  punt  wordt  een  klempunt  op  c^  en  de  twee 
beschrgvende  Ignen,  die  zich  in  dit  klempunt  vereenigen, 
worden  tot  eene  grenslgn.  Daar  er  door  eene  Ign,  buiten 
eene  kiomme  van  de  derde  orde  gelegen,  aan  die  kromme 
vier  raakvlakken  kunnen  worden  gebracht,  zoo  ontstaan  de 
volgende  soorten: 
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a.  Door  t  kunnen  vier  bestaanbare  raak7lakken  aan  é 
gebracht  worden. 

b.  Door  t  kunnen  twee  bestaanbare  en  twee  toegeToegdj 
imaginaire  raakvlakken  aan  c^  gebracht  worden.  I 

c.  Door  t  kunnen  geen  andere  dan  imaginaire  raakvlak-  | 
ken  aan  c^  worden  gebracht ;  alle  koorden  die  t  sngden  heb-  | 
ben  bestaanbare  eindpunten. 

d.  Door   t   kunnen  slechts   imaginaire   raakvlakken   aan ! 
c^   worden  gebracht ;  alle  koorden  die  t  snijden  hebben  toe» 
gevoegd  imaginaire  eindpunten. 

De    bgzondere    gevallen    worden    verkregen  wanneer  t  5f 
wel  in  een  osculatievlak  van  c^  ligt,  ói  wel  de  snglgn  is  van  ! 
twee  osculatievlakken.     Geeft  men  aan  t  nu  deze  byzondeie 
standen,    dan    ontstaan    dezelfde    bijzondere  gevallen  als  bg 
dat  geval  der  voorgaande  groep,  dat  met  dit  wederkeerig  is. 

De  vlakke  doorsnede  van  het  oppervlak  is  cene  kromme 
van  de  vierde  orde  met  drie  dubbelpunten,  die  naar  om- 
standigheden keerpunten  kunnen  worden. 

De  gegeven  beschouwing  kan  dienen,  om  de  vormen  van 
den  omhuUingskegel  bij  het  geval  A  van  de  vorige  groep 
af  te  leiden. 

Geval  B, 

50.  De  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met  het  opper- 
vlak B  van  de  voorgaande  groep  geeft  de  navolgende  eigen- 
schappen. 

Men  brenge  door  t  een  vlakkenbundel,  die  een  kegelvlak 
van  de  tweede  klasse,  van  hetwelk  t  eene  raaklijn  is,  vol- 
gens kegelsneden  snijdt;  beschouwt  men  elke  kegelsnede  als 
homoloog  met  een  puntenpaar  der  involutie  op  #,  dan  zullen 
de  raaklijnen  uit  de  puntenparen  dezer  involutien  aan  de 
kegelsneden    de   beschrgvende  l^nen  van  het  oppervlak  zgn. 

Het  oppervlak  kan  ook  ontstaan  door  de  beweging  eener  l^n 
langs  de  lijn  f,  welke  laatste  aan  twee  kegelvlakken  van  de 
tweede  klasse  raakt,  en  getrokken  is  door  het  sn^punt  Tan 
twee  beschrijvende  lynen  dezer  kegelvlakken  ;  de  beschryveDde 
lün   moet   dan  ook  aan  beide  kegelvlakken  rakende  blgven. 
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Het  opperrlLk  bezit  eene  dubbel-kegelsnede  en  een  punt, 
dat  de  eigenschap  heeft,  dat  elke  lijn,  door  hetzelve  getrok- 
ken, tot  een  omhuUingskegel  van  het  oppervlak  behoort. 

Even  als  b^  geval  B  der  voorgaande  groep  laat  zich  dit 
oppervlak  in  drie  soorten  verdeelen;  deze  verdeeling  geeft 
na  het  aldaar  behandelde  geene  aanleiding  tot  bezwaren. 

Ook  alle  verdere  eigenschappen  van  dit  oppervlak  geven 
met  het  oog  op  de  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met 
het  vromer  behandelde  geene  stof  tot  nieuwe  opmerkingen. 

October  1888. 


ALGEMEENE  OPMERKINGEN  OVER  DE 
GEVONDENE  OPPERVLAKKEN. 


Ten  einde  het  overzicht  van  de  gevondene  groepen  van 
oppervlakken  te  vereenvoudigen  wordt  hier  bggevoegd  eene 
tabel  van  de  verschillende  resultaten  in  de  voorgaande  be- 
schouwingen verkregen.  Zg  worden  vergeleken  met  de  orde- 
ningen van  SoHN,  Salmon,  Crehona  en  Catlby.  Men  kan 
deze  tabel  beschouwen  als  eene  aanvulling  en  uitbreiding 
van  de  nummers  in  Salhon-Fiedlebs  Geometrie  des  Raumes 
aangegeven.  Bg  hare  samenstelling  is  alleen  rekening  ge- 
houden met  de  verdeeling  in  groepen  en  de  daarin  voorko- 
mende hoofdge vallen,  terwgl  voor  de  verdere  indeeUng  naar 
gelang  der  klempunten  naar  den  tekst  verwezen  wordt. 

Het  is  verder  niet  zonder  belang  na  te  gaan,  in  welke  groe- 
pen enkele  meer  bekende  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde 
orde  hunne  plaats  vinden.  Na  de  gegevene  ontwikkelingen 
kan  dit  zonder  bezwaar  geschieden.  EKer  volgt  dus  eene 
aanwijzing  daaromtrent  dezer  oppervlakken.  *) 

a.  Het  normalen-oppervlak.  Dit  oppervlak  wordt  beschre- 
ven door  de  normalen  van  een  oppervlak  van  de  tweede 
orde,  getrokken  aan  de  punten  eener  vlakke  doorsnede 
evenwgdig  aan  een  der  hoofdvlakken.  Als  meetkundig  be- 
wezen mag  worden  aangenomen,  dat  dit  oppervlak  ook  kan 
ontstaan  door  uit  het  middelpunt  eener  kegelsnede  c*  eene 
loodlgn  op  te  richten  op  het  vlak  71  dezer  kegelsnede; 
neemt  men  nu  twee  punten  op  deze  loodlgn  aan  en  trekt 
men    door    het    eene    eene    lijn  d,  evenwgdig  aan  eene  der 


*)  Daar  het  yoornamelijk  het  doel  is,  de  oppervlakken  in  degeTondene 
groepeering  op  hunne  phiats  te  stellen,  zoo  wordt,  wat  betreft  de  meet- 
kundige eigenschappen,  verwezen  naar  de  handboeken  van  Beschrijvende 
Meetkunde. 
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assen    van    c^,   en    door  het  andere  eene  lyn  d\  evenwigdig 

aan    de  tweede,  dan  zijn  J,  d!  en  c^  de  richtlijnen  van  het 
oppervlak.     Het  vlak  n  vormt  bg  dit  oppervlak  eene  door- 
snede van  de  vierde  orde,  overgegaan  in  de  kegelsnede  c*  en 
de  lijn,  die  de  snijpunten  van  d  en  d^  met  u  verbindt,  d.  i. 
de    oneindig    ver    gelegene    lijn  van  n^     De  dubbelkroinme 
bestaat    dus    uit    d^    Ó!  en  de  beiden  snijdende  oneindig  ver 
gelegene  lijn  van  n.  Het  normalenoppervlak    behoort  dus  tot 
de   tweede    groep,    geval    C  Is  c^  eene  ellips,  dan  behoort 
het   tot  de  soort  6;  is  c^  eene  hyperbool,  dan  tot  de  soort 
c;  is  c^  eene  parabool,  dan  tot  de  soort  e* 

b.     De  cirkelconoïde.     Deze  heeft  tot  richtlijnen  een  cir- 
kel c*,  gelegen  in  een  vlak  ;r,  eene  lijn  rf,  en  tevens  loopen 
de   beschryvende    Ignen   evenwijdig  aan  een  vlak  a  of,  met 
andere    woorden,    snijden    de    oneindig  ver  gelegen  lijn  van 
a.     Zooals  door  te  vergelijken  met  het  vorige  geval  blijkt, 
behoort  dit  oppervlak  eveneens  tot  de  tweede  groep,  geval  C; 
de  dubbelkromme  bestaat  uit  de  Ign  d^  de  oneindig  ver  ver- 
wgderde  lyn  van  er,  en  eene  lijn  l  door  het  snijpunt  D  van 
d  met  n  evenw^dig  aan  de  snijlijn   van  n  en  a  getrokken. 
Valt  D  binnen  den  cirkel  c^,  dan   behoort  het  tot  de  soort 
c;  valt  D  buiten  c^,  dan    behoort  het  tot  de  soort  a,  b  of 
e,  naar  gelang  l  den  cirkel  snijdt,  niet  snijdt  of  raakt. 

c.    De   wig    van    Wallis.  Dit  is  een  byzonder  geval  van 
de  cirkelconoïde ;  de  lijn  é2  loopt  bg  dit  oppervlak  evenwg- 
dig   aan  ti,  hare  projectie   op  n  is  eene  middellijn  van  den 
cirkel  c^  en  het  richtvlak  a  staat  loodrecht  op  d.  De  dub- 
belkromme bestaat  uit  de  Ign  d  en  de  oneindig  ver  verwij- 
derde   lijnen    van  a  en  n]  de  lijn  l  en  dus  ook  de  punten 
D  en    jy    liggen    nu  geheel  op  oneindigen  afstand  van  c^. 
Het   oppervlak    behoort    dus  tot  de  tweede  groep,  geval  C, 
soort  6.    Er   zgn  twee  klempunten  op  rf,  zoodanig  gelegen, 
dat  hunne  projectiën  op  n  in  den  omtrek  van  c^  vallen  en 
twee    op    de  oneindig  ver  verwgderde  lijn  /,  liggende  in  de 
vlakken  door  d  rakende  aan  den  cirkel  gebracht.  De  klem- 
vlakken    zgn    de    vlakken,  door  de    klempunten  op  d  even- 
vrgdig    aan    a   gebracht^   en    de    raakvlakken    door    d  aan 
den  cirkel  c*.  Het  oppervlak  heeft  vier  grenslijnen ;  de  lood- 
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lyn   ait    de    klempunten    van   d  op  nr,    en  de  beschrgvende 
Ignen  liggende  in  de  klemvlakken  door  d. 

d.  Het  oppervlak,  ontstaande  door  de  homologe  punten 
van  twee  projectieve  puntenrijen  op  twee  in  de  ruimte  ge- 
legen kegelsneden  te  verbinden. 

Volgens  de  wyze  van  ontstaan  beschreven  in  de  tweede 
groep,  geval  A,  kan  het  oppervlak,  dat  tot  dubbelkromme 
eene  scheeve  kromme  van  de  derde  oi-de  c^  heeft,  ontstaan 
door  eene  koorde  van  deze  kromme  te  laten  gleden  langs 
een  kegelvlak  van  de  tweede  orde,  welks  top  op  c^  ligi 
Üit  twee  punten  van  c^  deze  lijnen  projecteerende,  verkrggt 
men  de  raakvlakken  van  twee  kegeloppervlakken  van  de 
tweede  orde,  welke  met  elkander  in  projectief  verband  staan; 
daar  het  oppervlak  volgens  het  behandelde  in  de  tweede 
groep  A  met  zich  zelf  wederkeerig  is,  kan  het  dus  ook 
ontstaan  door  de  verbinding  der  homologe  punten  van  twee 
projectieve  puntenryeu  op  twee  kegelsneden. 

e.  De  cilindroïde.  Men  denke  zich  in  een  cilindervlak 
van  de  tweede  orde  twee  willekeurige  vlakke  doorsneden 
Ci^  en  c^^  geconstrueerd,  gelegen  in  de  vlakken  a  en  /9. 
Verschuifk  men  nu  c^^  in  /?,  zoodanig  dat  alle  punten  Ignen 
beschrijven  evenwgdig  aan  de  snijlijn  l  van  a  en  /ï,  en  ver- 
bindt men  dan  de  punten,  die  oorspronkelijk  op  dezelfde 
beschrgvende  lijnen  van  den  cilinder  lagen,  dan  ontstaat 
eene  cilindroïde. 

Het  is  duidelijk,  dat  men  te  doen  heeft  met  een  bgzonder 
geval  van  het  oppervlak,  ontstaande  door  de  verbinding  van 
de  homologe  punten  van  twee  projectieve  puntenrijen  op  twee 
kegelsneden.  Er  ontstaat  dus  in  elk  geval  een  oppervlak 
tot  de  tweede  groep  behoorende;  het  zal  geheel  omschreven 
zgn,  zoodra  men  de  dubbelkromme  kent. 

De  beide  vlakken  a  en  /i  door  /  gebracht  sngden  de 
cilindroïde  volgens  kegelsneden;  de  lijo  l  is  dus  eene  dub- 
bellijn; voor  het  geval  dat  cj^  en  c^^  l  sngden  blgkt  dit 
ook,  door  dat  zij  twee  over  elkaar  liggende  beschrgvende 
Ignen  vertegenwoordigt.  De  beschrgvende  Ignen  der  cilin- 
droïde loopen  verder  alle  evenwgdig  aan  een  vlak  y,  door' 
evenwijdig    aan    de    oorspronkelijke  beschrgvende  Ignen  van 
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den  cilinder  gebracht;  zg  snijden  dus  de  oneindig  ver  ver- 
w^derde  Ign  Zoo  van  y.  Deze  lijn  Zoo  vertegenwoordigt  twee 
oneindig  dicht  by  elkander  gelegen  lijnen.  Men  beschouwe, 
om  zich  hiervan  te  overtuigen,  de  doorsnede  c^  in  a.  Men 
verkrggt  in  het  algemeene  geval  der  tweede  groep  C  de 
Idempunten  en  de  grenslijnen  door  uit  D  en  D  de  raak- 
Ignen  aan  c^  te  trekken,  welke  dus  in  het  algemeen  vier 
in  getal  zijn.  In  dit  geval  kunnen  er  evenwel  alleen  grens- 
l^en  ontstaan,  wanneer  men  raaklijnen  trekt  aan  C]^  even- 
wijdig aan  /,  de  beide  punten  D  en  D\  uit  welke  de 
raaklijnen  getrokken  worden  zijn  dus  in  het  oneindige  te 
zamenge  vallen. 

De  cilindroïde  behoort  alzoo  tot  de  tweede  groep,  geval 
E  en  wel  tot  de  soorten  a,  6  of  c  of  d  naar  gelang  l  den 
cilinder  snijdt,  niet  snijdt  of  raakt. 

ƒ.  Het  scheeve  tongewelf.  Dit  oppervlak  heeft  tot  richt- 
leen twee  gelijke  cirkels  c-^  en  c^^  in  evenwijdige  vlakken, 
benevens  de  normaal  d  der  vlakken,  die  den  afstand  der 
middelpunten  van  de  cirkels  midden  door  deelt. 

Dit  een  punt  P  van  d  de  kegel  vlakken  construeerende, 
die  tot  richtlenen  hebben  c^  en  c^^  ziet  men,  dat  deze 
kegels  twee  gemeenschappelijke  stralen  hebben,  welke  ge- 
richt zyn  naar  de  oneindig  ver  verwijderde  cirkelpunten  van 
de  evenwgdige  vlakken  en  twee  andere  gemeenschappelijke 
stralen,  welke  tot  het  oppervlak  behooren.  De  lijn  d  is  dus 
eene  dubbellijn. 

Door  d  vlakken  leggende,  ziet  men,  dat  deze  gedurig 
twee  evenwgdige  beschrijvende  lijnen  van  het  oppervlak  be- 
palen; het  oppervlak  bezit  dus  in  het  oneindig  ver  verwij- 
derde vlak  eene  dubbelkromme.  Uit  het  punt  A  van  d^  dat 
den  a&tand  der  evenwijdige  vlakken  midden  doordeelt,  den 
richtkegel  van  het  scheeve  tongewelf  construeerende,  ziet 
men,  dat  deze  richtkegel  van  de  tweede  orde  is,  en  dat  de 
Ign  d  er  op  ligt ;  het  scheeve  tongewelf  heeft  dus  eene 
dubbelkromme  bestaande  uit  de  lijn  c?,  benevens  eene  deze 
sngdende  kromme  van  de  tweede  orde,  gelegen  in  het  on- 
eindig ver  gelegen  vlak.  Het  oppervlak  behoort  alzoo  tot 
de  afdeeling  B  van  de  tweede  groep. 
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Projecteert    men    uit    de    punten    van    d  de  oneindk 

f 'REM 
yerwgderde  kromme   op  het  vlak   van  cj^,  dan  ontstaat  ^'^ 

cirkelbundel,    gaande    door    het    snijpunt    D  van  d  m« 

vlak  en  rakende  aan  eene  l^a,  door  D  getrokken  loodf 

op  de  door  D  gaande  middellyn  van  c^^.    Deze  cirkels  i 

den  C]^  volgens  evenwijdige  koorden;  de  dubbelrakende| 

wikkelbare    bestaat  dus,  behalve  uit  d^  uit  een  cilinder 

de  tweede  orde,  welks  beschryvende  Ignen  d  loodrecht 

sen.    Grenslijnen  zijn  die  beschrijvende  lijnen,  die  met 

de  middelpunten  der  cirkels  in    een  vlak  liggen  en  d  h 

klempunten  snijden.  Twee  andere  grenslijnen  vindt  men 

uit  d  raakvlakken   aan  de   cirkels  te  leggen;  zij  zijn  oi 

staanbaar  als  d  door  de  cirkels  heen  loopt,  anders  besl 

baar;    zg    geven    aanleiding  tot  klempunten  in  de  oueij 

ver  verwgderde  dubbelkromme.    Het   oppervlak  behoort 

tot  de  tweede  groep,  geval  B,  soort  b  of  c. 
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fOVEB  VLAKKE  POLYEDRALE  CONFIGURATIES". 


DOOB 


D.  BIERENS  DE  HAAN  en  F  J.  VAN  DEN  BERG. 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  34  November  1888). 


Volgens  uwe  opdracht  hebben  wg  rapport  uit  te  brengen 
OTer  deze  nieuwe  verhandeling,  die  zich  aan  vroegere  van 
denzelfden  schrgver  aansluit.  W^  willen  daaraan  voldoen, 
boezeer  wg  het  niet  mogelgk  achten  dit  te  volbrengen  dan 
door  het  aanhalen  van  verkregen  formulen  en  stellingen, 
die  wel  verstaanbaar  kunnen  worden,  wanneer  zg  gelezen 
worden,  maar  bg  het  hooren  zeker  zeer  raadselachtig  zul- 
len blgven.  Wg  zullen  ons  echter  tot  het  voornaamste  uit 
den  overvloedigen,  belangrgken  oogst  beperken. 

Wanneer    men    een    volledigen    ruimte-n-hoek    door  een 

willekeurig   vlak   sngdt,   ontstaan  er  f     |  sngpunten  met  d 

ribben  en   i     i  doorsneden   met   de  vlakken.     Deze  vormen 
13/ 

eene  regelmatige  configuratie  ( (  j  ♦  ( o  )  =  ^n  »  die 
polyedrale  configuratie  heet.  Wanneer  t,  k,  /,  getallen  voor- 
stellen van  1  tot  n,  dan  komt  elk  punt  i  k  voor  in  2  1  j 

TBIk  n  IBDID.   AID.  KATUVU.  3^  RUKI.  OIIL  VI.  l 


ae 


(2) 


elke  Ign  ikl  in  3  (n  —  3)  conf.  driehoeken,  die  dosten 
tale  van  ^n(n  —  1)  (n  —  2)  (m  —  3)  in  de  confignratie  y( 

komen. 

De  restfignren  van  het  pont  12  bestaat  uit  de  ponten  ij 
en  de  Ignen  ikl^  voor  i  =  3  tot  n,  il;  ^=  4  tot  n,  l 
tot  n:  z^  is  dus  eene  ;ra.a.  Het  punt  12  is  het  collin< 
centrum,    de    Igneu    van  de   jtr—s   zgn  de  coUineatie-i 
Toor  de  paren  driehoeken  (1 1,  1  ib,  11)  en  (2  t,  2  ib,  21] 

Met  aanhaling  van  een  opstel  >  üeber  gewisse  ebene 
figurationen",  door  schrgver  in  de  Acta  Mathematica^  T( 
12  geplaatst,  bewgst  hy,  dat  elke  n^  uit  twee  drietallen  ?< 
ledige  zeshoeken  bestaat,  maar  door  een  zoodanig  driei 
volkomen  bepaald  is,  waarbg  de  twee  Ignen,  i  kl^  jm  n, 
ieder  de  gemeenschappel^ke  z^de  van  een  der  beide  bg( 
behoorende  drietallen  vierzgden  zgn,  den  naam  van  gt 
80cieerde  lijnen  dragen. 

Eene  nu  is  evenzoo  bepaald  door  n  —  3  volledige  fu 
zgden,  die  drie  collineaire  hoekpunten  gemeen  hebben, 
geassocieerde  Ignen  van  eene  zelide  Igu  van  n»  ten  aanzie 
van  de  verschillende  jtq,  waartoe  deze  Ign  behoort,  vormi 
eene  ;t«-.s  .  De  nn  kan  gesplitst  worden  in  eene  tt.  ^i  en 

conf.  ((«  —  l)«-2i  I  j  I ,   en   dat  wel  op  n  vei 

lende  w^zen. 

Eene  n^n  bevat  groepen  van  n  onderling  gescheiden  pi 
ten,    waarvan    elk  paar  tot  eene  n^  behoort ;  men  kan  di 
eene    n^n   beschouwen    als    het    zamenstel    van   eene  coi 


la),,-*'  ^\3;s) 


met  eene  groep  van   [    ]  conf.  >i4; 


(^) 


dit  wel  op  1»^  wgzen. 

Wanneer   men  in  eene  nm  eene  uit  gescheiden  Ijnen 
vormde  groep  kan  maken,  zoodat  hare  afscheiding  tot  eei 
nieuwe   conf.    voert,   dan  heet   zulk   eene  groep,  hoo/d-veel 
zijde,    en    deze   figuur    speelt    in    het    vervolg    een   grooitj 
rol.    Zg    kan    eerst   voorkomen,  als   n  ^  7  is,  en  wd  vool 
n  =  6m4-l  of=  6m-|-3.     Zulk  eene  hoofd-veel-s 


(3  ) 

Mstaat  dus   uit    r  n  (n  —  l)  conf.  l^nen ;  en  de  tt»  bestaat 

o 

lehalve  haar  uit  een  conf.  f  1    1       »  ~  w  (n  —  1)  (n  —  8)3 ) . 

Had  de  scbrg^er  in  het  eerste  gedeelte  Tan  zgn  opstel 
^^^  ^6  Y  ^6  ^^  ^7  beschouwd,  thans  in  §  5  gaat  hg  over  tot 
Ie  discussie  der  n^.  Elke  conf.  l^n  komt  daar  voor  in  2160 
hoofd-twaalf-z^den ;  in  de  conf.  komen  15120  groepen  voor 
nm  twaalf  onderling  gescheiden  Ignen.  Zondert  men  één 
boofd-twaalf-zgde  af,  dan  ontstaat  er  de  conf.  (36g,  723) ; 
laat  men  eene  tweede  weg,  die  met  de  eerste  eene  l^n  ge- 
meen heeft,  dan  bljjft  er  een  conf.  (36g,  6O3)  over. 

Bg  eene  ni^  vindt  hg  hoofd-26-zgden  met  de  notatie 
(1361  26s). 

Bg  de  7^25  komen  hoofd-35-zgden  voor  met  de  notatie 
(15y,  353),  en  daarvan  heeft  elke  Ign  tot  restfiguur  eene 
(12^,  I63)  A  (zie  schrgvers  opstel  over  vlakke  configura- 
ties); de  hoofd-35-zgde  kan  herleid  worden  tot  zeven  hoof d- 
vgf-zgden,  die  geene  Ign  gemeen  hebben. 

Na  de  discussie  der  restfiguur  eener  jTy,  en  de  afleiding 
Tan  eenige  eigenschappen,  zondert  schrg ver  uit  eene  ;ï2/ii-i  de 

2 
daarin  begrepen  nn   en  -  (n  +  1)  n  (« —  1)    niet   tot    de 

o 

Sft  behoorende  Ignen  af,  en  verkrggt  alsdan  de  conf. 
(-fi(n+  1),,  -n^(n  +  l)sj,  gevormd  door  n  +  1  groe- 
pen van  n  punten  1 1,  2  i  tot  n  ij  (t  =  n  -)-  1,  n  -|-  2,  tot 
2»  +  l),   met  (  J    punten   ik  (voor  i  =  w  +  1  tot 

2n  +  1,  ik  =  n  +  2  tot  2  n  +  1),  ten  opzichte  waarvan 
die  groepen  paarswgze  perspectivisch  liggen,  en  de  n  (  ^  j 
jKnpectiviteitsstralen.  De  genoemde  conf.  bevat  n  volkomene 
(a  +  iVhoeken,  dus  ^  (n  +  l)  n^  (n  —  1)   conf.   driehoeken, 

£e  geen  der  perspectiviteits-centra  bevatten. 
Door  discussie  der  congruentie  2'  ^  :ii  1  (mod.  2  n  -f-  1) 


1 


• 


(4) 

komt  schrgver  tot  het  aantal  (2  n  -|-  l)-lioeken,  waaruit 
^2»'{-\    kan    worden   samengesteld,    en  wel  voor  n  ==  2 
n  ^  12,  met  de  daarbg  behoorende  kleinste  waarde  yan 
Voor  deze  x  beyat  n^n-^i  een  aantal  2  r^! :  2  ;r  conf.  (2n-f  l)r| 
welke  ieder  uit  x  {2n  -{•  l)-hoeken  zgn  samengesteld.  Y( 
n  =:  3  komt   elk   punt   der   21^  in  twee  confl  drieh< 
voor;  voor  n^3  bestaan  er  geen  conf.  driehoeken.   Zi 
conf.  zonder  conf.  driehoeken  zgn  de 


/Sp\  f  (3p)!\  \ 


i 


Thans  gaat  schrgver  over  tot  eene  afzonderlgke  behs 
deling  der  volledige  vierzgde  n^^  en  voert  een  punt  kVi 
dat  op  eene  Ign  ikl  met  de  punten  ik^  il  en  kl  harm< 
nisch  gelegen  is.  Hg  vindt  dan,  dat  de  zes  punten  ih 
de  twaalf  punten  ikjl  met  de  zes  Ignen  lij^  kl/i,  kl'j 
de  twaalf  lijnen  (tj,  ik/l,  jk/l)  eene  I83  samenstellen,  was 
voor  de  zgden  ikl  der  vierzijde  zespuntige  diagonalen 
Deze  I83  bevat  vier  configuratiedriehoeken,  en  vgf  hoofi-s 
zgden:  neemt  men  van  deze  laatste  ééne  weg,  dan  ontsi 
de  conf.  (IS^i  I23).  De  Ignen  der  I83  komen  drie  aan 
in  twaalf  punten  samen:  worden  deze  twaalf  nieuwe  pi 
ten  aan  de  figuur  toegevoegd,  dan  ontstaat  er  eene  conl 
(3O3,  I85);  en  worden  hierin  de  punten  tik  weggelaten,  daa 
komt  er  eene  conf.  (243,  I84). 

Eene  andere  I83  ontstaat  er  uit  de  zes  punten  ik  dei 
n^,  en  de  twaalf  punten  ikl^  met  de  zes  Ignen  (t;\  klfi 
kl/j)  en  de  twaalf  lijnen  (t^,  »A/Z,  jkjl).  Deze  I83  Terscbd 
van  de  vorige  alleen  door  het  ontbreken  der  zespuniagi 
diagonalen.  De  even  vermelde  conf.  (243,  18^)  is  hetzancieii! 
stel  van  de  beide  (I23,  I82),  welke  door  afzondering  vaj 
de  pimten  ik  uit  de  beide  (I83)  ontstaat.  Zg  heeft  adi 
conf.  driehoeken,  namelgk  de  beide  stellen,  die  door  schrg 
ver  -4,  B,  C,  Z>  en  A\  B\  C\  U  worden  genoemd,  ea 
verschilt  dus  in  zamenstelling  van  de  harmonische  coni 
(243,  I84),  welke  24  conf.  driehoeken  bevat. 


(5) 

Deze  beide  I83  hebben  de  conf.  l^nen  en  de  zes  cont 
ponten  ik,  dus  eene  hoofd-zes-zgde  gemeen;  te  samen  Tor- 
men  zg  de  vermelde  (SOg,  I85).  Elk  punt  ik  ligt  met  de 
pnnten  lil  en  Iklj  en  evenzeer  met  de  punten  mim  en  mkm 
op  eene  rechte  lijn;  deze  twaalf  nieuwe  lijnen  vormen,  met 
de  zes  pnnten  ik  en  de  twaalf  punten  lil,  eene  conf.  (IS^,  I23) 
met  vier  conf.  driehoeken,  die  schrijver  A",  D'\  C\  D" 
noemt.  Worden  deze  twaalf  lijnen  aan  de  tweede  der  beide 
100  even  beschouwde  conf.  I83  toegevoegd,  dan  ontstaat  er 
eene  conf.  (I85,  3O3).  De  punten  ik  en  iki  bepalen  met 
de  Ignen  ikli  die  de  punten  ik,  lil,  Ikl  bevat,  en  ik/lm, 
dat  is  {ikj  lm/i,  lm/k),  eene  I83  met  vier  conf.  driehoeken, 
en  die  gelgksoortig  is  met  do  laatstgenoemde  I83.  Te  samen 
behooren  deze  beide  I83  tot  eene  conf.  (I85,  3O3),  waaruit 
men,  de  hoofd- zes- z^de  met  de  Ignen  ikilm  afzonderende, 
eene  conf.  (I84,  243)  vormen  kan. 

De  twaalf  punten  ijfk,  welke  elk  punt  der  71:4  harmonisch 
leheiden  van  de  beide  paren  punten,  waarmede  het  colli- 
neair ligt,  bepalen  achttien  lijnen,  die  zes  aan  zes  door  de 
drie  diagonaalpnnten  der  714,  gaan.  Deze  achttien  Ijjnen  kun- 
nen gerangschikt  worden  in  drie  zestallen,  dat  elk  de  twaalf 
ponten  ijjk  bevat,  en  waarvan  er  een  de  hoofd-zes-zgde 
vormt,  die  de  drie  straks  gevonden  conf.  I83  gemeen  heb- 
ben. Evenzeer  worden  de  twaalf  punten  ikk  paarswyze  ver- 
bonden door  achttien  Ignen,  die  zes  aan  zes  door  de  dia- 
gonaalpnnten der  :^4  gaan,  en  waarvan  er  weder  zes  tot  de 
genoemde  hoofd-zes-zijde  behooren. 

De  driehoeken  A,  B,  C,  D,  en  evenzeer  de  stellen  drie- 
hoeken A\  B\  C\  Jy  en  A'\  B\  C",  n\  liggen  paars- 
gewgze  perspectief  ten  opzichte  van  een  der  diagonaalpnn- 
ten van  de  774  en  van  een  der  punten  ik.  De  driehoeken 
A,  A  en  A\  en  evenzeer  de  stellen  driehoeken  B,  B\  B'\ 
C,  C\  C",  D,  D\  D'\  hebben  één  der  zijden  van  de  n^  tot 
collineatie-as;  en  daaruit  volgt  nog :  wanneer  drie  driehoeken 
^1  ^1  ^1 1  ^2  ^2  <^2  Y  ^8  ^3  ^3  zoodanig  in  een  driestraal  ABC 
beschreven  zgn,  dat  de  zijden  A-^,  A^,  A^  in  een  punt  a,  de 
zgden  B^^B^^B^  in  een  punt  6,  en  de  zgden  C^,  C^^  C3  in 
een  pont  c  samenkomen ;  dan  vormen  de  twaalf  punten  en 


(6) 

twaalf  Ignen  eene  conf.  I83;  de  punten  a^  b^  e  komen  ék 
in  zes,  de  overige  punten  elk  in  vgf  conf.  driehoeken  toot. 

De  n^  bevat  vgf  volledige  vierzgden:  hare  vgftien  dia* 
gonaalpunten  liggen  twee  aan  twee  in  dertig  Ignen  ijtiU 
die  drie  aan  drie  in  de  punten  der  n^  samenkomen  en  vier 
aan  vier  door  die  diagonaalpunten  gaan.  Wanneer  men  de 
punten  eener  715  harmonisch  scheidt  van  de  met  hen  col- 
lineair  gelegen  conf.  punten,  verkrygt  men  dertig  punten; 
voegt  men  daarb^  de  vgftien  diagonaalpunten  der  n^^  die 
in  TTs  b^repen  z^n,  dan  vormen  deze  met  zestig  niet  tot 
n^  behoorende  lynen  eene  conf.  (464,  6O3);  zg  heeft  tot 
driepuntige  diagonalen,  die  ieder  door  een  punt  der  975  gaan, 
de  dertig  Ignen  van  vgftien  hoofd -zes-zgden,  behoorende  bg 
vgf  conf.  I83:  worden  deze  dertig  Ignen  in  de  conf.  opge- 
nomen, dan  ontstaat  er  eene  nieuwe  conf.  (45q,  9O3).  In  de 
eerste  conf.  vormen  de  45  punten  v^ftien  onderling  gelgk- 
waardige  drietallen.  Dezelfde  eigenschap  bestaat  ook  bg  de 
conf.  (454,  6O3),  gevormd  door  de  45  nevenhoekpunten  van 
een  in  eene  kegelsnede  beschreven  zeshoek  en  de  zestig  Pas- 
callynen ;  deze  conf.  bevat  vgftien  zespuntige  diagonalen,  de 
vorige  conf.  (454,  ^^3)  daarentegen  dertig  driepuntige.  Bg 
deze  Pascalconf.  kan  men  nu  de  45  diagonaalpunten  van  de 
vgftien  in  haar  begrepen  714,  en  de  180  punten  h  opnemen, 
die  de  conf.  punten  harmonisch  scheiden  van  de  met  hen 
collineair  gelegeu  paren  van  punten:  er  ontstaat  dan,  door 
toevoeging  van  360  Ignen,  de  conf.  (2 7O4,  36O3):  deze  heeft 
zestig  zespuntige  diagonalen  en  negentig  vierpuntige  diago- 
nalen. Ook  nog  op  andere  wgze  kan  men  eene  conf.  (270^, 
36O3)  van  dezelfde  soort  verkrggen. 

Langs  denzelfden  w^  kan  men  nog  meer  samengestelde 
conf.  uit  het  vromer  gevondene  afleiden. 

Wanneer  men  ten  slotte  dezelfde  behandelingswgzen  op 
de  7Ï4  toepast,  verkrggen  wg  het  volgende. 

Door    elk    punt  ik  gaan  3  (     p     )  Iflnen,  die  elk  twee^ 

punten  ik/l  of  twee  diagonaalpunten  bevatten;  door  elk 
punt  ik/l  gaan  4  (n  —  3)  Ignen,  die  ieder  een  punt  »i  of 
een  diagonaalpunt  en  bovendien  steeds  een  tweede  punt  iijl 


(7) 

beyatten;  door  elk  diagonaalpunt  gaan  acht  l^nen,  die  elk 
een  tweede  diagonaalpunt  met  een  punt  i4,  of  wel  twee 
punten  ikjl  bevatten.  Men  kan  daaruit  geen  conf.  samen- 
atellcn. 

En  ten  slotte:  behoort  in  eene  conf.  (/?,,  23^3)  elke  Ign 
tot  twee  vierzgden,  dan  vormen  de  Zq  diagonaalpunten  van 
de  q  in  liaar  begrepen  vierzijden,  —  de  &q  punten  A,  — 
en  \2q  nieuwe  lijnen  een  conf.  (9^4,  12^3);  deze  heeft  3g 
vierzgden,  waarbg  elk  conf.  punt  tot  twee,  elke  conf.  Ign 
tot  ^in  dezer  vierzijden  behoort ;  de  9g  punten  dezer  nieuwe 
conf.,  hare  36^  punten  A,  en  de  9^  diagonaalpunten  vor- 
men met   72y  nieuwe  Ignen  eene  conf.  (54^4,  12q^, 

Daar  deze  verhandeling  en  wegens  de  merkwaardigheid 
der  uitkomsten,  en  wegens  de  behandeling  de  opname  in 
Qwe  werken  ten  volle  verdient,  aarzelen  wg  geenszins  u 
daartoe  aan  te  raden. 

Leiden   en  Hilversum  j 

November  1888.  D.  BIERENS  DE  HAAN, 

F.  J.  VAN  DEN  BERG. 
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OVER  VLAKKE  POLYEDRAIiE  CONFIGURATIES. 


DOOB 


J.    DE    TRIEB. 


1.    De  I     j  sngpanten  der  ribben  en  de  (    j  doorsneden  der 

vlakken  van  een  voUedigen  ruimte-ti-hoek  met  een  willekeorig 

vlak  vormen  eene  regelmatige  configuratie  ( i    j       «  (  q  (  )*)* 

welke  door  JuNo  f)  onderzocht  en  met  den  naam  van  »po- 
lyedrale"  configuratie  bestempeld  is.  Worden  de  hoekpun* 
ten  van  den  ruimte-n-hoek  door  de  getallen  1  tot  n,  zgne 
ribben  en  vlakken  achtereenvolgens  door  de  combinaties  der 
tweede  en  derde  klasse  dezer  getallen  aangeduid,  dan  ligt 
et  voor  de  hand,  deze  notatie  der  ribben  en  vlakken  ook 
te   bezigen  voor  hunne  doorgangen,  dus  voor  de  ponten  en 

Ignen  der  ( (    |       t   (    |   |i  dan  bevat  de  Ign  ikl  dezer  cf. 


(a.-  c).)^ 


de  punten  i  k^  k  /,  i  /,  terwgl  het  cf.-punt  i  h  alle  cf.-lgnen 
draagt,  waarvan  de  notatie  de  getallen  %  en  k  met  een  dei 
overige  (n  —  2)  bevat.     Elk  punt  dezer  cf,  welke  ik  dooi 


*}  De  in  dit  opstel  gebezigde  terminologie  is  besproken  in  #Over  vlakki 
configuraties"  {FenL  en  Meded.  3d«  reeks,  deel  V»  bl.  105)  en  #Ueberge 
wisse  ebene  Configurationen"  (Acia  Matkematiea  18). 

t)  Sopra  una  classe  di  configoraaoni  d'indioe  3.  (BmdieomÜ  di  R,  IM 
jjon^rdo,  Ser.  8,  tomo  XVIII). 


(9) 
ket  teeken    nn  zal  Toorstellen  ^),  komt  voor  in  2  (  ], 

elke   Ign    in    8  (n*3)   cf. -driehoeken ;   Tin  heeft  dos  ^  (  i] 

driehoeken.  De  restfiguur  van  het  punt  12  bestaat  nit  de 
ponten  ik  (t  =  3  tot  n,  i  =  4  tot  n)  en  de  Ignen  ikl 
[i  ==  3  tot  92,  i  =  4  tot  fz,  2  =  5  tot  n) ;  z$  is  dus  eene 
)ra.2-  Hare  l^nen  zgn  de  collineatieassen  der  paren  van 
driehoeken  (1  t,  1  k^  11)  en  (2  i,  2  £,  2  Q,  waarvoor  12  het 
eollineatiecentrum    is :    de  polyedrale  configuraties  behooren 

dos  tot  de  groep  1  (  )  M  i      1    1^  welke 

door  EAKTOBf)  is  opgemerkt. 

>£ene  Hn  is  door  twee  perspectief  gelegen  (n — 2)  —  hoe- 
ken volkomen  bepaald/' 

In  mgn  opstel  >üeber  gewisse  ebene  Configurationen'* 
heb  ik  aangetoond  §),  dat  eene  jtq  op  tien  w^zen  kan  be- 
schouwd worden  als  het  samenstel  van  twee  drietallen  van 
volledige  vierzgden  774,  die  zoodanig  geplaatst  z^n,  dat  de 
n^  van  elk  drietal  drie  collineaire  toppen  gemeen  hebben, 
terwgl  hunne  overige  negen  hoekpunten  tot  beide  drietallen 
bebooren.  De  l^nen  ikl  en  ;  m 97,  welke  ieder  de gemeen- 
Bchappel^ke  z^e  van  een  dier  drietallen  z^n,  heb  ik  >  ge- 
associeerde" l^nen  genoemd;  wordt  e<^n  van  hen  als 
gemeenschappelgke  coUineatieas  van  drie  cf.  driehoeken  be- 
schouwd, dan  draagt  de  andere  de  overeenkomstige  colline- 
atificentra;  tïq  is  dus  door  een  drietal  vierzgden  bepaald. 

In  n^   behoort   elke   Ign  tot  (n — 3^  volledige  vierzgden, 

dos  tot    I   ~    j    cf.  TTg ;  de  ( ^*'~"    )  ?  in  ieder  van  deze  n^ 

met  de    beschouwde    Ign  geassocieerde,  l^nen  vormen  eene 
ii«.s,  die  voor  de  Ign  123  uit  de  punten  ik  (i  =  4  totn. 


*)  Hier  beteekent  ir  dus  eene  vaste  benaming  in  tegenstelling  met  de 
b  den  aanhef  van  het  opstel  in  de  AeUt  Maihematica  voorkomende  no- 

t)  Ueber  eine  Gattung  von  Configurationen  {Sitt,  Wiener  Akad.  Bd.  80). 
})  Acta  Maih.  12.  bl.  70 


(10  ) 

ib  =  5  tot n)    en    de    Ignen    ikl  (t  i=  4  tot n,  it  =  5  totn, 
2  =  6  tot  n)  is  samengesteld. 

>Eene  n^  is  volkomen  bepaald  door  (n — 3)  volledige  vier- 
zgden,  welke  drie  coUineaire  toppen  gemeen  hebben'\ 

De  (n  —  1 )  punten  1 1  (i  =  2  tot «)  vormen  met  de  i  j 

Ignen  1 1  j;  (t  =  2  tot  n,  £  =  3  tot  n)  eenen  voUedigen  (n — 1)  — 
hoek,  waarvan  elke  zgde  een  punt  der  tTh^x  bevat,  welke  door 
afecheiding  van  den  (n — 1) — hoek  uit  ;i„  ontstaat ;  deze  split- 


sing   der    Un   in  eene  ^n^i  en  eene 


((.-1)..,,  ["-'] 


t 


kan  blgkbaar  op  n  verschillende  wgzen  uitgevoerd  worden  *)• 

2.  Daar  de  punten  i  k  en  lm  niet  door  eene  Ign  der 
cf.  TIn  verbonden  zgn,  bezit  elke  polyedrale  cf .  ntm  van  even 
orde  groepen  van  m  onderling  gescheiden  punten.  Elk  paar 
punten  van  zulk  eene  groep  vormt  een  paar  overstaande 
toppen  eener  in  de  cf.  begrepen  ft^;  immers  ii  en  Zmbe- 
hooren  tot  de  volledige  vierzgde,  welke  uit  den  ruimtevier- 
hoek ik  lm  voortkomt.     De  j      ]  cf.  n^,  waartoe  elke  groep 

van  m  onderling  gescheiden  punten  aanleiding  geeft,  hebben 
blgkbaar  geene  zgde  gemeen;  wordt  zulk  een  >nevenveel- 
hoek"  f)  met  de  z^den  der  overeenkomstige  vierzgden  a%e- 
zonderd,  dan  verliezen  de  overbl^vende  punten  der  Ji2m  i^^ 
twee  van  de  door  hen  gedragen  cf.  Ignen,  vormen  dus  met 
de  overbl^vende  Igneu  eene  nieuwe  cf. 

Worden  b.  v.  van  n^  ^  (28q  ,  56s)  de  vier  punten  12, 
34,  56,  78  benevens  de  24  Ignen 


*)  Voor  iTf  (de  of.  van  Dssabgues)  werd  dit  reeds  door  Kastob  op- 
gemerkt  (#Die  Conf.  (3,3)io"  Wiener  Siig.  Bd.  84). 

t)  Dese  benaming  voor  eene  groep  van  gescheiden  cf.  pnnten,  velke 
samen  slechts  met  een  gedeelte  der  cf.  lijnen  incident  zijn,  besig  ik  in 
navolging  van  Mabtikbtti,  die  in  zijne  verhandeling  #Sopra  alcune  con- 
figurazioni  piane"  (Jnn.  di  Mat.  Ser.  Ila,  tomo  XIV)  groepen  van  ge- 
scheiden cf.  lijnen  door  de  uitdrukkingen  n-latero  principale  en  n-ütkre 
non  principale  onderscheidt^  naar  gelang  de  lijnen  van  zulk  eene  groep 
samen  alle  cf.  punten  of  slechts  een  deel  van  hen  dragen. 


(11) 


123 

125 

127 

845 

347 

567 

124 

126 

128 

346 

348 

568 

134 

156 

178 

356 

378 

578 

234 

256 

278 

456 

478 

678 

(l) 


a%ezonderd,  dan  vormen  de  overige  24  punten  met  de  overige 
32  Ignen  eene  (24^,  323).  In  deze  nieuwe  cf.  behoort  het 
punt  13  tot  de  vierzgden  1357,  1358,  1367  en  1368*), 
terwgl  de  Ijgn  135  de  gemeenschappelgke  zgde  van  1357 
en  1358  is. 

In  eene   n2m  behoort  elk  punt  van  eeuen  neven-m-hoek 


m 


m  — 


tot  (m — 1)  volledige  vierzgden;  elk  der  overige  (   <>    )  — 
=  41      j  punten  is  incident  met  (2wi— 4)  van  de  f        1  — 4(      j 

=  8  I     I    niet    tot    die    vierz^den    behoorende    l^nen    der 

^i2«.  Wordt  de  neven-m-hoek  12,  34,  56, .  . . . ,  (2  m  —  1)  2  m 
met  de  door  zgne  punten  gedragen  cf.  Ignen  uit  it^m  ver- 
w^derd,  dan  komt  het  punt  13  in  de  nieuwe  cf.  voor  in  de 

I  —  (m  — 2)  =  4(     "7"    j  vierzgden  13 iZ,  waar 

i  en  Z  de  getallen  ">•  4  voorstellen,  voor  zoover  zg  geen 
tot  den   neven-m-hoek   behoorende   combinatie  vormen.  De 

nieuwe  cf.  bezit  dus  1 6  [     j   vierzgden,  en  elke  harer  l^nen 

komt  in  2  [m  —  3)  dezer  n^  voor. 

Het  aantal  verschillende  neven-tn-hoeken  der  ;r2m  is  blik- 
baar geiyk  aan  het  aantal  w^zen,  waarop  men  2  m  elementen 
in  m  paren  kan  verdeelen. 

>Elke  ;r2ii  kan  op  (2m)!:  (2^.m!)  verscliillende  wg- 
»zen    beschouwd     worden     ak     het     samenstel    van    eene 


*)  Door  het  teeken  iilm  dtdd  ïk  de  vierzijde  aan,  die  door  de  lijnen 
ihl^  ikm,  i  lm,  kim  wordt  begrensd. 


(12) 

*  (^  12/         *  ^  (  3/   )  ™^*  ®®°®  ^^^P  ^™  (  2/    ^^^^^ 
>  Tierzgden**. 

8.  In  eene  Tin  ïs  de  l^n  i;ik  van  elke  Ign  iWm  en  van 
elke  l^n  Imn  gescheiden;  n^  bezit  dos  geene  gescheiden 
Ignen^  n^  heeft  paren  van  gescheiden  Ignen,  b.  y.  123, 
145;  bg  n^  komen  viertallen  van  zulke  Ignen  voor,  b.  v. 
123f  145,  256,  346,  vrelke  samen  tvraalf  cf.  punten  dtagen, 
tenrgl  de  overige  drie  (in  dit  geval  16,  24,  35)  gescheiden 
l^gg^i^-  Eerst  bg  nj  doet  zich  het  geval  voor,  dat  eene 
nit  onderling  gescheiden  Ignen  bestaande  groep  alle  punten 
der  cf.  bevat,  zoodat  hare  afscheiding  tot  eene  nieuwe  ef. 
leidt;  zulk  eene  uit  m  onderling  gescheiden  Ignen  samen- 
gestelde groep  noem  ik,  wederom  in  navolging  van  Ma^rti- 
Nvrri  (1.  c.)  eene  „hoofd-m-zgde." 

De  (2I5,  353),  welke  door  het  teeken  nj  wordt  aange- 
duid   bevat  o.  m.  de  volgende  hoofdzevenzgde: 

123,  145,  167,  246,  257,  347,  350  ...  .  (0). 

Worden  deze  zeven  Ignen  uit  de  n»j  verwgderd,  dan  ont- 
staat eene  r^lmatige  (2I4,  283),  waarin  elk  punt  tot  acbt, 
elke  Ign  tot  zes  cf.  driehoeken  behoort,  of,  zooals  ik  ter 
bekorting  zal  zeggen :  eene  cf.  met » oktotrigonische"  ponten 
en  met  » hexatrigonische*'  Ignen. 

In  n^  komt  elke  Ign  ikl  voor  in  zes  hoofdzevenzgden, 
die  door  onderlinge  permutatie  der  getallen  «,  i,  2  in  elkander 
overgaan;  bg  gevolg  bevat  ;r^  dertig  zoodanige  groepen. 
Yan  de  zes  hoofdzevenzgden,  waartoe  de  Ign  124  behoort, 
hebben  alleen  de  beide  volgende  geene  Ign  met  de  groep 
(a)  gemeen. 

124,  136,  157,  237,  256,  345,  467  .  •  .  .  (h) 
124,  137,  156,  235,  267,  846,  457  ...  .  (4 

Wordt  eene  dezer  beide  groepen  tegelgk  met  (a)  wegge- 
laten, dan  vormen  de  overige  21  Ignen  der  n^  met  hare 
21  punten  eene  regelmatige  2I3,  waarop  ik  in  §  7  zal  terog- 
komen.  Elke  hoofdzevenzgde  kan   op  deze  wgze  met  acht 


(  13) 

andere  samengesteld  worden  tot  acht  verschillende  (2I2,  H^); 
immers  elke  der  28  Ignen,  die  niet  in  eeae  bepaalde  hoofd- 
zeyenzgde   voorkomen,  geeft  aanleiding  tot  twee  paren  van 

groepen,  die  geen  Ign  gemeen  hebben;  daar  op  deze  wgze 
elk  paar  zeven  maal  in  rekening  wordt  gebracht,  bedraagt 
bet  aantal  paren  28  X  2  :  7  =-  8.  De  80  verschillende  hoofd- 
zevenzgden  leveren  derhalve  30  x  8  :  2  =  120  cf.  (2I2,  I43), 
dns  evenzoovele  cf.  21 3. 

4.  Eene  nn  zal  slechts  dan  hoofdveelzgden  bezitten,  wan- 
neer het  aantal  cf.  punten  f    |  door  3  deelbaar,  das  n  van 

den    vorm  3m    of   (3m    4~    I)   ^*     In    de   tabel    voor   de 

-  n  (n — 1)  Ignen  eener  gescheiden  groep  komen  verder  alle 
6 

getallen    van    1    tot   /i,    wegens   de   regelmatigheid  van  ^«, 

even  vaak  voor;  -n  («—1)  moet  das  door  n  deelbaar  der- 

halve  (n — 1)  even  zgn,  d.  w.  z.  n^l  of  f* ^3  (mod.  6), 
Beschouwt  men  in  de  bedoelde  tabel  elk  getal  ak  de  notatie 
van    een     punt,     dan    stelt    zg    tevens    eene    regelmatige 

n  _..,  -  n{n  —  1)3!  voor,  waarin  alle  punten  met  elkan- 
der verbonden  zgn;  laat  men  dus  een  punt  en  de  daar- 
mede   incidente  Ignen   uit   deze   cf.  weg,  dan  ontstaat  eene 

y^^^hin^-i)'   6^'*""'^^^'*""^^^)   °^^*  2  ^^'^^^   ^*'^^   ^^ 
onderling  gescheiden  punten.    Wordt  van  de  laatste  cf.  zulk 

een  paar  punten  met  de  door  hen  gedragen  lijnen  afgezon- 

dei-d,  dan  verliest  elk  der  overblgvende  punten  twee  Ignen, 

en  er  ontstaat  eene  f  ('*""*^)i/„_7,»ft  (»* — 3)  (n — 7)3],  waar- 
in elk  punt  met  (n — 7)  punten  verbonden,  dus  van  3  punten 
gescheiden  is;  deze  3  punten  zullen  in  het  algemeen  niet 
onderling  gescheiden  zgn,  omdat  de  punten  der  uit  den 
aard  der  zaak  regelmatige  cf.  dan  in  viertallen  konden 
gerangschikt  wonlen,  hetgeen  alleen  voor  n  ^  3  (mod.  4) 
mogelgk    is.    Door    deze    beschouwing    wordt    de    bepaling 


(14) 

der  tabel  Toor  eene  hoofdveelz^de  in  elk  geval  teroggebracht 

1 
tot  de  bepaling  der  notatie  voor  eene  cf.,  die   -'n(n— 1)  — 

1  1 

-  (n — 3)  (n— 7)   =    -  (3n— 7)   Ignen   minder  telt  dan  de 

hoofiiveelzöde. 

»£ene    tïh   kan,   als  n  =  6m-|-l    of  n  =  6m-|-3  is, 

irhoofdveelzgden  bezitten,  die  uit  ^  n  (n — 1)  Ignen  zijn  samen- 
irgeateld.  De  afscheiding  van  zulk  eene  hoofdveelzgde  leyert 
ireene  regelmatige  (  uj     .  »  ^  »»  (»»— 1)  («— 3)8)-" 

5.  De  tabel  voor  eene  hoofdtwaal&gde  der  ttq  kan  door 
de  in  §  4  uiteengezette  handelwgze  uit  de  notatie  der  reeds 
door  MoBiiis  *)  opgemerkte,  onbestaanbare,  83  gevonden 
worden.  Stellen  de  cgfers  1  tot  8  de  punten  dezer  83  voor, 
dun  zgn  hare  lijnen  aangewezen  door  de  volgende  groepen 
>an  3  cgfersf). 


123 

478 

145 

368 

167 

258 

246 

357 

.  .  (II) 


Door  toevoeging  van  vier  Ignen,  die  elk  een  paar  ge- 
scheiden punten  der  83  vereenigen  en  door  een  punt  9  gaan, 
volgt  nu  uit  (II)  de  tabel  (111)  der,  evenzeer  onbestaanbare, 
(04,123);  zij  is  de  bekende  cf.  der  buigpunten  eener  kromme 
der  derde  orde  (Hesse). 


*)  GuammeUe    Werke  Bd.  1,   S.  445.   (Vgl.  ScHüöTEa  #Ueber  Imeaie 
KoDstructionen,"  Oottinger  Nackriehten  n*.  9,  1888). 

f)  Zie   ScHBÖTKA  1.0.  of  Ma&tihztti  #Sulle  conf.  piane  f*,"  {An»,  éi 
liai.  Ser.  Ha,  tomo  XV,  pag.  4). 


(15) 


123 

478 

569 

145 

279 

368 

167 

258 

349 

189 

246 

357 

(III) 


De  lijnen  dezer  tot  n^  behoorende  hoofdtwaalfzgde  zyc  in 
tabel  (III)  zoo  gerangscliikt,  dat  elke  horizontale  ry  alle  cyfers 
▼an  1  tot  9  bevat.  Door  onderlinge  permutatie  van  4,  7,  8 
en  Tan  5,  6,  9  ontstaat  uit  (UI)  eene  groep  van  G^  hoofd- 
twaalfzijden,  die  de  nevendriez^de  123,  478,  569  gemeen 
hebben.  Daar  verder  4,  5,  6,  7,  8,  9  op  10  wgzen  tot 
twee  drietallen   kunnen  gerangschikt  worden,  komt  de  Ign 


123,  dus  elke  der 


ö= 


84  l^nen  van  719 ,  in  6^  X  10  = 


2160  hoofdtwaalfz^den  voor;  jig  bezit  derhalve  2160  X  84: 
12  =  15120  hoofdtwaalfzgden,  die  ieder  aanleiding  geven 
tot  eene  regelmatige  (36q,  723). 

Door  het  weglaten  van  eene  tweede,  van  de  bovenstaande 
onathankelgke,  hoofdtwaalfzijde  ontstaat  uit  de  (36^,  723)  eene 
(365,  6O3).  De  mogel^kheid  van  zulk  eeue  afscheiding  blgkt 
o.  a.  uit  tabel  (IV),  welke  met  (Til)  geene  Ign  gemeen  heeft. 


124 

379 

568 

136 

289 

457 

178 

235 

469 

159 

267 

348 

(IV) 


De  regelmatige  (13q,  263),  welke  door  de  tabel  eener 
hoofdveelz^de  der  iti^  wordt  voorgesteld,  hangt,  volgens  de 
algemeene  beschouwing,  af  van  eene  IO3  met  drie  onderling 
ODaf  hankelgke  groepen,  die  elk  5  paren  van  gescheiden  pun- 
ten bevatten. 

Dit  de  tabellen,  die  door  Maetinetti  voor  de  beide  regel- 
matige   IO3  zijn  opgesteld  *),  volgt  gemakkelijk,  dat  alleen 


*)  i  a.  p.  bL  17.  De  overige  acht  cf.  10»  sijii  onregelxaatig. 


(16) 


de    door   Eaiitob    iO^A   genoemde  cf.    hier  in  aanmerkiiig 
kan  komen;  zg  bezit  de  volgende  vgfbaJlen  van 
puntenparen : 


18 

19 

1(10) 

25 

2(10) 

27 

37 

85 

36 

4(10) 

47 

49 

69 

68 

58 

.  (V) 


Onderstelt  men,  dat  de  l^nen,  welke  de  eerste  ygf  par^i 
verbinden,  in  e^n  punt  (11),  de  Ignen  door  de  paren  der 
tweede  groep  in  een  pont  (12)  samenkomen,  dan  oniaiaai 
door  toevoeging  dezer  10  Ignen  aan  de  IO3  eene  (12^^  20^) 
met  zes  gescheiden  paren  van  pnnten,  n.L  de  vgf  paren  der 
derde  groep  van  (V)  benevens  het  paar  (11)  (12). 

Uit  deze  cf.  volgt  dan  de  gewenschte  (13q,  263)  door 
de  genoemde  zes  paren  collineair  te  onderstellen  met  een 
pant  (13).  Hierdoor  verkr^gt  men  de  volgende  hoofdze»- 
entwintigzgde  der  ni^» 


l 

1 

1 

1 

l 

1 

2 

2 

2 

2 

2 

3 

2 

4 

6 

8 

9 

10 

4 

0 

7 

8 

10 

4 

3 

5 

7 

10 

1 

12 

13 

6 

11 

13 

9 

12 

8 

3 

3 

3 

4 

4 

4 

5 

5 

5 

6 

6 

7 

6 

7 

9 

7 

9 

10 

0 

7 

8 

8 

9 

8 

13 

" 

10 

12 

13 

11 

10 

9 

13 

1 

12 

11 

10 

.(VI) 


5 
12 

11 
12 
13 


Bg  het  bepalen  eener  hoofdvgf-en-dertigzgde  der  tii^  kan 
gebruik  gemaakt  worden  van  de  tabel  der  (1^4, 163^^,  welke 
in  mgn  opstel  »Over  vlakke  configuraties"^)  voorkomt 
Worden  de  vier  gescheiden  kwadrupels  dezer  cf.  door  de 
getallen  1,2,3,4;  5,6,7,8;  9,10,11,12  aangeduid,  dan 
gaat  de  bedoelde  tabel  over  in: 


«)  t  ft.  p.  bL  107»  tabel  (B). 


(17  ) 


1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

8 

3 

3 

3 

4 

4 

4 

4 

5 

6 

7 

8 

5 

6 

7 

8 

5 

6 

7 

8 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

10 

9 

12 

11 

11 

12 

9 

10 

12 

11 

10 

9 

.  .  (VU) 


e  1 8  paren  van  gescheiden  punten  dezer  cf •  kunnen  tot  de 
>lgende  3  onderling  onaf  bankelgke  zestallen  gebracht  worden 


1,  2 

3,4. 

5,  6 

7,  8 

9,  10 

11,  12 

1,  3 

2,4 

5,  7 

6,  8 

9,  11 

10,  12 

1,  4 

2,  3 

5,  8 

6,  7 

9,  12 

10,  11 

.  .  (VIII) 


ITordt  tabel  (VII)  aangevuld  met  de  Ignen 


1 

3 

5 

7 

9 

11 

1 

2 

5 

6 

9 

10 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

3 

4 

7 

8 

11 

12 

13 

13 

13 

13 

13 

13 

14 

14 

14 

14 

14 

14 

.  .  (IX) 


hii  ontstaat  de  notatie  eener  (14q,  283)  met  7  gescheiden 
paren  van  punten,  n.1.  het  derde  zestal  van  (VIII)  benevens 
bet  paar  13^  14.  Hieruit  volgt  dan  de  tabel  eener  (ISy,  SSs), 
tevens  die  eener  hoofdvgfendertigzjjde  der  7715,  door  toevoe- 
ging van  de  Ignen 


1 

2 

5 

6 

9 

10 

13 

4 

3 

8 

7 

12 

11 

14 

15 

15 

15 

15 

15 

15 

15 

.   .    (X) 


In  de  genoemde  (15>^,  853)  heeft  elke  Ign  tot  restfiguur 
ttne  (I24,  I63)  A:  elke  der  acht  hoofd vierzgden  dezer  cf. 
vonntdus  met  de  bedoelde  lijn  eene  hoofdvijfzijde  der(157,  353). 
Met  het  oog  hierop  zgn  de  35  l^nen  der  gevonden  hoofd- 
Teelz^de  van  jij^  gerangschikt  in  de  volgende  7  groepen, 
&  elk  alle  getallen  van  1  tot  15  bevatten. 


mtk  n  MXDCD.  AID.  «ATUUXK.  B<i«    KIIK9.  DUL  VI. 


8 


(18) 


12  (13) 

35(11) 

489 

(10) (12) (14) 

67  (15) 

13  (U) 

269 

47  (10) 

58  (15) 

(11)  (12)  (13) 

U  (15) 

25  (10) 

36  (12) 

78  (13) 

9  (11)  (14) 

159 

27(12) 

38  (10) 

46(11) 

(13)  (14)  (15) 

16  (10) 

28(11) 

34  (13) 

57  (14) 

9  (12) (15) 

17(11) 

23  (15) 

45  (12) 

68  (14) 

9  (10)  03) 

18(12) 

24  (14) 

379 

56  (13) 

(10) (11) (15) 

■m 


6.  In  eene  n»j  bestaat  de  restfiguur  der  Ign  123  tdt  23 
Ignen  ea  18  punten;  worden  daamit  de  Ignen  456,  457, 
467  en  567  weggelaten,  dan  ontstaat  eene  cf.  I83  met  de 
Ignen: 


145 

146 

147 

156 

157 

167 

245 

246 

247 

256 

257 

267 

345 

346 

347 

356 

357 

367 

.  (XH) 


Zg  bestaat  uit  vier  drietallen  yan  punten  Is,  2t,  3t, 
(t  =  4,  5,  6,  7),  die  paar^ew^ze  perspectief  liggen  to.  ?• 
zes  punten  t  £  (t  =  4  tot  7,  i  =  5  tot  7),  en  de  achttia 
perspectiviteitsstralen. 

Tot  deze  cf.  behooren  drie  volledige  vierhoeken  met  de 
toppen  t  4,  t  5,  t  6,  t  7  (s  =  1,  2,  3,,  dus  12  cf.  driehoeken;  de 
zes  perspectiviteitscentra  komen  in  geen  dier  driehoeken  voor, 
de  overige  twaalf  punten  elk  in  drie  driehoeken. 

>Na   a&ondering  van   eene  der  in  n2n^\  begrepen  i^t  en 

»van  4  1  ]  niet  tot  deze  jTj,  behoorende  Ignen  ontstaat 


(19) 

►eene  l  3  I       ^       1    '**  (       o      )   )•  '^^staande  uit  (n  +  1) 

^groepen  van  n  punten  1  t,  2  t,  8  t,  .  .  .  .   n  i  (t  =  n  +  1 

►tot  2  n   +   1)  met  l  ]  punten    t  A    (i    =  n   -j-    1 

►tot  2  n  +  1,  it  =  n  +  2  tot  2  n  +  1)  ten  opzichte 
►waarvan  die  groepen  paarsgew^ze  perspectief  liggen,  en  de 

»ii  I  I  perspectiviteitsstralen.  De  nieuwe  cf.  bevat  n 

volledige  (n  -f  1)  hoeken,  dus  ^  (  q  )  driehoeken ;  geen 
»der  perspectiviteitscentra  behoort  tot  zulk  een  driehoek,  ter* 
»wgl   elk  der  overige  punten  in  (  ^  |  driehoeken  voorkomt". 

Eene  met  de  boveugevonden  I83  gelgksoortige  cf.  kan  aldus 

geconstiTieerd  worden :  In  een  door  de  Ignen  4,  5,  6,  7  ge^ 
lN>rmden  yierstraal  beschr^ft  men  twee  vierhoeken  met  de 
^ekpnnten  (14,  15,  16,  17)  en  (24,  25,  26,  27),  bepaalt 
^  sn^pnnten  i  k  der  homologe  zgden  (1  i,  1  k)  en  (2  t,  2  k) 
m  brengt  door  deze  zes  punten  de  zijden  van  een  derden 
vierhoek,  waarvan  de  hoekpunten  34,  35,  36,  37  achter- 
eenvolgens op  4,  5,  6,  7  liggen.  Deze  I83  onderscheidt  zich 
van  de  uit  nj  afgeleide  cf.  enkel  door  het  bezit  van  de  vier 
naar  een  punt  convergeerende  driepuntige  diagonalen  4, 5, 6,  7. 
Op    dergelyke    w^ze    kan   eene  cf.  gevonden  worden,  die 

van  de  boven  vermelde  (  3 1      '      ]  ^^\      9     )    1  *U®®°  ^^^^ 

het  voorkomen  van  (n  -f  1)  door  een  punt  gedragen  n-pun- 
tige  diagonalen  verschilt. 

7,     De    cf.   7^5,   welke   door  twee   homologe  driehoeken 
Biet    hou    centrum    en  as  gevormd  wordt,  kan  op  zes  ver- 
achillende    wgzen  beschouwd  worden  als  het  samenstel  van 
twee  in  elkander  beschreven  vijf  hoeken  ^).     De  toppen  de 
beide  v^f hoeken  kunnen  b.  v.  zgn: 


*)  Volgens  ScHEÖTxa  (t  a.  p.)  reeds  door  Gaylbt  opgemerkt.  (C&bllb 

uca^hiz.  si5). 


(20) 

12,  23,  34,  45,  51; (1) 

13,  35,  52,  24,  41 (2) 

Beschouwt  men  hier  123  als  eerste,  234  als  tweede  zgde^ 
van  Y^fhoek  (1),  135  als  eerste,  352  als  tweede  zgde  Tan  «2)} 
dan  ligt  het  t^«  hoekpunt  van  (2)  blikbaar  op  de  (2  %  —  1)* 
zgde  van  (1),  het  i^^  hoekpunt  van  (1)  daarent^en  op  d» 
(1  —  2  i)^^  zgde  van  (2),  mits  men  zorg  drage,  de  door  dezen 
regel  gevonden  getallen  door  hunne  positieve  resten  mod. 
5  te  vervangen  *). 

Bg  n^j  vormen  de  21  cf.  punten  met  21  bepaalde  cf. 
Ijjnen  eene  uit  3  zevenhoeken  samengestelde  cf.,  die  door 
ScHUOTEB  f)  is  aangewezen.  Voor  de  toppen  dezer  zeven- 
hoeken kan  men  b.  v.  de  volgende  cf.  punten  nemen: 

(a)     12,  23,  34,  45,  56,  67,  71; 

(6)     13,  35,  57,  72,  24,  46,  61 ;   .   .    .  (Xn^ 

(c)     15,  52,  26,  63,  37,  74,  41. 

Hier  ligt  het  i^^  hoekpunt  van  (6)  op  de  (2i— l)**zgde 
van  (a),  het  fi^  hoekpunt  van  (c)  op  de  (2 1 — 1)'*«  zgde 
van  (6),  het  i^^  hoekpunt  van  (a)  op  de  (2  i— 1)«^  zgde 
van  (c},  met  dien  verstande,  dat  de  door  dezen  r^el  be- 
paalde getallen  door  hunne  positieve  resten  mod.  7  worden 
vervangen;  de  wgze  van  samenstelling  dezer  21 3  komt  dos 
niet  geheel  overeen  met  die  der  boven  beschouwde  IO3  §). 

Elke  willekeurige  volgorde  der  cgfers  1  tot  7  kan  voor 
(a)  worden  aangenomen  ;  men  vindt  dan  de  voor  (o)  in  acht 
te  nemen  volgorde  door,  uitgaande  van  het  eerste  getal, 
telkens  één  over  te  slaan,  die  voor  (c)  door  evenzoo  te  kan- 


*)  Ook  de  boTenyermelde  cf.  10,  A  is  het  samenstel  yan  dmeibuider 
beschreven  vijf  hoeken;  de  plaatsing  is  eyenwel  anders. 

t)  Ueber  das  Eünfllach  und  Sechsflach,  C&bllb  C.  bl.  237.  noot 

§)  ScHÖNPLiES  heeft  aangetoond,  dat  er  twee  soorten  yan  regelinatige 
cf.  bestaan,  welke  uit  eene  reeks  yan  in  elkander  beschreyen  yeelhoekes 
zijn  samengesteld.  Deze  21|  behoort  tot  de  eerste,  gene  10,  tot  de 
tweede  soort  (Maik.  Asm.  2XXI  bL  61). 


(21) 

den  ten  opzichte  van  (5);  past  men  hetzelfde  toe  op  de 
etallen,  waaruit  (c)  dan  is  samengesteld,  zoo  komt  de 
orepronkel^ke  volgorde  weder  te  voorschyn,  terwgl  bg  n^ 
Ie  c^fers  der  eerste  reeks  in  tegengestelde  orde  terugkomen. 
)e  ;i7  bevat  blijkbaar  7  ! :  (7  X  2  X  3)  =  120  verschil- 
ende  2I3,  overeenkomende  met  de  120  boven  aangewezen 
2I21  143),  die  elk  eene  2I3  tot  777  aanvullen. 

Bg  n^  wordt  eene  273  gevormd  door  de  volgende  negen- 
loeken. 

(a)     12,  23,  34,  45,  56,  67,  78,  89,  19; 

{b)     13,  35,  57,  79,  29,  24,  46,  68,  18;.-. (XIV) 

{e)     15,  59,  49,  48,  38,  37,  27,  26,  16. 

Hier  ligt  het  t^®  hoekpunt  van  (b)  resp.  (c)  op  de  (2  i  —  1)"*« 
igde  van  (a)  resp.  (&),  maar,  in  tegenstelling  met  de  2I3 
Iq  JI7,  het  t^«  hoekpunt  van  (a)  op  de  (1  —  2  f)^*^  zijde 
^  (c). 

8.  Voor  elk  oneven  aantal  getallen  der  natuurlgke  rg 
hmnen  de  volgende  reeksen  opgeschreven  worden,  waar 
•Qe  getallen  grooter  dan  (2  n  4-  1)  door  hunne  positieve 
testen  mod.  (2  n  -('  I)  nioeten  vervangen  worden. 

1,    2,    3,     .     .     .     .  ,(l  +  Oi  •  •  (2n  +  l); 

1,    3,     5,     .     .     .     .  ,(1  +  20,.  .  (2n); 

1,    5,    9,     .     .     •     .  ,(1  +  4t),.  .  (2n  — 2);    \. . .  (XV) 

1,  1  +  2^  1  +  2'2,  .  ,  (1  +  2h),  .  (1  +  2*2n). 

Nu  is,  volgens  eene  bekende  eigenschap  der  getallen, 
gr  (211+1)  _  1  =  o  (mod.  2  w  +  1),  waar  t  (2  n  +  1) 
de  door  Sylvester  ingevoerde  notatie  is  voor  het  /irtotient," 
d.  i.  het  aantal  getallen  kleiner  dan  en  onderling  ondeelbaar 
met  (2n  +  1).  Bijgevolg  is  2*  ^  ^^""^  ^^  =  l  of  =  —  1 
(mod.  2  n  -j-  1).  In  de  congruentie  2*  ^  1  of  ^  —  1 
(mod.2n-}-  1)  is  «dus,  met  het  oog  op  de  maximumwaarde 


(22) 

2  n  van  r  (2  n  -|-  1),  hoogstens  gelgk  aan  n,  maar  kan 
natunrlgk  ook  een  deeler  yan  n  zgn.  Voor  de  kleinste 
waarde  van  Tj  die ,  wanneer  aan  2'  ^  —  1  niet  kan  vol- 
daan worden,  2'  ^  1  maakt,  is  1  -f-  2'  ^  2,  zoodat  de 
laatste  der  opgeschreven  reeksen  geheel  met  de  eerste  ovo^ 
eenkomt.     Dan  zgn 

12,  23,  84,     .     .     (2n)  (2n  +  1),  {in  +  1)  1 ; 

13,  35,  57,     .     .     (2n  —  2)  (2n),  (2ii)  1 ; 
15,  59,  9  (13), .  •(2n  —  6)  (2n  —  2),  (2n  —  2)  1 ;  \  . . .  (XVI) 

l(«  +  2),(n+.2)2,..(2n  +  l)(«  +  l),(n  +  l)l;' 

de  hoekpunten  van  x  tot  eene  cf.  (2n  +  l)drs  vereenigde 
(2  n  +  1)  hoeken  in  zoodanige  ligging,  dat  het  i^«  hoek- 
punt van  den  Ifi^^  veelhoek  op  de  (2  %  -  1)*^  zgde  van 
den  (£—1)**^^  veelhoek  is  geplaatst.  Het  aantal  cf.  van 
deze  soort,  begrepen  in  eene  ;i  2 «  +  i  1  bedraagt  blgkbaar 
(2n  +  l)l  :  2^(2n  +  1). 

Kan  aan  de  congruentie  2'  ^  —  1  voldaan  worden,  dan 
is  voor  de  kleinste  waarde  van  den  exponent  l-|'2'^2n4*l 
(mod.  2  n  -|-  1),  zoodat  de  laatste  reeks  van  getallen  met  de 

reeks  1,  2  n  +  I9  2  n,  2  n  —  1, 3,2  overeenkomt.  In 

dit  geval  zgn 

12,  23, (2n+  1)1; 

13,  35, (2n)  1 ;  .         __ 

^    ^  L..(XVII) 

l(n-hl),(n  +  l)(2n  +  l),    .     .     (n  +  2)  1 ; 

de  punten  van  eene  in  ^rs  n  + 1  b^repen  (2  n  +  1)  ^,  die 
van  de  boven  gevonden  cf.  alleen  daarin  verschilt,  dat  de 
eerste  (2  n  +  I)  ^^^^  ^^  opzichte  van  den  laatsten  zoo  is 
geplaatst,  dat  het  t^"-  hoekpunt  op  de  (1  —  2  i)^^  zgde  ligt 
De  volgende  tabel  bevat  de  uitkomsten  van  het  onderzoek 
naar  de  waarde  van  x  voor  de  eerste  tien  oneven  getallen  ^  5. 


(23) 


«7 

3 
2      _ 

X 

8  zeyenhoeken 

2l8 

»9 

S 

2     — 

3  negenlioeken 

273 

»U 

5 

2 

5  elfhoeken 

558 

»18 

6 

2     z= 

J 
A 

6  dertienhoeken 

788 

«15 

4 

2     — 

^ 

4  ygftienhoeken 

6O3 

«17 

2 

4  zeventienhoeken 

683 

«19 

9 

2     = 

9  negentienhoeken 

1718 

«81 

o 

2 

1  ^ 

=         !• 

6  eenentwintighoeken 

1268 

Jïjj 

11 

2 

1 

11  drieëntwintighoeken 

2538 

»j5 

10 

2 

=  —  1 

10  vijfentwintighoekeii 

2508 

. .  (xvni) 


9.  In  elke  tot  eene  tï  2  «  4- 1  behoorende  (2  n  +  1)^8  ^ 
het  punt  12  incident  met  de  l^nen  123,  12  (2  n  +  1)  en 
12  (n  +  2).  Yan  de  6  op  die  lignen  gelegen  punten  13, 
23,  1  (2  n  +  1),  2  (2  fi  -h  1),  1  (n  -h  2),  2  (n  +  2)  kunnen 
dleen  het  eerste,  derde  en  v^fde  onderling  verbonden  z^n ; 
itrenzoo  het  tweede,  vierde  en  zesde  dezer  punten.  Nukun- 
isen  ti  en  il  alleen  dan  tot  eene  l^n  der  (2  n  -|-  1)  ^s  l>6' 
'kieren,  wanneer  t,  i,  2  in  eenige  volgorde  genomen  en  zoo 
noodig  door  getallen  vervangen,  die  met  hen  "=:  zgn 
mod.  (2  n  -)-  1))  ^ene  rekenkundige  reeks  vormen.  Het  on- 
derzoek der  verschillende  hierbg  mc^elgke  gevallen  leert 
nu,  dat  voor  2  n  +  1  >  7  geene  verbinding  door  cf.  Igiien 
toaschen  de  genoemde  zes  punten  bestaat,  terwgl  b^  n^  de 
punten  1  %  evenals  de  punten  2  i  onderling  verbonden  z^n, 
ea  bg  777  25  met  27,  13  met  15  door  eene  cf.  Ign  is 
vereenigd. 

>Sielt  X  de  kleinste  waarde  voor,  welke  aan  2^  ^  —  1 
•(mod.  2  n  -{-  1),  of,  zoo  dit  niet  mogelgk  is,  aan  2'  ^  1 
>(mod.  2n  +  1)  voldoet,  dan  kan  men  uit  eene  ^2n  +  i  op 
>12  n)  I  :  (2  x)  verschillende  w^zen  eene  cf.  (2  n  4-  1)  ^3 
•afleiden,  welke  uit  o?  tot  3^2»  + 1  behoorende  (2  w  +  1) hoe- 
>ken  zoodanig  is  samengesteld,  dat  de  k^^  veelhoek  in  den' 


(24) 

»(i — l)*^i  de  eerste  in  den  laatsten  is  beBcbreren.  Nur 
>gelang  2'  =  1  of  =  —  1  (mod.  2  n  +  1)  is  (2  n  +  l)  r, 
#eene  cl  der  eerste  of  tweede  soort  (Scboenfiies).  Met  nik* 
y  zondering  van  de  ditrigonische  21 3  zyn  deze  cf.  atrigonieeh^* 
Atrigonische  configaraties,  d.  w.  z.  cf.  zonder  driehoekeBi 
zgn  het  eerst  beschouwd  door  Mahhnetti  *)\  h^  toondi 
aan,  dat  eene  (275^  463),  eene  163,  eene  I73  en  Tier  verschillenA) 
183  deze  eigenschap  bezitten.  De  bedoelde  eigenaardigheid 
heb  ik  ook  opgemerkt  bg  eene  (84iq,  28O3),  waarvan  de 
punten  door  de  combinaties  3  aan  3  van  de  cgfers  van  1 
tot  9  kunnen  voorgesteld  worden,  en  elke  l^n  drie  punten 
bevat,  die  geen  cgfer  gemeen  hebben;  algemeen  bg   de  cf. 


pp\  (Sp)ï\ 

V  P  liip-n 

\     UW        i 


6(p!)», 


waarvan  de  punten  door  de  combinaties  p  aan  p  Tan  3p 
getallen  worden  aangewezen,  en  drie  punten  collineair  zgn, 
als  zg  geen  getal  gemeen  hebben ;  p  =  2  geeft  de  cf.  15c 
van  MABTiiTBTn,  p  =  3  de  zooeven  vermelde  (84io»  28O3). 

10.  Wordt  op  de  l^n  ikl  der  volledige  vierzgde  ^4  het 
door  de  punten  t  ik  en  t  Z  van  k  l  harmonisch  gescha- 
den  punt,  door  k  l/i  voorgesteld,  dan  gaat  de  Ign,  welle 
k  Iji  en  k  Ijj  verbindt,  door  het  punt  ij\  Immers  de  harmo* 
nische  groepen  t£,  tl;  kl^  kl/i  en  ;  i,  jl;  kl^  i//;  hebben 
het  punt  kl  gemeen:  de  Ign  (i//i,  klj)  gaat  dus  door  het 
sngpunt  der  Ignen  (t  i,  7  k)  en  (t  2,  ƒ  l).  Om  dezelfde  reden 
komen  in  t ;  de  Ignen  (t  k/l,  j  k/l)  en  (t  ^i,  ;  Ijk)  samen. 

#De  6  punten  «ifc  en  de  12  punten  ik/l  vormen  met  de 

#6  Ignen  ijlkl  ^  {i  J^  ^^  l/h  k  VJ)  en  de  12  Ignen  ij/k^ 
tf{ij,ik\lyj k/l)  eene  I83,  voor  welke  de  zgden  ikl  der 
/rvierzgde    zespuntige    diagonalen   zgn'\ 


*)  Sopra  alcone  cf.  piane.  (Jmn  di  liaL,  Serie  Ha,  tomo  XIV).  Mar* 
TUBTTi  schijnt  niet  opgemerkt  te  hebben  dat  de  restfiguur  van  elke 
lijn  der  bovengenoemde  (27i«  45|)  eene  airiffOHUeAe  (244,  ^^s)  ü* 


(28) 


De   Tolgende   tabel  geeft  de  verdeeling  der  punten  dezer 
I83  OTer  hare  Ignen. 


13/24  ia 

Uy23  lil 
23/14  Wi 
24/13  24 
34/12  {34 


23/1 ;  23/4 
14/2   14/3 


13/2 

12/3 


13/4 
12/4 


L. 

12/3  |12i 


12/4 
13/2 
13/4 


14/3 


12 
13 

13 


14/214  12/3 


14 


P. 
13/4 
14/3 

12/4 
14/2 


23/4 
24/3 
32/4 
34/2 
42/3 


13/2 1  43/2 


L. 

23/1123 


23/4 
24/1 
24/3124 


23 
24 


34/1 


34/2|34 


34 


P. 

21/4 
24/1 
21/3 
23/1 
31/2 
32/1 


31/4 

34/1 
41/3 
43/1 
41/2 
42/1 


..(XIX) 


Uit  dit  oyerzicht  bl^kt  gemakkelgk,  dat  de  cf.  5  hoofd- 
zeszgden  en  5  hoofd vijfboeken  bevat ;  de  afzondering  van  elk 
dezer  zestallen  van  onderling  gescheiden  Ignen  of  punten 
geeft  eene    (182t  I23)  of  eene  (123^  ISg.) 

Deze  hoofdzesz^den  z^n : 


14/23 

24/13 

34/12 

12/4 

18/4 

28/4 


12/34 

12/34 

12/34 

13/24 

13/24 

13/24 

23/14 

23/14 

14/23 

14/23 

24/13 

34/12 

23/14 

23/1 

13/2 

12,3 

24/13 

24/1 

14/2 

14/3 

S4/12 

1 

34/1 

34/2 

24/3 

.  .  (XX) 


De  gevonden  ISj  bevat  vier  cf.  driehoeken: 


A 
A 

Hoekpunten. 

Zgden. 

23/1 

24/1 

34/1 

34/2 

23/4 

24/3 

B 

13/2 

14/2 

34/2 

34/1 

13/4 

14/3 

C 

12/3 

14/3 

24/3 

24/1 

12/4 

14/2 

D 

12/4 

13/4 

23/4 

23/1 

12/3 

13/2 

•   • 


(XXI) 


(26) 

Geen    der    pnnten    t  i   behoort   tot  een  cf.  driehoek ;  de 
overige  12  punten  komen  elk  in  een  driehoek  voor. 

11.  De  driehoeken  Aj  Bj  C,  D  liggen  twee  aan  twee  per- 
spectief t.  o.  y.  de  pnnten  t  k.  De  hoekpunten  van  il  en  £ 
zgn  b.  y.  paarsgew^ze  met  de  Ignen  123,  124  en  12/34 
incident;  de  sngpunten  van  14/3  met  24/3  en  yan  13/4 
met  23/4  zgn  dus  coUineair  met  het  sngpunt  34  yan  34/1 
en  34/2.  Nu  zgn  12,  34  en  het  sngpunt  van  13/4  met 
28/4,  dat  ik  door  343  zal  aanduiden,  de  nevenhoekpunten 
yan   een   yolledigen   yierhoek,  die  tot  toppen  heeft  13,  23, 

34/1,  34/2  en  totzgden  123, 12/34, 134,  234, 13/4  en  23/4; 
de  ^erbindingslgn  der  neyen hoekpunten  34,  343  bepaalt 
dus  op  123  het  door  13  en  23  van  12  harmonisch  gesebei- 
den  punt  12/3.  De  collineatieas  34/12  yan  A  en  B  be?at 
dus  de  5  punten  34,  12/3,  12/4,  343,344.  Algemeen  bevat 

elke  der  6  Ignen  ijfk  l  het  sngpunt  ij  i  yan  i  kjj  met  i  Ijj 
en  het  sngpunt  ijj  yan  jk;i  met  jl/i, 

Hier  volgen  de  12  punten  iji  en  de  drietallen  yan  Ignen 
der  I83,  met  welke  zg  eene  (I23,  I82)  vormen. 


p. 

L. 

P. 

L. 

121 

12/3^ 

13/2 

14/2 

232 

23/14 

12/3 

24/3 

122 

12/34 

23/1 

24/1 

233 

23/14 

13/2 

34/2 

131 

13/24 

12/3 

14/3 

242 

24/13 

12/4 

23/4 

133 

13/24 

23/1 

34/1 

2U 

24/13 

14/2 

34/2 

Ui 

14/23 

12/4 

13/4 

343 

34/12 

13/4 

23/4 

iU 

14/23 

24/1 

34/1 

3U 

34/12 

14/3 

24/3 

..(XXH) 


»De  Ignen  der  harmonisch  in  n^  beschreven  18^  komen 
»3  aan  3  in  12  punten  samen.  Worden  deze  12  ponten 
»aan  de  configuratie  to^evoegd,  dan  ontstaat  eene  (3O3,  I85), 
>die  na  weglating-  van  de  punten  ik  overgaat  in  eene 
1(243,  I84)" 


(27) 


Tabel  der  (30s,  ISg). 


Lgnen. 

Pnntea. 

12/34 

12 

34/1 

34/2 

121 

122 

13/24 

13 

24/1 

24/3 

131 

133 

14/23 

14 

23/1 

23/4 

141 

144 

23/14 

23 

14/2 

14/3 

232 

233 

24/18 

24 

13/2 

13/4 

242 

244 

34/12 

34 

12/3 

12/4 

843 

344 

12/8 

* 

12 

13/4 

23/4 

131 

232 

12/4 

12 

14/3 

24/3 

141 

242 

13/2 

13 

12/4 

23/4 

121 

233 

13/4 

13 

14/2 

84/2 

141 

343 

14/2 

14 

12/3 

24/8 

121 

244 

14/3 

14 

13/2 

34/2 

131 

344 

23/1 

23 

12/4 

13/4 

122 

133 

23/4 

23 

24/1 

34/1 

242 

848 

24/1 

24 

12/3 

14/3 

122 

144 

24/3 

24 

23/1 

34/1 

232 

344 

34/1 

34 

13/2 

14/2 

133 

144 

34/2 

34 

23/1 

24/1 

233 

244 

.  (XXIII) 


Worden  de   3^«   en   4^®    kolom   uit  deze  tabel  gelicht,  dan 
ontstaat  de  notatie  voor  eene  18s  met  de  4  cf.  driehoeken; 


(28) 


A 

Hoekpunten. 

Zijden. 

A' 

122 

133 

144 

23/1 

34/1 

24/1 

ff 

121 

233 

244 

13/2 

34/2 

14/2 

C 

131 

232 

344 

12/3 

24/3 

14/3 

D 

141 

242 

343 

12/4 

23/4 

13/4 

.  (XXIV) 


>De  6  ponten  ï  k  eener  n^  en  de  12  punten  ihk  YormcD 
»met  de  6  Ignen  i^kl  en  de  12  Ignen  t^/jfc  eene  18^,  welke 
>Yan  de  harmonisch  in  n^  beschreven  I83  alleen  door  de 
«afwezigheid  van  zespontige  diagonalen  verschilt". 

De  beide  I83  hebben  de  c£.  Ignen  en  de  6  cf.  punten 
ik  gemeen;  samen  vormen  zg  de  bovengenoemde  (SOj,  1 85), 
terw^l  de  daaruit  a%eleide  (24s,  I84)  het  samenstel  is  van 
de  beide  (123,  l^s)f  welke  door  afzondering  van  de  punten 
ik  uit  de  beide  I83  ontstaan.  Daar  geen  der  punten  ik 
tot  een  cf.  driehoek  eener  I83  behoort,  kunnen  door  hunne 
a&cheiding  geen  driehoeken  verloren  gaan,  en  bevat  de  be- 
doelde (243,  I84)  acht  cf.  driehoeken,  ie  wetend, ^,  C^I^\ 
A',  fi',  C,  D\  zoodat  zg  in  samenstelling  verschilt  van  de 
«harmonische**  (243,  I84),  welke  24  cf.  driehoeken  bezit  ^ 

De  beide  I83  hebben  de  eerste  hoofdzeszgde  van  tabel 
(XX)  gemeen;  worden  deze  6  Ignen  uit  de  bovengenoemde 
(3O3,  I85)  verwyderd,  dan  blgfl  eene  (SOj,  I25),  welke  blik- 
baar uit  twee  (18^,  I23)  f)  met  de  6  gemeenschappelgke 
punten  ik  bestaat. 

12.  De  Ifluen  123,  124;  134,  34/2;  14/23,  13/24  zgn 
drie  paren  overstaande  zgden  van  een  voUedigen  vierhoek 
met   de   hoekpunten  13,  14,  23/1,  24/1  en  de  nevenhoek- 


•)  -rOver  vlakke   configuraties"  §  6,  of  #Over  de  ham.  cf.  (24^  18J 
{Ferü.  en  Med^  3*  reeks,  deel  Y,  bl.  210). 

t)  {  10  van  dit  opiteL 


(29) 

lonten  12,  34  en  (14/23,  13/24);  de  l^n,  die  het  laatste 
tont  met  12  verbindt,  ontmoet  derhalye  134  in  het  punt 
'4/1,  dat  door  13  en  14  van  34 harmonisch  is  gescheiden: 
e  Ignen  14/23,  13/24,  12/34  gaan  dus  door  één  punt,  dat 
k  door  121314  zal  aanduiden.  De  Ignen  der  aan  de  beide 
.83  gemeenschappelgke  hoofdzeszgde  (§  11)  vormen  derhalve 
en  volledigen  vierhoek  met  de  hoekpunten  121314,  212324, 
(13234,  414243. 

Daar  de  Ignen  13/24  en  14/23  in  121314,  23/'^ en  24/ï 
in  122,  12/3  en  12/4  in  12  samenkomen,  en  deze  drie 
fxmitn  tot  de  Ign  12/34  behooren,  liggen  de  driehoeken 
[131,  183,  13/4)  en  (141,  144,  14/3)  perspectief  en  gaat 
ie  Ign  1341  ^(131, 141)  door  het  sngpunt  34  der  Ignen 
34^1  =(133,  144)  en  134  =  (13/4,  14/3).  Elk  punt  ti 
ligt  dus  met  de  punten  ijj  en  kjj  in  eene  rechte  ;t  kjj 
en  met  de  punten  ill  en  kil  in  eene  rechte  likL 

De  12  door  deze  beschouwing  geleverde  Ignen  vormen 
met  de  6  punten  ti  en  de  12  punten  ijj  eene  (IS^,  I23) 
met  de  cf.  driehoeken: 


A 

Hoekpunten. 

Zijden. 

A" 

121 

131 

141 

1231 

1341 

1241 

BT 

122 

232 

242 

2132 

2342 

2142 

C" 

133 

233 

343 

3123 

3243 

3143 

ly 

144 

244 

344 

4124 

4234 

4134 

.  (XXV) 


Worden  de  12  nieuwe  l^nen  van  (XXV)  toegevoegd  aan 
de  I83,  waarvoor  tabel  (XXIII),  na  afscheiding  van  de  3^* 
en  4^*  kolom,  de  notatie  bevat,  dan  ontstaat  de  door  tabel 
(ÏXVl)  voorgestelde  (18^,  3O3). 


(80) 


L. 


P. 


12/34 

12 

121 

122 

13/24 

13 

131 

133 

14/23 

14 

141 

144 

23/14 

23 

232 

233 

24/13 

24 

242 

244 

34/12 

34 

343 

344 

(«) 


(XXYI) 


L. 

P. 

L. 

P. 

12/3 

12 

"Tar 

"^^ 

^ 

1341 ' 

"sT 

"ïoT 

"141 

12/4 

12 

141 

242 

2342 

34 

232 

242 

13/2 

13 

121 

233 

1241 

24 

121 

141 

13/4 

13 

141 

343 

3243 

24 

233 

343 

14/2 

14 

121 

244 

1231 

23 

121 

131 

14/3 

14 

131 

344 

(/^) 

4234 

23 

244 

344 

23/1 

23 

122 

133 

3123 

12 

133 

233 

23/4 

23 

242 

343 

4124 

12 

144 

244 

24/1 

24 

122 

144 

2132 

13 

122 

232 

24/3 

24 

232 

344 

4134 

13 

144 

344 

34/1 

34 

133 

144 

2142 

14 

122 

242 

34/2 

34 

233 

244 

3143 

14 

133 

343 

r) 


Hier  vornien  de  gproepen  (a)  en  (/?)  samen  de  notatie 
Toor  de  ISg  van  tabel  (XXIII)  met  de  cf.  driehoeken  -4',  ff, 
C  ly  terwgl  {a)  en  (/)  eene  I83  van  dezelfde  soort  met 
de*  cf.'  drielioeken  A'\  ff\  C",  2?"  en  (/?)  met  (y)  eene 
(I84,  2*3)  voorstellen. 

>De  punten  ik  en  ihk  bepalen  met  de  Ignen  jikj  en 
>ijlkl  eeno  I83  met  4  cf.  driehoeken,  welke  gelgksoortig 
»i8  met  d(j  I83,  welke  dezelfde  punten  met  de  Ignen  jijk 
>en  iilkl  vormen.  Samen  behooren  deze  beide  cf.  tot  eene 
>118b,  3O3),  waaruit,  na  afzondering  der  hoofdzeszgde  met 
#de  lijnen  i;/*!,  eene  (184,243)  ontstaat". 


(81  ) 

13.  De  beide  harmonische  groepen  12,  12/3;  18,23  en 
34,  34/2 ;  24,23  hebben  het  punt  23  gemeen :  de  l^n,  welke 
12/3  met  84/2  verbindt,  gaat  dus  door  het  sngpont  der 
diagonalen  (12,34)  en  (13,24)  dat  ik  door  1213  zal  aan- 
duiden. Door  hetzelfde  punt  gaan  dan  de  Iflnen  (12/4,  34/1), 
(24/1,  13/4),  (24/3, 13/2),  (14/2, 14/3)  en  (23/1,23/4). 

>De  12  punten  ijlk^  welke  elk  der  punten  eener  7^4,  har- 
^moniseh  scheiden  van  de  beide  paren,  waarmede  het  col- 
>  lineair  ligt,  bepalen  18  Ignen,  die  6  aan  6  door  de  3 
>diagonaaIpunten  van  n^  gaan." 

Deze  18  l^nen  kunnen  gerangschikt  worden  in  3  zes- 
tallen, zoodat  elk  zestal  12  punten  ijjk  bevat. 


1213 

14,'2 

14/3 

1213 

12/3 

34/2 

1213 

13/2 

24/3 

1213 

23/1 

23/4 

1213 

12/4 

34i 

1213 

13/4 

24/1 

1214 

13/2 

13/4 

1214 

14/2 

23/4 

1214 

12(3 

34/1 

1214 

42/1 

24/3 

1214 

14/3 

23/1 

1214 

12/4 

34/2 

1314 

12/3 

12/4 

1314 

13/2 

24>1 

1314 

14/2 

23/1 

1314 

34/1 

34/2 

1314 

134 

24/3 

1314 

14/3 

23/4 

•      •      • 
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De  eerste  zes  dezer  l^nen  vormen  de  hoofdzesz^'de,  welke 
de  drie  cf.  I83  der  §§  10,  11,  12  gemeen  hebben.  Uit 
tabel  (XXVII)  volgt,  dat  de  driehoeken  -4,  S,  C,  i?  en 
A\  ffj  C,  D\  (tab.  XXI  en  XXIV)  twee  aan  twee  perspectief 
liggen  ten  opzichte  van  1213,  1214,  1314  als  centra. 

De  harmonische  groepen  24/1,  24;  14, 12  en  24/3,  24;  23, 
34  worden  achtereenvolgens  uit  de  punten  34  en  12  op  de 
lignen  23/14  en  14/23  geprojecteerd  in  de  harmonische  groepen, 
233,23;  14/3, 1213  en  141, 14;  23/1, 1213;  daar  deze  het  punt 

1213  gemeen  hebben,  komen  de  lijnen  (141,238)  (14,  23) 

en  (14/3,  -3/1)  in  een  punt  samen,  d.  w.  z.  de  1^'n  (141,  233) 
gaat  door  1214.  De  punten  ikk  worden  dus  paarsgewijze 
Terbonden  door  18  Ignen,  die  6  aan  6  door  de  diagonaal 
punten  van  n^  gaan ;  zes  dier  l^nen  behooren  weder  tot  de 
bovengenoemde  hoofdzesz^'de  (tabel  XXVI,  a)\  de  overige 
12  Ignen  zgn 
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1213 

131 

244 

1213 

121 

344 

1213 

133 

242 

1213 

122 

343 

1214 

121 

343 

1214 

141 

233 

1214 

122 

344 

1214 

144 

232 

1314 

141 

232 

1314 

131 

242 

1314 

144 

233 

1314 

133 

244 

1 
1 

Elke  desser  beide  zestallen  van  Ignen  be?at  blgkbaar 
ponten    ikk.    De    18    zooeven    gevonden   l^nen  dragen 
hoekpunten  der  driehoeken  A\  ff\  C\  U\  (tab.  XXV.) 
dat  deze   2  aan  2  de  diagonaalponten  van  774  tot 
viteitacentra  hebben. 

4rDe  driehoeken  A^B^C^D  liggen  paarsgew^ze 
#ten    opzichte    van    een   der  punten  en  tevens  ten  opa 
4^van  een  der  diagonaalpunten  van  n^.  Hetzelfde  geldt  v( 
A\  B\  C,  U  en  voor  A\  B'\  C",  2?"." 


Paren. 


Tabd  der  9  p&rspectiviteiUcentra. 


Paren. 


Paren. 


Gentra. 


A 

B 

A' 

B' 

A" 

B" 

12 

1314 

A 

C 

A' 

0 

A" 

C" 

13 

1214 

A 

D 

A' 

n 

A" 

LT 

14 

1213 

B 

C 

B 

C 

B" 

C' 

23 

1213 

B 

D 

B 

U 

ff' 

U' 

24 

1214 

C 

D 

C 

U 

C' 

D" 

1 

1 

34 

f 

1314 

..(xiixi 


Hierbg  valt  op  te  merken,  dat  12  niet  het  gemeenschap-! 
pelgke  perspectiviteitscentrum  van  -4,  A\  A  of  van  i/,  Ef^  ET 
is.  De  tabellen  (XXIlIj  en  (XXVI)  bewgzen,  dat  de  hoek<^ 
punten  van  A^A\A^  rusten  op  de  drie  in  121314  samen^ 
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imende  Ignen  12/34,  13/24,  14/23,  terwgl  hunne  homo- 
B^  zgden  drie  aan  drie  met  de  panten  23,  34^  24  incident 
|n,  zoodat  de  z^de  234  Tan  n^  hunne  gemeenschappelgke 
llineatieas  is. 


Drietallen. 

A  A' 
B  I  S' 
C        C 


Centra.        ABsen.     Snijp.  hom.  z. 


D 


if 


A" 
B" 
C' 
D" 


121314 

234 

23 

34 

24 

212324 

134 

13 

34 

14 

313234 

124 

12 

24 

14 

414243 

123 

12 

23 

13 

...(XXX) 


De  hoekpunten  en  zgden  der  driehoeken  -4,  ^', -4"  vormen 
net  de  sn^punten  23,  34,  24  hunner  homologe  z^den  en  de 
oerspectiviteitsstralen  12/34,  13/24,  14/23  eene  I23. 

♦  Wanneer  drie  driehoeken  ai  Jj  c^,  og  62  ^2»  ^3  ^8  ^s  ^^^" 
danig  in  een  driestraal  A^  B^  C  beschreven  z^n,  dat  de 
»zyden  Al  A^  A^  in  een  punt  a,  de  z^den  B^  i^2  -^3  ^^  ^^^ 
>punt  6  en  de  zgden  C^  C^  C3  in  een  punt  c  samenkomen, 
idan  behooren  de  genoemde  12  punten  en  12  l^nen  tot 
»eene  I23,  waar  a,*6,  c  elk  in  6,  de  overige  punten  eik  in 
»5  cf.-driehoeken  voorkomen". 

De  cf.  is  met  zichzelf  reciprook;  z^  geeft  aanleiding  tot 
de  volgende  tabel: 


d 

A 

tf| 

0% 

«« 

B 

hl 

ht 

h 

C 

Cl 

^2 

Cz 

A 

a 

*. 

Cl 

Bx 

b 

Cl 

a 

Cl 

e 

tfi 

bi 

A 

a 

*, 

Ct 

B, 

b 

c% 

«2 

Ct 

e 

«2 

^2 

1 
t 

a 

1 

h 

^z 

B, 

b 

c% 

H 

0, 

c 

^ 

*. 

...(XXXI) 


14.  Eene  n^  wordt  gevormd  door  twee  perspectief  ge- 
legen driehoeken  (13,  14, 15)  en  (23,  24,  25)  met  hun  cen- 
trum 12  en  as  345^(34,45,35).  Van  de  eveneens  ten 
opzichte  van  12  perspectief  gelegen  driehoeken  (13,  J5,  24) 
en  (23,  25,  14)   gaat  de  as  door  het  punt  35  en  bevat  de 
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Bngpunten  der  homologe  zgden  (13,  24)  en  (14,  23), 
(15,  24)  en  (14,  25);  ik  zal  deze  as  door  het teeken35/ïï 
voorstellen.  Nu  kan  n^  ook  beschouwd  worden  als  het 
samenstel  van  twee  t.  o.  v.  14  perspectief  geplaatste  drie- 
hoeken met  hunne  door  35  loopende  as;  35  zal  dus  ook 
incident  z^n  met  de  lijn  35/14,  die  het  sn^punt  der  cl 
diagonalen  (ló,:i4)  en  (12,34)  benevens  het  sngpunt  vaa 
(15,24)   met  (12,45)  bevat;  eindelijk  behoort  35  nog  tot  de 

Ign  35/24  met  de  sn^punten  (Ï2;34 ;  Ï4;23)  en  (ÏM5  ;  14^}. 
»De    15    diagonaalpunten    der  5  tot  eene  n^  behoorendfr 

» volledige  vierzgden  li^en  paarsgewgze  in  30  Ignen  ijikl, 
» welke  drie  aan  drie  door  de  punten  van  775  gaan  en  vier 
>aan  vier  in  die  diagonaalpunten  samenkomen*'. 

Door   elk   punt  ik  van   n^  gaan  de  Ignen  ikjlm,  ik^ln 

en  »it,mn,   door   elk    diagonaalpunt  (ik^lm;  imjk)  de  1^' 

nen  jijkm^  jk^Hn  jl^km  en  jm,iL 

fn\  /n-2\ 

In  eene  7r«  behoort  elk  punt  t  ifc  totl     ]  cf.  n^  en  tot  I     2    1 

lijnen  tf  k/l  m,  waar  /  en  m  alle  getallen  van  1  tot  n,  (t  en  k 
uitgezonderd)  kunnen  voorstellen.  De  3  1  diagonaalpun* 

ten  der   [  a]  tot  Tin  behoorende  n^  liggen  dus  paarsgew^ 

in  [  2  )  (     2     '  ^^  ^l  4  1  ^Ö*^®^   *  ^'^ '"'    ^^®  ^"    viertallen 

met  de  diagonaalpunten  incident  zijn. 

/n--2\ 
Elk  punt  t  k  van  tTj,  komt  voor  in  i      2     )  ^^-  "^4*  ^^  ^^^ 

met  2(21  ^9^^^  ^  ^, '  incident,  die  elk  twee  punten  t  ki 
dragen.  Daar  verder  elke  Ign  van  .t»  tot  (n — 3)  cf.  n^  be- 
hoort, gaan  door  elk  der    31  ^  ]  punten  ikH  2(n — 3)  l^nen 

Tr(§  10). 

Verder    is    (§  13)    elk  diagonaalpunt  eener  tot  71»  behco- 
vende  n^  met  4  l^nen  incident,  welke  elk  twee  punten  t  kjl 


(  35) 

beTatten.  (De  eerste  zes  I^nen  van  tabel  (XXVII)  bleven 
lüer  buiten  beschouwing,  omdat  zg  elk  vier  punten,  n.1. 
k)k  een  punt  i  i,  dragen).  Elk  punt  i  kjl  bevat  daarentegen 
l(n — 3)  door  diagonaalpun ten  getrokken  lynen. 

»In  eene  n»  gaan  door  elk  punt  ik  Sl     2    )   lijnen,  die 

idk  2  punten  ikjl  of  2  diagonaalpunten  (li, /m;  tm,  Ik) 

ftberatten;  door  elk  punt  ik/l  (4n  — 3)  lijnen,  elk  éénpunt 

Hk  met    een    tweede  punt  ikfl^  of  een  diagonaalpunt  met 

Hm   tweede    punt   ik/l   dragende;    door  elk  diagonaalpant 

»8  l^nen,    die  elk  een  tweede  diagonaalpunt  met  een  punt 

iti,   of  twee    punten  ikjl  bevatten.     Daar  uu  de  getallen 

3 
>-(n — 2)  (n — 3),  4(n — 3)   en   8   voor  geen   waarde  van  n 

fteven  groot  zgn,  is  het  niet  mogelgk  uit  de  genoemde 
ipunten  en  l^nen  eene  cf.  samen  te  stellen." 

15.  Door  elk  diagonaalpunt  d  eener  tot  n^  behoorende 
i4  gaan  4  l^nen,  die  elk  nog  2  punten  i  k/l  bevatten,  ter- 

iql  elk  der  punten  ikjl,  omdat  de  l^n  ikl  tot  tv/ee  cf. 
ïï^  behoort,  met  4  Ignen  incident  is,  die  een  tweede  punt 
ii-l  benevens  een  diagonaalpunt  dragen. 

»De  30  punten,  welke  de  punten  eener  n^  harmonisch 
» scheiden  van  de  met  hen  collineair  gelegen  cf.  punten  en 
>de  15  diagonaalpunten  d  der  5  in  n^  begrepen  cf.  tt^ 
ivormen  met  60  niet  tot  n^  behoorende  Ignen  eene  (464,,  6O3), 
«waarvoor  de  30  Ignen  ikllm  van  5  in  de  5  cf.  I83  be- 
ygrcpen  hcofdzeszgden  driepuntige  diagonalen  z^n,  die  elk 
>een  pant  van  n^  dragen;  worden  deze  30  Ignen  in  de  cf. 
'Opgenomen,  dan  ontstaat  eene  (45q,  9O3).'' 

In  de  bedoelde  (454.  6O3)  is  het  punt  (12,34;  13,24)  in 
2  volledige  vierz^den  het  overstaande  hoekpunt  der  punten 
(1234;  14,23)  en  (13,24;  14,23);  daar  de  beide  laatstge- 
noemde  punten  overstaande  hoekpunten  eener  mede  tot  de 
cf.  behoorende  vierzgde  z^n,  vormen  de  drie  genoemde  dia- 
gonaalpunten eene  gesloten  groep.  Geheel  op  dezelfde  wijze 
blgkt,  dat  de  punten    12/3,    12(4   en  12/5,  twee  aan  twcQ 
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12/45 

23/56 

34/16 

15/42 

23/56 

13/46; 

14/25 

12/45 

35/26 

13/46 

15/42 

35/26 

34/16 

14/25 

12/45 

35/16 

23/46 

15/42 

13/26 

34/561 

14/25 

12/45 

13/56 

34/26  i 

1 
1 

15/42 

16/23 

35/46 

1 

14/25 

«genomen,  oyerstaande  hoekpunten  van  3  in  de  cf.  begrepcft 
vierzijden  z^n.  De  45  cf.  punten  yormen  dns  15  ondeiËiif  j 
gelgk  waardige  drietallen.  Dezelfde  eigenschap  heb  ik  opgQp 
merkt  b^  de  (^54,  6O3),  welke  uit  de  45  nevenhoekpunteii! 
Tan  een  in  eene  kegelsnede  beschreven  zeshoek  en  de  60.^ 
Pascallijnen  is  samen  iresteld.  Worden  de  hoekpunten  door- 
1,  2,  3,  4,  5,  (),  de  zijlen  door  t  A  (i  =  1  tot  6,  i  =  2  tot  6)» 
de  nevenhoekpunten  door  12/45  enz.  voorgesteld,  dan  bevat 
deze  cf.  o.  m.  de  volgende  Ignen. 

I 
35/16  j  34/26 

13^ '23/16 

i3l2S  35/46 

16^   34/36 

Uit  deze  tabel  bl^'kt,  dat  12/45,  14/25  en  15/42  een  ge- 
sloten groep  vormen  op  dezelfde  w^ze  als  b.  v.  de  puntoi 
12/3,  12/4,  12/5  der  eerst  genoemde  (45^,  6O3);  de  beide 
cf.  zgn  dus  gelyksoortig ;  in  elk  van  hen  komt  elk  punt 
in  twee  vierzijden,  elke  lijn  in  eene  vierzijJe  voor.  In  een 
opzicht  is  de  cf.  der  Pascallynen  van  meer  bizonderen  aard; 
zg  bezit  in  de  15  lijnen  t^  evenzoovele  zespuntige  diago- 
nalen, terwijl  de  andere  cf.  30  driepuutige  diagonalen  telt*). 

16.  De  boven  besproken  (464,  6O3)  geeft  aanleiding  tot 
nieuwe  cf.,  wanneer  de  45  diagonaalpunten  der  15  in  haar 
begrepen  714  en  de  1 80  punten  A,  welke  de  cf.  punten  van 
de    met    hen    collineair   gelegen  paren  van  cf.  punten  har- 


*)  De  60  Pascallijnen  vormen  met  de  60  Kirkmanpunten  6  cf.  «j  (de 
stelsels  n  van  Veronese);  door  toevoeging  van  de  20  Steinerpnnten  wor- 
den deze  6  cf.  vereenigd  tot  eene  (SO^  6<'^),  door  toevoeging  van  de  30 
Cayley  lijnen  daarentegen  tot  eene  (6O4,  80,),  door  toevoeging  van  de 
Steinerpunten  en  de  Caylevlijnen  ontstaat  dus  eene  80^.  Eene  volledige 
opgave  der  litteratuur  over  dit  onderwerp  en  eene  gemakkelijke  notatie 
viüdi  men  in  #The  Pascal  hexagram"  by  Miss  Ch&istins  Ladd  (Jmer. 
J.  0/  Maik.  Vol.  U,  1,  1879). 
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Ionisch  scheiden,  in  de  beschoawing  worden  opgenomen. 
)oor  elk  cf.  pont  gaan  dan  vier  Ignen,  die  elk  twee  punten 
■y  beratten,  n.1.  twee  voor  elke  tt^,  waarin  dat  cf.  punt 
oorkomt;  door  elk  diagonaalpunt  d  gaan  vier  lynen,  elk 
Qet  twee  punten  A;  door  elk  punt  h  vier  lijnen,  welke  elk 
len  tweede  punt  h  met  een  cf.  punt  of  een  diagonaalpunt 
i  dragen. 

»De  Pascalcf.  (454,  60jj)  levert  eene  door  hare  45  cf. 
» punten,  hare  180  punten  h  en  hare  45  punten  d  met  360 
>niet  tot  de  cf.  behoorende  l^nen  gevormde  (27O4,  36O3), 
» welke  60  zespuntige  diagonalen  (de  Ignen  der  (45^,  60s)) 
»6n  90  vierpuntige  diagonalen  (de  lynen  der  15  tot  de  15 
»cf.  7^4  behoorende  hoofdzeszgden  ijjkl)  bezit**. 

Blgkbaar  wordt  eene  (2704^  36O3)  van  dezelfde  soort  be- 
paald door  de  15  X  12  tot  de  15  cf.  7^4  behoorende  punten 
iki  (§  11)  met  de  45  diagonaalpunten  c2,  de  45  cf.  punten, 
de  15  X  12  Ignen  ikli  (§  12)  en  de  15  X  12  Ignen  van 
tabel  (XXVni). 

De  beschouwingen  van  deze  §  gelden  voor  alle  cf .  waarin 
elk  punt  tot  twee,  elke  l^n  tot  eene  n^  behoort.  Zoo  vindt 
men  uit  de  (I24,  I63)  JS,  welke  ik  in  myn  opstel  »Over 
vlakke  cf."  heb  beschreven,  eene  ait  12  cf.  punten,  4  X  3 
diagonaalpunten  en  48  punten  h  samengestelde  (724,  963) 
en  eene  daarmede  gel^ksoortige  cf.,  waarin  de  48  punten 
l  door  48  punten  i  kk  zijn  vervangen. 

In  de  (I24,  I63)  A,  welke  in  hetzelfde  opstel  voorkomt, 
behoort  elk  punt  tot  6,  elke  Ign  tot  3,  elk  diagonaalpunt 
(ak  sngpunt  van  3  cf.  diagonalen)  tot  3  vierzgden^  zoodat 
kier  op  dergeligke  wgze  eene  nieuwe  cf.  kan  worden 
samengesteld. 

>De  12  cf.  punten  en  48  punten  h  eener  (I24,  I63)  A 
>en  de  12  punten  der  geassocieerde  cf.  behooren  tot  eene 
>(72i2, 2883)  met  16  zespuntige  en  72  vierpuntige  diago- 
>nalen;  elke  der  laatste  bevat  een  punt  der  oorspronkelijke 
>cf.,  een  punt  der  geassocieerde  cf.  en  twee  punten  A.** 
üit  het  in  de  §§  15  en  16  behandelde  volgt  algemeen: 

>  Behoort  elke  Ign  eener  ( ( — j,  2^3  )  tot  twee  vierzgden, 


{(Ï);S 
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>dan  ▼ormen  de  3^  diagonaalpünten  der  q  in  liaar  begiepca 
ivierzgden  met  de  6^  ponten  A  en  12q  nieuwe  Ignenecot 
*(^94«  l^?s)i  welke  uit  3;  vierzgden  zoodanig  is  samenge- 
«steld,  dat  elk  cf.  punt  tot  twee,  elke  cf.  Ign  tot  eeiie 
» dezer  vierzgden  behoort.  De  9^  punten  der  nieuwe  et, 
«hare  36^  ponten  h  en  hare  9^  diagonaalpünten,  bepalen 
»met  72q  nieuwe  Ignen  eene  (54^4,72^3)/' 
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VBRHA.NDBLING   VAN    Dr,    J.   DE  YBIES. 

//OVER  EENE  GROEP  VAN  REGELMATIGE  VLAKKE 

CONFIGURATIES". 


DOOB 


D.  BIERENS  DE   HAAN    en   F.  J.  VAN    DEN    BERG, 


(Uitgebracht  in  de  Vergadeiing  yan  24  November  1888). 


Nog  is  ons  opgedragen  over  de  bovenstaande  verhande- 
ling van  denzelfden  sehrgver  rappoi't  uif  te  brengen;  en 
daaromtrent  gelden  dezelfde  opmerkingen,  die  b^  het  voor- 
gaande rapport  gemaakt  zijn. 

De  in  de  vorige  verhandeling  behandelde  Polyedrale  con- 
figoiatien  zoowel  als  die,  welke  de  tweede  ondergeteekende 
(tak  ben  Bebg)  afleidde  bg  de  graphische  oplossing  van 
een  stelsel  lineaire    vergelgkingen,   behooren   tot   de   conf. 

j(p  +  ?\    /P  +  ?\       \.   ^g^g  ontstaat  bij  p  volledige  y- 

Wken,  die  paarsgewgze  ten  opzichte  van  een  bepaald  punt 
perspectivisch  gelegen  zijn. 

Schrgver  wil  vooreerst  bewgzen,  dat  deze  conf.  eene 
regelmatige  is.  Hg  neemt  drie  driehoeken,  die  op  drie  in 
één  pont  zamenkomende  rechten,  een  driestraal,  rusten,  en 
Tindt  dat  de  drie  collineatie-assen  in  één  punt  zamenkomen, 
en  dos  tot  de  conf.  (2O3,  15^)  aanleiding  geveui  die  nu  re- 


(40  ) 

I 

gelmatig  is.  Voor  het  sngpant  yan  drie  rechten  der  confign- ' 
ratie  het  punt  j  m  n,  en  Toor  het  snypunt  der  drie  bgbehoo* 
rende  colÜDeatie-assen  het  pant  ikl  nemende,  noemt  hij  desB; 
geassocieerde  punteti^  in  overeenstemming  met  de  >  geassocieerde, 
lynen"  der  polyedrale  coDf.  (IS^,  2O3),  die  met  de  Torige 
reciprook  verwant  is. 

In  een  vierstraal,  waarin  drie  volledige  vierhoeken  zgn 
beschreven,  noemt  schrgver  het  middelpimt  complementair 
met  de  lyn,  die  de  vier  geassocieerde  punten  van  dit  mid- 
delpunt in  vier  conf.  (2O3,  15^)  blykt  te  bevatten.  Die 
complementaire  Ign  voltooit  de  gegeven  figuur  met  de  con£ 
(2O3,  164)  tot  eene  conf.  35^,  en  wordt  hier  door  ci  aan- 
geduid. 

Deze  conf.  364  is  regelmatig:  zy  ontstaat  ook  bg  drie 
volledige  vierzyden,  die  ten  opzichte  van  vier  coUineaire 
punten  in  lineale  ligging  zyn ;  dat  is,  waarby  de  n  snijpun- 
ten van  homologe  zyden  op  ééne  rechte  lyn  liggen. 

In  een  vyfstraal,  waarop  drie  volledige  vyfhoeken  msten, 
komt  schry  ver  op  eene  regelmatige  conf.  (565,  TO^),  die  ook 
ontstaat  uit  vier  volledige  vierzyden,  die  lineaal  gelegen  zyi 
ten  opzichte  van  vier  coUineaire  punten.  Hare  lynen  kcui- 
nen  in  35  tweetallen  worden  verdeeld,  die  geassocieerde  for 
ren  der  tweede  orde  worden  genoemd,  en  door  o^  worden 
aangeduid. 

Wordt  by  den  vierstraal  het  centrum  door  vier  letters 
aangeduid,  en  draagt  hy  vier  volledige  vierhoeken,  dan  ver- 
krygt  men,  door  zamenvoeging  van  vier  in  de  figuur  begre- 
pen conf.  354,  eene  conf.  (7O4,  565),  die  met  de  voorgaande 
reciprook  verwant  is.  Vier  vyfhoeken,  beschreven  in  e«ii 
vyfstraal,  geven  aanleiding  tot  vijf  conf.  (7O4,  SGg).  De 
vijf  punten  o^,  die  in  deze  vyf  conf.  by  het  middelpimt 
daarvan  behooren,  liggen  in  eene  rechte,  die  de  complemen' 
taire  lijn  der  tweede  orde  wordt  genoemd,  en  door  c^  aange- 
geven wordt;  zy  vult  de  genoemde  conf.  aan  tot  een  conf. 
I2G5;  deze  is  regelmatig,  elk  punt  kan  dus  weder  als 
centrum  worden  beschouwd. 

Het  voorgaande  wettigt  het  vermoeden,  dat  ook  {p  —  1) 
|7-hoeKen,  die  twee  aan  twee  perspectivisch  gelegen  zgnten 
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ipnchte   Taa    een   door   {p  —  1)   letters   voorgesteld  punt, 

anieiding  geven  tot  eene  regelmatige  conf.  (  \  ;  deze 

\      P      Ip 

oude  dan  {^^  ^  3)  (,  |  o)  P-^nten  a,  en  (^.  "  ^)  ( .  ^  ^ 

gnen  ci  bevatten  voor  f  =  l,2,3...]9  —  3;  waarvan  elke 
|n  C]  incident  is  met  (t  -f-  3)  punten  a^.  Deze  stelling 
rordt  door  schrgver  bewezen,  en  daaruit  verder  afgeleid, 
lat,  wanneer  men  p  volledige  <7-faoeken  in  een  ^-straal  be- 

lehr^ft,  deze  aanleiding  geven  tot     1  ]  ,  ^  )        ] , 

iene  regelmatige  configuratie. 

Scbr^ver  gaat  terug  tot  de  vroeger  behandelde  regelma- 
tige conf.  35^.  Deze  bevat  groepen  van  zeven  gescheiden 
puiten,  die  nu  neven-zeven-hoeken  vormen,  in  tegenstelling 
met  de  » hoofd- veel-hoeken"  die  wg  in  het  vorige  opstel 
leerden  kennen.  De  complementaire  Ignen  van  zeven  ge- 
leheiden  punten  leveren  ook  eene  neven-zeven-zijde.  Zondert 
ken  zeven  gescheiden  punten  en  hunne  complementaire  Ignen 
uit  de  conf.  35^  af,  dan  ontstaat  er  eene  283,  die  nu  echter 
noch  conf.  driehoeken  bevat,  noch  als  de  conf.  (92,  63)  A  sa- 
mengesteld is  uit  twee  drietallen  van  onderling  gescheiden 
l^nen,  welke  laatste  door  de  letter  A  zal  worden  voorgesteld. 

In  de  conf.f  j     4       '  l  1 )   |  ^^'°^®^  alleen  voor  m  =  6  A+ 1 

en  m  =  6  i  +  3,    de  Ignen,  die   in  — •  m  (m  —  1)  onderling 

o 

gescheiden  punten  samenkomen,  met  de  overige  conf.  pun- 
ten eene  conf.    f  —  m  (m  — 1)  (w  —  3  )  ,  die  geene  conf.  drie- 

\6  /3 

hoeken,  en  evenmin  figuren  (A)  bevat.  De  overige  Ignen  van 
de  ooTspronkelgke  conf.  vormen  met  dezelfde  punten  eene  conf. 

(-m(tn— 1)  (m  — 8)«-6,^w(»»  — 1)(»*  — 3)(w  — 6)4J. 

Opdat  onze  conf.  ( l  «  j  M  a  )  1  ^^^^^  veel-z^den  kunne 
beratten,    moet    m  van  den  vorm  6£-{-2  of  6£-|*^  zgn ; 
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alsdan  bestaan  die  hoofd-veel-zgden  nit  -  [     j  Ignen.  Worit| 
nn  znik  een  groep  weggenomen,  dan  verkrggt  men  eene 

1(3)^^'  ^^T~  (3  )4)'  '^**™  ^  ^''''^  *^*  ^  '2"  1 

conf.   driehoeken   behoort;   terw^I   er    in  de  ooispronkc 

conf.  Toor  elk  pnnt  3   1  j  conf.  driehoeken  be?at  zi 

Voor  enkele,  bepaalde  waarden  yan  m  zal  deze  laatste] 
conf.  een  neyen-veel-hoek  bezitten ;  het  w^nemen  van  desa] 
geeft  tot  eene  splitsing  der  conf.  aanleiding.  Derhal?e 
de  conf.  (564)  —  die  uit  de  conf.  (565,  70^)  ontstaan  itJ 
door  het  wegnemen  eener  hoofd-veertien^z^de  —  neyen-adit«| 
hoeken;  laat  men  een  daarvan  w^,  zoo  valt  de  coni  uit*] 
een  in  twee  andere  {AS^i  323)  en  (48£,  24^).  Evenzoo 
vat  de  conf.  (120^,  I8O4)  —  ontstaan  uit  de  weglating  yanj 
eene  hoofd-dertig-zgde  uit  de  conf.  (I2O7,  2IO4)  —  nevoK 
twaalf-hoeken;  laat  men  daarvan  eene  weg,  zoo  valt  do] 
conf.  uiteen  in  de  conf.  (lOSg,  723)  en  de  conf.  (IO84). 

De  vroeger  verkregen  configuratie 

f|m(m-l)(m— 3)«.6,-^m(m  — l)(m-3)(m-6)4| 

kan  eene  configuratie 

(^  fn(m-l)(m-3)«.7,-^«»(m-l)(m  — 3)(m-7)4j 

leveren     door    de    afscheiding    van    m  (m  — - 1)  (m  — 1) 

24 

gescheiden  Ignen. 
De  configuratie 

bevat  de  configuratie 

die  samengesteld  is  uit  de  hoekpunten  van  |  j  (p^^)- 
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[p  +  1\ 
loeken,  die  drie  aan  drie  op  t  ]{p  — l)-stralen  rusteiif 

lp  +  1\ 
n  dt  hunne  I  1  collineatie-centra  en  hunne  coUinea^ 

ie-stralen;  worden  die  centra  weggenomen,  dan  valt  de  conf. 

riteen   in  (p  —  1)  polyedrale  conf.  f  {     ^    )       >  f     o    )   )• 

En  ten  slotte  nog  algemeener.  De  configuratie 


(U.U,-(:).) 


kan    door    (n  —  1)    volledige   (m  —  n  +  l)-hoeken  bepaald 
irorden,    die    in    een    («»  —  n  -}-  1  )-straal  beschreven  wor- 

èen.  Zoodra  m  —  n  even  en  (         ^  |  door  m  —  n  deelbaar 


(«-.) 


■[(:-?)="]- 


18,  levert  zij,  na  afscheiding  van  eene   hoofd 
«gde,  eene  conf.  {  ^  |       ,    ^     1  • 

\\n—l]^^n  n        \n— l/n/ 

Wanneer  m  —  n  oneven  is,  en   f  ]  door  m  enn — 1 

\n  —  2/ 

dedbaar  is,  bezit  zg  neven- veel-hoeken ;  wordt  er  zulk  eene 
afgescheideui  dan  wordt  zy  gesplitst  in  de  twee  configuratiën 

lm  —  n  +  1  /      ♦'^  \\ 

\     tn  -  1       \n  -  2/  /«.i 
en 

lm  —  n+  1  ƒ     m\  m  —  2n-f-2  /m\  \ 

\m^n+2  \n—llm^2n^l     m  —  n  +  2    \nj J 

Voor  elke  even  waarde  van  m  —  n  levert  zg  configuratiën 
van  den  vorm 

//H«»  +  '»  — 2)\  m~n+2/i(m  +  n-2)\   \ 

n       n-1         ji(.^«4.2;        2        \         n-1       If 

dke  daarvan  valt  na  afscheiding  yan  f    ^  M  mid- 
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delponten  der   daarbg  Toorkomende  \{m  —  n  -^  2)-«lzalen, , 

uiteen  in  ^  (m  —  n  -{-  2)  configuratiên  I 

i 

//Hm  +  n-.2)\  j^(m+n-2)\       \         \ 

\\        n  —  2        /^(«-., 4-2)'  \        n  —  l        /,.i/  ' 

deze  qjn  gelgksoortig  met  de  oorspronkelgke  configuratie 

((«-i)^+.'(DJ- 

Ook  de  plaatsing  yan  deze  verhandeling  in  uwe  werken 
durren  uwe  Rapporteurs,  wegens  hare  belangrgkheid,  zoo* 
wel  wat  uitkomsten  als  wat  methode  aangaat,  gemstel^k 
aanraden. 

Leiden  en  Hüvereum, 

November  1888.  D.  BIERENS  DE  HAAN. 

F.  J.  VAN  DEN  BERG. 


OVER  EENE  GROEP  VAN  REGELMATIGE 
YLAKKE  CONFIGURATIES, 


DOOR 


JAN    DE    YBIES 


In  een  kort  opstel  /rUeber  eine  Gattung  von  Gonfigura- 
tionen'**)  toonde  EIantob  aan,  dat  p  paarsgewigze  ten  op- 
ficbte  van  een  zelfde  punt  perspectief  gelegen  volledige  ^-hoe- 
ken aanleiding  geren  tot  eene  *if •  ( (      //     )  '  ( a 1 )         )• 

Onlangs  heeft  Prof.  van  den  BEROf)  bewezen,  dat  de 
graphische  oplossing  van  een  stelsel  van  lineaire  vergelijkingen 
tot  configuraties  leidt,  die  tot  de  door  Kantor  ontdekte 
groep  behooren. 

In  de  volgende  bladz^den  zal  ik  aantoonen,  dat  Kantor's 
ef.  regelmatig  zijn  en  eigen  Hchappen  bezitten  overeenkomende 
met  die  der  vlakke  polyedrale  cf.  §),  welke  mede  tot  de 
bedoelde  groep  moeten  gerekend  worden. 

1.  Drie  driehoeken  niet  de  hoekpunten  (124,  125,  126), 
(134,  135,  136),   (234,  235,  236),  welke   op    drie  in   een 


*)  SUx,  her.  d.  Wiener  Akud,  Bd.  80. 

t)  '  Over  de  graphische  oplossing  van  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen" 
{Ferü.  en  Med,  3de  reeks,  Deel  IV,  bl.  196)  en  #De  constructiefigaur 
foor  de  oplossing  van  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen,  beschouwd  als 
canfigoratie"  {FersL  en  Med.  3de  reeks.  Deel  V,  bl.  267). 

\)  Zie  mijn  opstel  irOver  vlakke  polyedrale  configuraties"  (rerj/.^»  A/ed. 
3de  reeb.  Deel  YI  bl.  8). 
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pant  123  samenkomende  recliten  1234,  1235,  1236  rosia, 
bepalen  drie  coUineatieassen  t456  (t=  1,2,3)  met  desnf-' 
pnnten    1 45,    t56,    1 46    der   paren    van   homologe 
(^4,  til5]en(tU,  ili),{ik5,  ik6)en(il5,  il6),{it4,it 
en  (il4,  ilQ).    Na  is  124  het  sngpunt  van  (145,  245) 
(146,  246),  234  van  (245,  345)  met  (246,  346),  134  vaal 
(345,  145)  met  (346,  146):  de  Ign  1234,  welke  124,  234; 
en    134    draagt,    is    dus    de    collineatieas    der    driehoekoi: 
(145,  245,  345)  en  (146,  246,  346)  zoodat  delgnen  1456, 
2456,  3456,    die   de   homologe   hoekpunten  Tereenigen,  in 
een   punt   456   samenkomen,  dat  de  beschouwde  figuur  tot 
eene  cl  (20],  15  4)  *)  aanvult. 


1234 
1235 
1236 
1245 
1345 
2345 
1256 
1356 
2356 
1246 
1346 
2346 
1456 
2456 
3456 


123 

124 

123 

125 

123 

126 

124 

125 

134 

135 

234 

235 

125 

126 

135 

136 

235 

236 

124 

126 

134 

136 

234 

236 

145 

146 

245 

246 

345 

346 

134 


234 


135 

235 

136 

236 

145 

245 

145 

345 

245 

345 

156 

256 

156 

356 

256 

'356 

146 

246 

146 

346 

246 

346 

156 

456 

256 

456 

356 

456 

•  .  (A) 


*)  De  20  Stemerpunten  en  de  15  Flückerlijnen  ran  oenen  in  eoie 
jr  beschreven  voUedigen  «ïsboek  vonnen  iulk  eene  (20„  164),  terwijl  de 
15*  Salmonpunten  met  de  20  Cayleylijnen  tot  de  redprcie  (15,,  30J  = 
«I  yereen^d  «ijn. 
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üit  tabel  A  bl^kt,  dat  de  gevonden  (2O3,  164)  regelmatig 
zoodat  elk  punt  ikl  kan  beschouwd  worden  als  het 
gpunt  van  de  collineatieassen  behoorende  tot  drie  drie- 
leken,  waarvan  de  hoekpunten  op  drie  in  het  punt  jmn 
menkomende  l^nen  rusten ;  de  beide  punten  ikl  en  jmn 
1  ik  irgeassociéerde'^  punten  der  eerste  orde  (a^)  noemen 
i  overeenstemming  met  de  geassocieerde  l^nen  derpolye- 
»le  ef.  7^5  ^=.  (15^,  203),  *)  welke  met  de  beschouwde 
tOj,  15^)  reciprook  verwant  is. 

2.  Z^n  in  een  vierstraal  1234,  1235,  1236,  1237  met 
dddelpunt  123  drie  volledige  vierhoeken  met  de  hoekpun- 
en  t  iE;  4,  ik  5,  t  /:  O,  ikl  (i,  £  =  1,  2,  3)  beschreven,  dan  is 
23  achtereenvolgens  in  4  cf.  (2O3,  15^)  geassocieerd  met 
<e  ponten  456,  457,  467,  567.  Nu  gaan  de  zgden  der 
briehoeken  1  t  7,  2  t  7,  3  i  7,  (i  =1  4,  5,  6)  door  de  met 
1237  incidente  punten  127,  137,  237;  de  3  door  die  drie- 
loeken  bepaalde  collineatiecentra  457,  467,  567  behooren  dus 
net  de  genoemde  12  punten  tot  eene  polyedrale  (15^,  2O3) 
vaarin  de  door  457,  467  en  567  getrokken  Lijn  4567  met 
1237  is  geassocieerd  f).  In  eene  tweede  (15^,  2O3)  is  de 
lp  1236  geassocieerd  met  eene  rechte,  welke  de  punten 
156,  476  en  576  draagt:  de  vier  punten  456,  457,467,567 
tgn  derhalve  collineair. 

De  Ign  4567  vormt  nu  met  de  elementen  der  reeds  voor- 
handen figuur  eene  cf.  35^,,  welke  uit  het  centrum  123,  de 
12  hoekpunten  der  3  volledige  vierhoeken,  de  18  snijpun- 
ten van  homologe  zijden  en  de  4  met  123  geassocieerde 
ponten  bestaat,  welke  elk  incident  zyn  met  4  der  volgende 
35  Ignen:  de  4  stralen  door  123,  de  iSzgdender  4hoeken, 
de  12  collineatieassen,  welke  tot  de  12  paren  van  driehoeken 
behooren,    en    de    complementaire  Ign  4567;  elk  hoekpunt 


•)  „Over  vlakke  polyedrale  conf."  en  #IJeber  gewisse  ebene  Configora* 
lionen'*  (Ada  Math.  12  bl.  70). 

t)  Deze  notatie  der  bedoelde  (164,20,)  wordt  uit  de  in  mijn  opstel 
fOrcr  vlakke  polyedrale  cf."  gebezigde  gevonden  door  achter  elke  oom- 
Imtie  der  2de  en  3de  klasse  van  de  cijfers  1,  2,  3^  4^  5^  6  het  cijfer 
7  te  plaatsen. 
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is  n.I.  met  een  straal  en  3  zijden,  elk  homoloog  sngpnai- 
met  2  zgden  en  2  assen,  elk  met  123  geassocieerd  pmA' 
met  3  assen  en  de  Ign  4567  incident.  Daar  de  elementa 
dezer  354  door  de  combinaties  der  S^^  en  4^«  klasse  tek 
7  cgfers  worden  voorgesteld,  is  de  cf.  regelmatig,  en  Tor> 
men  hare  punten  en  Ignen  35  paren  » complementaire** 
elementen  t^  k  en  Itnnp.  Dezelfde  cf.  ontstaat  blgkbaar  nife 
3  volledige  vierz^den,  die  ten  opzichte  van  4  collineaira 
punten  in  lineale  *)  ligging  verkeeren.  f)  Het  complemen« 
taire  element  (der  eerste  orde)  van  een  punt  of  Ign  der  35^ 
zal  steeds  door  c^  worden  aangeduid. 

3.  Worden  drie  volledige  vijfhoeken  met  de  hoekpunten 
ii4,  ti5,  1*6,  t*7,  ik  8  (t,  A=  1,2,  3)  op  5  door  het 
punt  123  getrokken  lijnen  123i(i=4,  5,  6,  7,  8) 
geplaatst,  dan  is  123  in  5  cf.  35^  complementair  toteven- 
zoovele  lynen  1567,  4568,  4578,  4678,  5678,  welke  paara- 
gewyze  met  de  punten  ikl  (t\  *,  ^  =  4,  5,  6,  7,  8)  in- 
cident zgii,  en  met  hen  eene  volledige  v^fzijde  vormen.  H^ 
punt  123,  de  15  hoekpunten,  de  30  homologe  sngpanten 
en  de  10  met  123  geassocieerde  punten  z^n  nu  elk  met  5 
lynen  incident,  en  wel  elk  hoekpunt  met  een  straal  en  4 
zijden,  elk  homoloog  snijpunt  met  2  z^den  en  3  assen,  elk 
geassocieerd  punt  met  3  assen  en  2  complementaire  l^nen, 
terwgl  de  5  stralen,  de  30  zijden,  de  30  assen  en  de  5 
complementaire  l^nen  elk  4  der  voornoemde  punten  dragen. 
De  door  deze  punten  en  lijnen  gevormde  (565,  7O4),  waar- 
van de  regelmatigheid  uit  hare  notatie  volgt,  ontstaat  ook 
uit    4  ten    opzichte    van    4    collineaire  punten  lineaal  ge- 


*)  Twee  «-zijden  liggen  #lineaal/'  wanneer  de  n  snijpunten  van  orer- 
eenkomstige  zijden  op  eene  rechte  geplaatst  zijn.  (Zie  Sch&ötes,  Ueber 
das  Fünfflach  uud  8echsflach,  Cbelle  C,  bl.  238). 

f)  De  354,  welke  door  de  15  Salmonponten,  de  20  Steineipnnten,  de 
15  Plückerlijnen  en  de  20  Cayleylijnen  van  den  volledigen  Pascakeshoek 
wordt  gevormd,  is  met  de  gevonden  cf.  gelijksoortig;  zij  kan  gesplitst 
worden  in  de  boven  aangehaalde  (20,,  I54)  der  Steinerpnnten  en  Plücker- 
lijnen en  de  (15^,  20,)  der  Salmonponten  en  Cayleylijnen. 
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laatste  yierzgden.  Hare  1^'nen  kunnen  in  35  paren  ik  l m^ 
opq    gerangschikt  worden,    welke  ik  geassocieerde  paren 
er  2^^  orde  zal  noemen;  waar  het  noodig  is,  duid  ik  nopq 
jan  als  de  a^  van  ik  lm. 

4.  Draagt  de  vierstraal  12345,  12346,  12347,  12348 
net  centrum  1234  vier  volledige  vierhoeken  met  de  hoek- 
punten i*/5,  ikl6,  ikll,  ikl8  (t,  A,  Z  =  1,  2,  3,  4), 
hn  komt  1234  in  4  cf.  35^,  voor.  De  punten  1238,  1248, 
1348,  2348  zijn  resp.  met  de  zijden  1238  i,  1248  t,  1348 1, 
8o4S  t,  (»  =  5,  6,  7)  van  3  volledige  vierzijden  incident  en 
bepalen  met  deze  eene  in  de  geconstrueerde  figuur  begrepen 
85^,  waarin  de  lign  12348  complementair  is  tot  hetsngpunt 
5678  der  l^nen  15678,  25678,  35678,  45678  *),  welke 
jaist  complementair  zijn  met  het  punt  1234  in  de  4  cf. 
354,  waartoe  dit  punt  behoort.  Door  samenvoeging  van 
deze  4  cf.  ontstaat  dus  eene  figuur  met  70  punten  (1234, 
16  hoekpunten,  36  homologe  sngpunten,  16  punten  a^  en 
ket  punt  5678,  dat  ik,  in  overeenstemming  met  het  slot 
van  §  3,  het  geassocieerde  punt  a2  der  tweede  orde  van  1234 
Boem)  en  56  lynen  (4  stralen,  24  z^den,  24  assen,  4  com- 
plementaire Iflnen),  dus  eene  (70^,  565),  die  blijkbaar  reci- 
prook  verwant  is  met  de  (565,  70^)  van  §  3. 

Vier  vgf hoeken  met  de  hoekpunten  iklp^  waart,  i,Z  = 
1,  2,  3,  4  en  />  =  5,  6,  7,  8,  9,  geven  aanleiding  tot  5  cf. 
(7O4,  565"),  wanneer  zg  beschreven  zijn  in  den  vgfstraal 
1234 1  (t  =  5,  6,  7,  8,  9);  bij  1234,  het  middelpunt  van  den 
vgfetraal,  behooren  dus  5  punten  a^^  nl.  5678,  5679,  5689^ 
5789,  6789.  De  punten  1239,  1249,  1349,  2349  liggen 
op  de  zijden  1239i,  1249i,  1349i,  2349*  (f  =  5,  6,7,8) 
van  4  tot  de  figuur  behoorende  volledige  vierzgden,  waar- 
mede zg  blgkbaar  eene>  eveneens  in  de  geconstrueerde  figuur 
begrepen,  (665,  7O4)  bepalen,  en  waarin  de  punten  5679, 
5689,    5789,   6789   met   de  a^  van  12349  incident  zgnf). 


*)  De  notatie  dezer  364  wordt  gelijk  aan  de  in  §  2  gebruikte,  wanneer 
men  het  cijfer  8  weglaat. 

I)  Achtervoeging  van  eene  9  doet  de  schrijfwijze  voor  deze  cf.  uit  die 
Tan  §  3  ontstaitn. 

^USL    kM   HEDID.   AVD.   NATVUU.   Sde  BKB1L8.  DEEL    VI.  4 


(  50) 

Daar  in  eene  andere  (565,  70^)  de  punten  5678,  56 
5798,  6798  op  de  aj  van  12348  liggen,  z^n  de  5  bg  12 
behoorende  punten  a^  incident  met  eene  rechte  56789,  wi 
ik  de  complementaire  li^n  der  tweede  orde  van  liet  p 
1284  noem  en  door  het  teeken  c^  aanduid.  Zg  Tult  in 
door  samenstelling  van  de  5  cf.  (7O4,  565)  gevormde  figu 
aan  tot  eene  I265  roet  1  centrum,  20  hoekpunten,  60  hom 
loge  snijpunten,  40  punten  a^i  5  punten  o^,  benevens 
stralen,  40  zgden,  60  assen,  20  1^'nen  c^  en  1  Ign  c^.  Daar 
hare  elementen  door  de  combinaties  der  4^^  en  5^^  klas90 
van  9  getallen  voorgesteld  worden,  is  zg  r^elmatig  en  kaal 
elk  punt  als  centrum  beschouwd  worden ;  zgn  c^  wordt  dan 
aangeduid  door  de  5  cijfers,  welke  in  de  notatie  van  het' 
punt  ontbreken. 

5.  Het  voorafgaande  wettigt  het  vermoeden,  dat  {p — l)i 
ten  opzichte  van  een  door  het  teeken  1234  . .  . .  (p -1)| 
voorgesteld    p\mt    paarsgewgze  perspectief  gelegen  />-hoeken 

aanleiding  geven  tot  eenecf.  f  j    °*^M  •  ,  oY  -o) 

punten  a,  en  (f  7  2X1 +  3)  ^^^^°  ^'  ^1  =  1,  2,  3,.... 
(p — 3)),  waarbij  elke  Ign  ci  met  (*+3)  punten  ai  incident 
is;  dit  vermoeden  wordt  zekerheid,  wanneer  aangetoond 
wordt,  dat  uit  de  gemaakte  onderstelling  het  bestaan  eener 

("^  ^   '       j         volgt,    welke    bepaald    is  door  p  perspectief 
P  H  V/^H^l 
gelegen  (jE>-|-l)-hoeken. 

Worden    (p — 1)    volledige    {p  +  Ij-hoeken  paarsgewgze 

perspectief   geplaatst  ten  opzichte  van  het  punt  1234.... 

/2  ^  —  1\ 

(p— 1),    dan  is   het  laatste  in  (/>-f-l)  cf.  f  1     aan 

evenzoovele  lijnen  C;,-»  toegevoegd,  die  met  de  op  hen  ge- 
legen punten  0^-3  eene  volledige  (/?-|-l)zgde  vormen.    Zoo 

ontstaat  eene  ^     /^  j       ,f  j\   waarvan  de  Ignen   in 

_  (       ^  )  paren    kunnen    gerangschikt    worden,  zoodat  de 

2  V  />  / 


(  51  ) 

inen  van  elk  paar  samen  de  2p  tot  aanduiding  der  ele- 
menten gebezigde  getallen  bevatten,  en  als  geassocieerde 
inen  0^.2  aan  elkander  zign  toegevoegd.  Immers  de  nieuwe 

figuur  bevat  1  +  (p  -  1)  {p  +  l)  +  (^  ~^\^ '^^\  + 

die  elk  p  der  genoemde  punten  dragen  en  m(p  -{-  l)-tallen 
in  hen  samenkomen. 

Elke  lijn  dezer  cf.  kan  met  de*  p  volledige  p-zijden,  welke 
ten  opzicbte  van  haar  in  lineale  ligging  verkeeren,  tot  be- 
paling der  cf.  dienen ;  de  b^  haar  behoorende  l^n  ap^2  bevat 

/2o  —  1\ 
de    p   punten   cu  _  s  f  welke  in  evenzoo  vele  (  )   aan 

\      P     Jp 

haar  zgn  toegevoegd. 

Is    verder    123...p    het  gemeenschappel^ke  coUineatie- 

centrum  van  p  volledige  p-hoeken  met  de  hoekpunten 

t'i  t2*3--- V-l  (P  +  i) 
tit2t3...t;,-l  0>  +  2) 

*i  *2  ^  •  •  •  V— 1  (P  +  ^)  }  (*i'  *2  •  •  •  V  -1  =  1»  2,  3, .  • .  ji?) 


r        dan    geeft    de   constructie   der   punten   oi  en  l^nen  a  eene 

/2p  —  1\ 
I        figuur  waarin  123  ..../>  in  p  cf.  [  ]  complementair 

'  \      P    /P 

is  met  de  volgende  p  Ignen  Cp^z  • 


*)  Eene  handelwijze  om  dergelijke  sommaties  te  verrichten  viiidt  men 
j  in  het  boven  aangehaalde  opstel  van  Prof.  van  den  Bbkg  (^De  censtruc- 

tiefignnr  enz."  bL  278,  279). 


(  52  ) 

1.  P  +   h  P  +  2 2p 

2,  p  -\-  h  p  +  2 2p 


/>.  P  +  ï.  />  +  2, 2p 


C7'), 


Daar  de  (  )  ,  waarvan    het  bestaan  ondersteld   is, 

\      P      Jp 
ook   kan    voortgebracht   worden   door  (p  —  1)  ten  opzichte 

van  p  coUineaire  punten  lineaal  geplaatste  volledige  p-z^den, 

CP  —  1\ 
1 
P        Jp 

behooren,  welke  door  de  p  coUineaire  punten  (i'i  i^  i^  — 2  p) 
en  de  met  hen  incidente  lijnen  bepaald  is,  komen  die  p 
lijnen    c^-a    samen    in   een  punt  (p  +  1,  p  -[-  2,..  .2p),   dat 

als  Cp^i  aan  de  lijn  (123 p,  2p)  is  toegevoegd,  en  het  met 

(123....  p)    geassocieerde   punt    a^-2    kan    genoemd  worden. 
De  figuur  bevat  nu 

punten  en 

lijnen,  en  daar  elk  dezer  punten  met  p  der  lijnen,  elke  lijn 
met  (p  +  l)  punten  incident  is,  vormen  zg  eene 


\\  P/P     \P—  Op^J 


Rusten  eindelijk  de  hoekpunten 

»i  H  «3  •  •  •  V-l     P  +  ^ 

tl  1*2 13  . . .  v-l    p  +  2  _  1    o   Q  X 

yt-^  ^2  •  •  ■  *//— 1  —  1»  ^,  o  •  ,  .  pj 


• 


t'i  1*2  ï  3  .  .  .  tp— 1    2p  -}-  1 


(53) 

"^an  p  perspectief  geplaatste  {p  •{-  Ij-hoeken  op  den  {p  +  l)' 
straal     123 pi    {i=p  +  l,    p+  2,...  2p+  1),  dan 

ia   het  centrum  123...  pm{p  +  1)  ^H[^  \     ^^       ) 

toegevoegd  aan  {p  -|-  1)  punten  ap^z*  dl  !•  ^i»  ^21  ^3  . . .  i;j 
^Xr,-  =  ^,p  +  1, . .  .  2p  +  1).  Nu  gaan  de  z^den  van  p  vol- 
ledige tot  de  figuur  beboorende  p-zgden  door  de  punten 
(»i  ii  .  . . .  ijj^i  2p  +  1)  der  recbte  (123  . .  .  jd,  2p  +  1) 
en     bepalen     met    deze    eene    mede    in    de  figuur  begrepen 

({  1       i(       J  y  waarin  de  punten  (ij  tg....  i      ,  2p  f  1), 

\\P— 1/^4-1       \P/pJ  p-1 

[ijk  =jD-|-l,/>-}-2, ..,.  2p)y  op  de  aan  (123 . . .  .p,  2  jo  f  1) 
to^e voegde  lijn  a^—a  liggen.  Hieruit  volgt  dat  de  {p  j-  1) 
bovengenoemde  punten  ap^^  in  j9-tallen  collineair,  dus  allen  op 
eene  recbte  (/?+  l,p-|-2,....2/>-(-  1)  geplaatst  zgn,  welke 
als  Cp^2  bg  128  ....  p  beboort.    Het  aantal  punten  der  figuur 

bedraagt  nul +p(p+ 1) +0)(^^  ^\f  ,...=(^^  ^^), 
het  aantal  Ignen  (p+l)  +  p(^2^)  +  Wf^^M +....= 


c;:D=cr> 


en  daar  elk  dezer  elementen  met  {p-^-l) 


elementen  incident  is,  vormen  zg  eene 


/2pfl\ 


Op  dergelgke  wgze  als  in  §  3  is  gebandeld  kan  nu 
met  bebulp  van  bet  voorafgaande  bewezen  worden,  dat  p 
volledige    in    een    g^-straal    beschreven    ^-boeken    tot    eene 

((  1  1   I        ^  )       )  aanleiding  geven,  welke  regelmatig 

is,  en  waarvan  de  punten  en  Ignen  door  de  combinaties 
der  p^^  en  (p  +  1)*^®  klasse  van  (/>-|-j)  getallen  kunnen  voor- 
gesteld worden. 

6.  Daar  elk  der  cgfers  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  met  3  paren 
tot  drietallen  kan  samengevoegd  worden,  welke  onderling 
gescheiden  punten  aanduiden,  bezit  de  boven  gevonden  35; 
groepen    van    7   gescheiden   punten,  welke  ik  >nevenzeven- 


(  54) 

hoeken*'  uoem,  in  tegenstelling  met  een  hoofdTeelhoek, 
Tan  de  punten  samen  met  alle  cf.  Ignen  incident  zgn  *)• 
Uit  de  volgende  tabel  bl^kt,  dat  de  complementaire  l^nen 
van  7  onderling  gescheiden  punten  der  35^  eene  »nevenze- 
venzgde*'  vormen. 


NeTuueveiihoeL 

Nevenzereiuijde. 

123 

4567 

145 

2367 

167 

2345    .  .  . 

246 

1357 

257 

1846 

847 

1256 

356 

1247 

.  (B) 


De    28  met  een  nevenzevenhoek  incidente  l^nen  der  35^ 
dragen    elk,  behalve  het  punt  der  gescheiden  groep,  nog  3 
cf.puiiten ;  zy  gaan  dus  3  aan  3  door  de  28  overige  cf.poo- 
ten,  die  in  4  tallen  op  de  Ignen  der  nevenzevenzgde  gelegen 
zyn.    Door  afzondering  der  elementen  van  (B)  ontstaat  uit 
35^    eene    283,    waarin    het    punt  124  op  de  Ignen  1234, 
1245,  1246  met  de  paren  134,  234;  125,  245;  126,  146 
collineair    is;    van    deze  6  punten  zgn  in  de  35^  de  paren 
234,  245;    134,  146;  125,  126  resp.  door  de  niet  in  28, 
voorkomende   lynen  2345,  1346,  1256  verbonden;    van  de 
beide    andere    lynen,    waarmede  elk  dezer  6  punten  in  35^ 
incident  is,   gaat  eene  naar  een  punt  der  a%ezonderde  l^n 
1247  en  eene  naar  een  der  a^escheiden  punten  123,  145, 


*)  Nevenyeelhoeken  en  hoofdveelzijden  komen  ook  voor  bij  vlakke  po- 
lyedrale  cf.  (VgL  het  aangehaalde  opstel  over  dit  onderwerp»  $  2  en  i  3). 


(55  ) 

*"^ö-   De  28g  is  dus  atrigonisch,  d.  w.  z.  zg  bevat  geen  cf. 
driehoeken. 

Tabel  (C)  bevat  de  6  in  283  met  1234  verbonden  Ignen 
met  de  op  hen  gelegen  ponten;  de  punten  tusschen  boogjes 
behooren    niet  tot  de  283. 


(! 


1245 
1345 


1246 


2346 


1347 


2347 


124 

125 

245 

(145) 

134 

135 

345 

(145) 

124 

126 

146 

(246) 

234 

236 

346 

(246) 

134 

137 

147 

(347) 

234 

237 

247 

(347) 

.  .  .  (C) 


Van  de  12  punten,  welke  behalve  124,  234,  134  op  deze 
6  lijnen  gelegen  zijn,  worden  er  geen  drie  door  eene  lijn  der 
283  vereenigd:  de  cf.  bevat  dus  geen  uit  2  drietallen  van 
onderling  gescheiden  lijnen  samengestelde  (9^,  63),  *)  waaraan 
ik  den  naam  van  ^bitripel"  geef,  die  ook  voor  de  reciproke 
(63,  9^)  past;  de  bedoelde  12  punten  rusten  paarsgewijze  op 
6  l^neu  der  283,  welke  elk  een  derde,  niet  in  (C)  voor- 
komend, punt  dragen. 

^Door  afscheiding  van  een  nevenzevenhoek  en  de  com- 
»plementaire  nevenzevenzijde  ontstaat  uit  de  regelmatige  364, 
»eene  atrigonische  regelmatige  283  zonder  bitripels." 


•)  Deze,  na  de  cf.  «j,  eenvoudigste  atrigonische  cf.  wordt  door  Mak- 
TüïETTi  aangeduid  door  het  teeken  (^).  (^Sopra  alcune  cf.  piane"  {Ann, 
di  Maty  Serie  Ila,  Deel  XIV,  bl.  164).  Dezelfde  {%,  6^)  heb  ik  in  mijn 
opstel  ^Over  vlakke  cf."  (bl.  118)  door  het  teeken  A  onderscheiden  van 
de  tweede  mogelijke  (9,,  63),  welke  twee  cf.  driehoeken  bezit  en  o.  a.  uit 
de  poljedrale  10,  door  afscheiding  van  het  punt  ik  en  de  lijnen  ikl, 
iiu,  ikn  en  Imn  ontstaat. 


(.56  ) 

7.  De  lynen  der  regelmatige  [[  )  ,[  )  j  welke 
met  X  onderling  gescheiden  punten  incident  zgn,  komen  drie 
aan    drie   in    de   overige    (  ^  j  —  ^  punten  samen,   zoodra 

X  (m— 3)  =  f       j  —  jy,  dus  X  •=  -  m  {m — 1)  is.     Deze 

waarde  kan  x  evenwel  slechts  voor  oneven  waarden  van  m 
verkrijgen,  omdat  dan  in  de  tabel  voor  den  neven — x—hoek 
elk  der  m  getallen,  waarvan  de  combinaties  der  3^^^  en   4^« 

klasse    de    elementen  der  cf.  voorstellen,  met  -  (m — 1)  uit 

de  overige  getallen  gevormde  paren  tot  de  notatie  Yoor 
evenveel  onderling  gescheiden  punten  kan  verbonden  worden, 

terwgl  voor  even  waarde  van  m  slechts  -  (m — 2)  drietallen 

een    bepaald    getal    kunnen    gemeen    hebben,  waardoor  het 

maximum  van  x  dan  —  m  (m — 2)  wordt.  Daar  -~m{m — 1) 

6  6 

voor  m  =  ^h'\'2  geen  geheel  getal  voorstelt,  en  m 
oneven  moet    z^n,    vormen    alleen   voor  m  ^  6  jfc  -)-  1  of 


m 


=  6   A;  't-  3     de    Ignen 


'"  ((IX-.'  (1)1  "^ 


in        m{m — 1)  onderling   gescheiden   punten   samenkomen, 
6 

met  de  overige  cf.  punten  eene  cf.  f-  m{m — 1)  (m — S)V 

terwgl  de  overige  Ignen  der  oorspronkel^ke  cf.  met  diezelfde 
overige  punten  eene  cf. 

(\  m  {m—l)  (m-3)         ,-     m  (m-1)  (m-3)(m— 6)  \ 

\6  «—6     ^^  4/ 

bepalen. 

Üm  de  hierna  volgende  tabel  (D)  voor  een  neven- 
twaalf  hoek  der  (84q,  12  64)  te  verkrggen,  kan  men  de  4 
drietallen,  welke  het  cgfer  1  gemeen  hebben,  willekeurig 
aannemen,  b.v.  123,  145|  168|  179;    daarna  kiest  men  de 


(-57  ) 

3  p^jen,  welke  behalye  13  met  het  cijfer  2  tot  drietaUen 
moeten  yereenigd  worden,  zoo,  dat  de  nieuwe  groepen  met 
geei^  der  eerst  aangenomen  drietallen  meer  dan  een  cjjfer 
gemeen  hebben;  nu  is  er  reeds  een  drietal  dat  het  c^fer  3 
bevat:    er   moeten   dus  nog  3  aan  toegevoegd  worden,  enz. 

Op     oTereenkomstige    wgze    is    de    tabel  (E)  samengesteld; 

daarb^  blijkt,  dat  het  niet  mogelijk  is  te  bewerken,  dat  de 

ta.l>ellen    {D)    en    (E)    meer   dan  de  4  drietallen  123,  145, 

24:6,  347  met  tabel  {B)  gemeeu  hebben. 

Neventwaalfhoek  der  (84q,  126*). 


123 

246 

347 

• 

145 

259 

358 

.  .  .  (D) 

168 

278 

369 

179 

489 

567 

NeTen-zes-en-twintig'hoek  der  (286j(u  715^). 


123 


145 


168 


179 


1(10)  (13) 
1(11)  (12) 


246 


259 


27  (11) 

28  (13) 

2  (10)  (12) 
6  7  (12) 
6  9(11) 


347 


35 (12) 
36  (13) 


389 


3(10)(11) 
7  8  (10) 
9  (12)  (13) 


4    8    (12> 
4    9    (10) 

4  (11)  (13) 

5  6    (10) ....(E) 
5    7    (13) 

5    8    (11) 


Wordt  de  notatie  voor  den  nevenveelhoek  steeds  zoo  ge- 
kozen, dat  h:g  de  punten  123,  145,  246,  347  bevat,  zooals 
in    de  tabellen  {B),  {D)  en  (E)  bet  geval  is,  dan  is  in  de 


(58) 

cf.  ( —  iw  (»»  —  !)(*'»  —  3)  )     liet  pïiiit    124    collineair  mei 
\6  /a 

de  paren  134,  234;  125,  245;  126,  146.  Geen  der  Ignea 
1256,  1346,  2345,  die  in  de  oorspronkelgke  cf.  de  paren. 
125,  126;  ]34|  146;  234,  245  vereenigen,  bevat  éénpunt 
van  den  nevenveelhoek,  daar  geen  der  punten  156,  256; 
136,  346;  235,  345,  welke  die  1^'nen  achtereenvolgens  nog 
bevatten,    van    de  punten  123,  145,  246  gescheiden  is:  de 

genoemde  drie  Ignen  behooren  niet  tot  iel  'm{m-  l){fn — 8)  j  » 

zoodat   deze   atrigonisch  is.  Verder  blgkt  uit  tabel  (C),  die 

ook    hier   van  kracht  is,  dat  de  nieuwe  cf.  evenmin  als  de 

283    (m  =  7)  Ignen  bevat,  welke  drie  der  twaalf  met  124, 

134,    234    verbonden    punten   dragen:    zg    heeft    dos  geen 

bitripels. 

TTT    .  //6i+  1\  /6*+l\\  , 

» Worden  van  eene  f  (  1  ,(  .     1   1  de  punten 

»van    een    neven-(6  ib^ -f  ^)*^<^^^    afgezonderd ,  dan   valt  de 
>cf.   uiteen  in  eene    atrigonische  [  (6  £^  4-  iE;)(6  k  —  2)  j  en 

((6  *«  +  k){6  k—2)  ,  -^6ifc2+ ^)(6i— 2)(6i-5)  ^ 

\  6it-6      4  4/ 

^  //6  i  +  3\        /6  A  +  3\  \ 

>  Voor  eene  ff  )     ♦  (       a       )  )  ^®^®^   evenzoo  de 

>  afscheiding  der  punten  van  een  neven-(2  k  4-  1)(3  ib  -f  1)- 
>hoek    eene    {{6  k^  +  3  k)^6  k  +  2))^    zonder  cf.  driehoeken 

>  benevens  eene 

^(6  i«  +  3  i)(6  *  +  2)c  *-3,  ;^(6Aa-h3  A)(6A  +  2)(6it-3)A' 

De  afscheiding  van  de  punten  der  tabel  (D)  geeft  eene 
atrigonische  723  en  eene  (723,  54^)  met  72  cf.  driehoeken ; 
in  de  laatste  cf.  is  n.1.  het  punt  124  verbonden  met  de 
drietallen  127,  147,  247;  128,  148,  248;  129,  149,  249; 
van  de  zgden  der  3  driehoeken,  welke  in  de  oorspronkelgke 
cf.  door  deze  9  punten  gevormd  worden,  behooren  er  6  tot 


>eene 


(59) 

de  723.  omdat  zg  elk  met  een  der  punten  179,  278,  489 
van  (D)  incident  zijn;  de  overige  drie  l^nen,  n.1.  1289, 1478, 
2479  komen  in  de  (723,  ^^4)  voor:  hare  punten  zijn  dus 
taitrigonisch,  hare  Ignen  tetratrigonisch. 


8.  Zal  eene 


(vq)         '(4))  ^ö^f^iv^öl^ijden     bezitten, 

dan  moet  het  aantal  punten  f       Jdoor  4  deelbaar  zijn,  dus 

fn  =  2i  of  m  =:  8£  -{-  1 .  Het  laatste  moet  verworpen  worden, 
omdat    Yoor    m  oneven  elk  paar  der  getallen  van  1  tot  m 

alechts  met    -  (m  —  3)    paren    tot  viertallen  kan  vereenigd 

Tforden,  waardoor  het  aantal  onderling  gescheiden  cf.  lijnen 

—  m  (m  —  1)  (w  —  3)  zou  worden,  terwjl  eene  hoofdveelzgde 
24 

er  —  m  {m  —  1)  (»w  —  2)  moet  bevatten.  Voor  m  =  2A 
kxmnen  uit  de  m  getallen  —  m  (m  —  1)  (w  —  2)  viertallen 

gevormd   worden,  als  -  m  {m  —  1)  {m  —  2)    door    m,   dus 

(f»  —  1)  (w  —  2)  door  6  deelbaar  is ;  immers  in  de  tabel 
der  hoofdveelzgde  moeten  wegens  de  regelmatigheid  der  cf., 
alle  getallen  even  vaak  voorkomen;  alleen  voor  m  =  2  of 
wi  ^  4  (mod.  6)  kunnen  de  bedoelde  cf.  hooldveelzijden  be- 
zitten. 

De    samenstelling    der  tabel  voor  eene  hoofdveelzgde  kan 
aldus  geschieden :  men  vormt  uit  de  getallen  2,  3,  4  ....  m 

op  de  wgze,  in  §  7  omschreven,  eene  tabel  van  -  (m — l)(?n- — 2) 

drietallen,  waarin  deze  getallen  alle  even  vaak  voorkomen,  en 
twee  drietallen  niet  meer  dan  een  getal  gemeen  hebben ;  uit 
de  groepen  dezer  tabel  welke  elk  door  het  cgfer  1  tot  vier- 
tallen worden  aangevuld,  kiest  men  de  -  (m  —  2)  groepen, 

2 

die  het    c^fer    2   bevatten,  laat  dit  cgfer  weg  en  vult  deze 


(60) 


-(m  —  2)  drietallen  tot  eene  uit  de  getallen  1,  3,  4  •  •  •  •  m 

samengestelde  groep  van  -  (m  —  l)(iii  —  2)  drietallen    aan, 

o 

daarbg  zorg  dragende,  dat  geen  der  viertallen,  welke  door 
toevoeging  van  het  c^fer  2  uit  deze  drietallen  ontstaan,  m^ 
een  viertal  der  eerste  groep  meer  dan  twee  elementen  ge- 
meen heeft.  Zoo  voortgaande  vult  men  de  gevonden  groepen 
aan  met  de  viertallen,  welke  nog  het  cgfer  3,4,....  moeten 

1 
bevatten,    totdat   er  —  m  (w  —  l)(m  —  2)  lijnen  verkregen 

24 

zgn.     De  beide   volgende  hoofdveertienzgden  der  (565,    70^) 

zgn  op  deze  wgze  bepaald: 


1284 

5678 

1256 

3478 

1278 

3456 

1357 

2468  ...  (F) 

1868 

2457 

1458 

2367 

1467 

2358 

1235 

4678 

1247 

8568 

1268 

8457 

1348 

2567  .  .  .  (G) 

1867 

2458 

1456 

2378 

1578 

2346 

(  61  ) 


{JF)  en  {G)  bestaan  elk  uit  7  paren  geassocieerde  Ignen  a^^ 
en  hebben  geen  Ign  gemeen;  het  is  niet  moeiel^k  om  na 
te  gaan,  dat  uit  de  42  niet  tot  {F)  of  (G)  behoorende  cf. 
l^nen   geen  derde  hoofdveertienzgde  kan  gevormd  worden. 

Wordt  uit  de  (Bög,  7O4)  eene  hoofd-14-zgde  weggelaten, 
dan  ontstaat  eene  564,  waarin  elk  punt  tot  18  cf.  driehoe- 
k**n  behoort,  in  tegenstelling  met  de  (565,  TO^),  waar  dit 
aantal  30  bedraagt.  Door  afzondering  van  twee,  evenals  (F) 
en  (&)  onafhankelijke,  hoofdveertienzijden  komt  eene  (663, 42^) 

te  voorschijn  met  9  cf.  driehoeken  in  elk  punt. 

Voor  eene  regelmatige  (I2O7,  210^)  kunnen  hoofddertig- 

zyden    aangewezen   worden;    de    afzondering  van  zulk  eene 

groep  levert  eene  (120q,  I8O4)  met  45  cf.  driehoeken  in  elk 

punt,  t^en  63  in  de  oorspronkel^ke  cf. 

Hoofd-dertig-zijde  der  (120t,  21O4). 


1234 

1389 

2358 

257(10) 

378(10) 

1256 

1458 

236(10) 

2689 

456(10) 

1278 

1469 

2379 

3457 

4789 

129(10) 

147(10) 

2459 

3468 

5678 

135(10) 

1579 

2467 

349(10) 

589(10) 

1367 

168(10) 

248(10) 

3569 

679(10) 

. . .  .(B) 


>Eene 


ff  \       A        .IJ  bezit    hoofdveelzüden, 

\\       3     )^k-\\       4     )J 


1/6*  +  2\ 
> bestaande  uit  -  (  )  Iflnen  ;    de  afscheiding  van  zalk 

>eene  groep  levert  eene  (^(^      ^     j^^^^,  - -^  \^       3  jj 

>  waarin    elk   punt    tot   ^f       ~     j  cf.  driehoeken  behoort, 

» terwijl    dit    aantal    voor   elk    punt  der  oorspronkelijke  cf, 

jQk  —  1\  ,    .        . 
>3[  -^  )  bedraagt. 


(  Ö2  ) 

//6i  +  4\  /6ife  4-  4\  \ 

>  Evenzoo  ontstaat  mt  eene  1 1  i       ,  (        .        Il 

\\       3     /öi-rl    \      ^      /*J 

>door  afzondering  van  eene  uit  -[  ]  l^nen  geronnde 

.hoofdveelzgde   een  ^^     3      U'J\     3     jJ^^^Uy) 
»cf.    driehoeken  in  elk  punt  in  plaats    van  3  f  )    ^ 

>elk  punt  der  oorspronkelgke  cf." 

9.  De  cf.  564,  welke  in  de  1565,  7O4)  begrepen  is.  bezit 
nevenachthocken.  Immers  door  bet  vervallen  van  de  lijnen 
1234,  5678  der  hoofd  vee  rtienzijde  zgn  de  punten  123,  124^ 
134,  234,  567,  568,  578,  678  in  de  56^  onderling  ge- 
scheiden; de  overige  48  punten  worden  dubbel  geteld,  aLs 
elke  der  32  ïn  deze  8  punten  samenkomende  l^nen  met  3 
punten  incident  gerekend  wordt;  zij  bepalen  dus  met  die 
32  lijnen  eene  (482,  32s),  terwgl  de  overige  lijnen  der  664 
met  dezelfde  punten  eene  (482,  ^^^  vormen. 

Evenzoo  valt  de  (120^,  I8O4),  welke  door  afzondering  van 
eene  hoofddertigzijde  uit  (I2O7,  2 IO4)  ontstaat,  door  het  weg- 
laten vanden  uit  de  punten  123,  124,  134,234,157,159, 
179,  579,  168,  16(10),  18(i0j,  68(10)  samengesteldenneven- 
twaalfhoek,  uiteen  in  eene  (IO82,  723)  en  eene  IO84. 

Zal  de  cf.  ((o  )       ^  ~7~(q  )  )'   ^*^^®  ^®  ^^'  ^^4  ^° 

(120((,  I8O4),  als  bizondere  gevallen  behooren,  eene  neven-a?- 
hoek    bezitten,    welke    tot   eene  splitsing  der  cf.  aanleiding 

geeft,    dan    moet    3ar(m  —  4)   =  2n      )"~^)    ^Ö°i     ^^ 

X  ^  fn{m  —  l)(m  —  2) :  3  (3  m  —  10).  Nu  volgt  uit 
%lx  =  9m2  +  3m  +  28  +  280  :  (3m  —  10)  dat  (3m  —  10) 
een  deeler  van  280  moet  wezen,  die  ^  2  (mod  3)  is;  aan 
deze  voorwaarde  voldoen  de  deelers  2,  5,  8,  14,  20,  35, 
56,  140,  waardoor  m  =  4,  5,  6,  8,  10,  15,  22  of  50  en 
tevens  x  een  geheel  getal  wordt.  Maar  m  moet  ^  2  of  ^  4 
(mod  6)  zgn,  en  daar  m  =  4  hier  vervalt,  kan  de  bedoelde 


(  63) 

splitsing  alleen  uitgevoerd  worden,  wanneer  m  =  8,  10,  22 
of  50   is.  *) 

10.   Eene  hoofd  veelzede  der  cf, 

welke,  zoodra  m  ^  1  of  ^  3  (mod.  6)  is,    door   splitsing 

uit      ^®((q)         '{>«))   (8    ''^    ontstaat,    moet    uit 

m  (m — 1)  (tn — 3) :  24  l^nen  bestaan,  die  in  hun  notatie  samen 
elk.    der   getallen  van    1  tot  m  even  vaak  bevatten,  zoodat 

—  (m  —  lym  —  3)  een  geheel  getal  moet  z^n,  en  dit  is  het 

geTal  voor  de  zooeven  genoemde  waarden  van  m.  De  moge- 
l^kheid    voor    zulk  eene  hoofdveelz^de  blijkt  verder  uit  het 

feit,  dat  m  getallen  f      j  paren  vormen  en  elk  paar  met    (m — 3) 

uit  de   overige  getallen  samengestelde  paren  kan  verbonden 

worden,  waardoor  het  aantal  lijnen  jr.7n{m — l)(m — 3)  wordt 

Het  vervaardigen  der  tabellen  voor  de  hier  bedoelde  hoofd- 
veelzeden,    waarb^    de    opmerking,  in  §  8  gemaakt,  geldig 
bl^ft,  wordt  daardoor  eenigzins  bemoeilijkt,  dat  de  viertallen 
niet  uit  alle  combinaties  der  4^^  klasse  van  m  getallen  kun- 
nen gekozen  worden,  daar  immers  een  deel  dezer  combinaties 

de  notatie  voor  de  lijnen  der  (  -m  (w  —  l)(m  —  3)  j  vormt. 

\6  /s 

B^  het  opmaken  der  volgende  tabel,  welke  eene  hoofdacht- 

tienzgde  der  (723,  ^^4)  voorstelt,  die  door  het  weglaten  van 

den  neven-12-hoek  {D)  uit  de  (84g,  I264)  ontstaat,  kwamen 

bv.  de  Ignen  van  de  vormen  123a,  1456,  168c,  179(2,  246c, 


*)  Ten  gevolge  van  eene  rekenfout  bad  ik  de  beide  laatste  waarden  over 
het  hoofd  geüen;  Prof.  vam  dkn  Bebg  bad  de  welwUlendbeid  mijne  aan- 
dacht hierop  te  vestigen. 


(  64  ) 


2.19/,  278^,  489A,  347i,  358;,  369A.  567/  niet  in  aanmer- 
king, omdat  deze  72  Ignen  de  cf.  723  bepalen. 

Hoofd-achttien-zijde  der  (72,,  544). 


1247 

1469 

2679 

1256 

1578 

3456 

1289 

2349 

3789  . 

.  .(I) 

1348 

2357 

4579 

1359 

2368 

4678 

1367 

2458 

5689 

Door  verwijdering  van  dit  achttiental  ontstaat  uit  de  be- 
doelde (723,  54^)  eene  atrigonische  (722,  864);  immers  van 
de  Ijjnen  1289,  1489,  2489,  welke  de  in  (846,  120^  met 
124  verbonden  punten  128.  129;  148,  149;  248,  249  dra- 
gen, is  de  eerste  als  lijn  van  groep  (I)  vervallen,  terwgl  de 
beide  overige  tot  de  72^  behooren. 

>Door  afscheiding  van  (—m{m — 1)  (»»  —  3)J  onderling 

>  gescheiden  lijnen  kan  uit  de 

>(^m  (,7i-1)(m-3)       ,^m(m~  l)(m-^3j(m-6)\ 

>(m  =   6i    4-    1  of  m  =   6A   +   3)  eene  cf. 

>(lm{m^  l)(m— 3)       ,  ;J  »/«  (m  -  l)(m- 3)(m- 7)  ) 

\«  a,— 7     J4  4/ 

>  worden  afgeleid."  *) 

11.  De  lijnen  likl,  2ikl,  3  t  É  Z,  (t,  É,  f  =  4,  5,6,7,8) 
bepalen     met    de     op   hen    geplaatste    punten    lik,    2 1  it 


( 


*)  Op  dergelijke  wijie   levert  de   nit  de  polyedrale  cf.  n^^  gevormde 


Y' 


\ 


4'     I  ,     8   ^     (Ooer    vl.  poL   cf,  ,bl.  12)  door   afiBcheiding  eener 

\  2  2/«  —  4         \  3  3 

hoofdveelzijde  eene  eenvoudigere  cf.«  mits  »  ^  0  of  ^  1  (mod.  3)  zij. 


I 


(  65  ) 


ti,  ikl  eene  in  de  (565,  7O4)  begrepen  (408,  3O4),  welke 
[eacbt  kan  worden  te  bestaan  uit  de  hoekpunten  van  10 
ie  aan  drie  in  10  driestralen  beschreven  driehoeken 
ik,  ZikySik)  met  hun  10  collineatriecentra  en  30  stra- 
len. De  nieuwe  cf.  bevat  3  polyedrale  cf.  7^5  ^  IO3,  waar- 
Tan  de  punten  door  lik  (resp.  2  t  i,  3  i  k),  de  l^nen  door 
1%  k  l  (resp.  2  ikl,  3  ikl)  worden  voorgesteld ;  zfl  bezit 
dus  60  cf.  driehoeken,  die  geen  der  10  centra  tot  hoekpunt 
hebben. 

£Tenzoo  kan  uit  de  l^nen  likl,  2  ikl,  3  ikl,  4ikl 
en  de  punten  lik,  2  ik,  dik,  iik,  ikl{i,k,l  =5,6,7,8,9, 10) 
eene  8O4  samengesteld  worden,  die  deel  uitmaakt  van  eene 
(120y,  2IO4)  en  bepaald  is  door  de  hoekpunten,  collinea- 
tiecentra  en  stralen  van  15  drie  aan  drie  in  20  vierstralen 
beschreven  vierhoeken ;  na  verwgdering  van  de  20  centra 
ontaardt  zij  in  4  polyedrale  n^  ^  (1^4*  2O3). 
>De  Ignen 

yjikl  {j  1=  1,  2,  3, . .  .,p  —  1  en  t,  k,l  =zp,p  -f*  1»-  •  •  •  2  p) 
>Yormen  met  de  punten  jik  en  ikl  eene  in  de 

]  drie   aan    drie  op 

>[  ]  {p — 1)  stralen  rustende  (p  —  1)- hoeken  met  hunne 

>  collineatiecentra  en  stralen  is  samengesteld,  en  na  afschei- 

»ding    van  (  ]  centra    in    p —  1     polyedrale  tt         ^ 

\     3    /  P+X 


(fVU  f  tl)  — •• 


12.  De  beschouwingen  der  voorgaande  §§  kunnen  gemak- 
kelgk  worden  uitgebreid  tot  alle  cf.  f  [  |  9    ( 


die  de  eigenschap  bezitten,  dat  hunne  punten  en  l^nen  door 

YIUUL.   EN   MXDKD.   AIS},  ÜATUUilK.   S^^  ftlCSKI.  DW   VX.  6 
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l 

■ 

de  combiuaties  der  (n —  1)*^  en  n^«  klasse  der  getallen  Taa  ^ 
1   tot  m  kunnen  voorgesteld  worden,  waarmede  samenhangt 
dat    elk    punt    met    de    hoekpunten    der   (n  —  1)   volledige 
^fn  —  n  ■{-  l)-hoeken,    waarmede    het    verbonden    is,    de    cf. 
volkomen  bepaalt. 

Zal    zulk    eene    cf.  hoofdveelz^den  bezitten,  dan   moet  in 

de  eerste  plaats  f  ],    het  aantal  harer  pimten,   door  n 

\n—lj 

deelbaar  zgn,  daar  elke  cf.  l^n  n  punten  draagt ;  ten  tifreede 

moet  (  ]  ook    een   veelvoud  van  m  zijn,  daar  immers 

\n  —  1/ 

de  tabel  der  hoofdveelzgde  f  j  getallen,  en  elk   der  m 

getallen  even  vaak,  bevat ;  ten  derde  moet  (m — n)  even  wezen, 
want  twee  gescheiden  l^nen  kunnen  hoogstens  (n  —  2)  ge- 
tallen  gemeen    hebben,    en  elke  der  {  )   groepen  van 

\n —  2/ 

m  —  Il  -*-  2         m  —  n  -i-  1 

(71  —  2)  getallen  vormt  met _ of uit 

A  2 

de  overige  getallen  samengestelde  paren  w-tallen,  zoodat  het 
aantal  onderling  gescheiden  l^nen  slechts  voor  even  waarden 
van    (m — n  +  2)    gel^k    wordt    aan    het    vereischte    getal 

Eene  ((  ,  |  1  (       )   1  ""^^  ^^  bedoelde  soort  zal 

\\n— l/«_«+i      \«A/ 

door  het  afscheiden  van  jr  onderling  gescheiden  punten  in 
twee  cf.  ontaarden,  wanneer  de  in  j  zoodanige  punten  samen- 
komende lijnen  in  (n  —  1)- tallen  met  de  overige  (  ) — x 

\n—  1/ 

punten  incident  zgn,  zoodat  (m  —  n  +  l),r  =  f  J — x  en 

'=(„"l)  =  ^'«-"  +  2)=(^"2)    :(«-!)    woidt 

Daar  in  de  tabel  voor  den  nevenveelhoek  elk  der  m  voor 
de  notatie  der  cf.  gebezigde  getallen  even  dikw^ls  voorkomt, 


(  C7  ) 


r'moetf  j  ook  door  m  deelbaar  z^*n.  Ten  slotte  kan  even- 

r>als  boven  aangetoond  worden,  dat  alleen  voor  even  waarden 
Tan   {ni — n  -)-  3)  een  ( (  J  :  n — 1  j-tal  punten  kan  gevon- 

den ^worden,  die  niet  meer  dan  {n — 3)  getallen  gemeen  hebben. 
Is      (m  —  n),    dus    ook    (m  -+  n)    even,    dan    vormen    de 

m  —  n  +  2    /^(w  +  n— 2)\     ,.. 
(  j    Iflnen  met    de    notatie 

«  *i  *3 . .  .  A«-i,    (waar  i  =  1,  2,|  3, .  .  .  ^{m  —  n+  2)  en 

*ii^»-«**«— i  ïiit   de  getallenreeks , -, ...m 

2  2 

gekozen  worden),  met  dei(m  —  n  +  2)  (  j 

.  ,    ,  ,  ^      /i{m  +  n  —  2)\ 

punten    t  a;^  ^s  *  •  •  •  *»— 2    en    de    f  J    punten 


ib^  ik2  •  -  •  ^it~i  eene  cf.,  die  uit  de  hoekpunten  van 


n{m  +  n-2)\ 


in  (n  —  l)-tallen  op  \  {m  —  n  +  2)-stralen  rustende 
i  (m  —  n  -{-  2)-hoeken,  de  middelpunten  dier  veelstralen  en 
de  genoemde  stralen  bestaat.  Door  het  wegnemen  van  deze 
middelpunten  valt  deze  cf.  uiteen  in  \  {m  —  n  +  2)  cf., 
waarvan  de  punten  en  l^nen,  na  weglating  van  het  getal 
ï  uit  hunne  notatie,  door  de  combinaties  der  (n  —  2)^®  resp. 
(n  —  l)^  klasse  van  ^  (m  +  n  — 2)  getallen  worden  voor- 
gesteld, zoodat  zij  tot  de  groep  van  cf.  behooren,  waarover 
dit  opstel  handelt. 

De    uitkomsten    der    beschouwingen    van    deze  §  kunnen 
aldus  samengevat   worden : 

»  De  regelmatige  f  (         ,  J  ,(       )  ) ,  welke  door  (n — 1) 

\\n—  l/w-«+i  \  n  /„/ 

>in   een  (m — n -j-  l)-straal  beschreven  volledige  (m — n+1)- 

>  hoeken  bepaald  is,  levert  door  afzondering  van  eene  hoofd- 


//    m     \  m — n/    w  \  \ 

veelzüde  eene  ( (  ^  )       , 1        -  )   ),  zoodra  (m — n 

\\n— l/«_«      n     \n—\jnj 


) 


C:0 


>even  en  (  ^  )  door  m  on  door  n  deelbaar  is. 

5* 
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»  Zij  kan  na  de  verwgdering  van  een  nevenveeUioek  iu  tw< 

tm  —  n  +  1    /     m     \\ 

>cf.,  nl.  eene      —  ^  en  eene 

\       n-1      \n-2//,-i 

jm  —  n  +  ll      m     \  m  — 2n-h2    f  m\   \ 

\m  —  n  +  2  \n  —  1  /B,-2«-f2'    m  —  n  +  2      \  n  jj 

>  gesplitst  worden,  wanneer  (m  —  n)  oneven  en  I  Jdoor 

»m  en  (n — 1)  deelbaar  is. 

»  Voor  elke  even  waarde  van  {m  +  n)  geeft  zij  aanleiding  tot 

*  [   \     n— 1  /i(m-.ii+2)  '  2  \  n— 1       /■/ 

»die  elk,    na  afzondering  van   I  j   punten,    in 

» ontaarden,  welke  met  de  oorspronkel^ke  II  j  ,|      j    ) 

»  gelgksoortig  zgn." 


tROCES-VERBAAL 


VAN  D£ 


GEWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag^  29  Beeember  1888. 


Tegenwoordig  de  Hoeren:  van  de  Sande  Bakbuyzen, 
Voorzitter,  Schoutb,  Kaptbyn,  Bierens  db  Haan,  Hoffmann, 
HoKKf  Zeeman,  Zaaijee,  Baehr,  Martin,  van  Riemsdijk, 
Pkanchimont,  Mac  Gillavry,  Stokvis,  Lorentz,  Engelmann, 
Place,  J.  A.  C.  Oudbmans,  van  der  Waals,  Hübrecht, 
Grinwis,  Mulder,  Forstbr,  Rauwenhofp,  Pekelharing,  Beh- 
B.ENS,  Kamerlinoh  Onnes  en  C.  A.  J.  A.  Oüdemans,  Secre- 
taris; van  de  Letterkundige  Afdeeling  de  Heeren:  Beets, 
Boot,  Ghantbpie  db  la  Saussayb  en  de  Louter. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge* 
lezen  en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  de  gedeputeerde  Staten  van  Friesland  te  Leeuwarden, 
29  November  1888  ;  2^.  J.  Willems,  te  Leuven,  26  No- 
vember 1888;  3^.  den  Secretaris  der  Société  mafchématique 
de  France  te  Parjjs,  22  November  1888;  4^.  den  Secretaris 
der  Société  philomatique  te  Pargs,  24  November  1888; 
5^.  den  Secretaris  der  Académie  des  Sciences,  Arts  et  belles- 
Lettres  te  Dyon,  24  November  1888;  6^.  A.  Dayrbmont, 
Becretaris    der    Société   pour    Tencouragement  des  Sciences* 


(  70  ) 

des    Lettres    et    des    Arts    te  Duinkerken,  188S;    7^.  J-  G* 
Tait,  Secretaris  der  royal  Society  te  Edinburg,  2  November 
1888;    8^.    H.    Strebel,    Archivaris    van    het  naturwissen- 
schaftlicher    Verein    te    Hamburg,    1888;    9o.    C.     Mbssee/ 
Secretaris  van  het  naturwissenschaftlicher  Verein  te  Bremen, 
1888;    10°.  H.  Hbdns,  Bibliothecaris  van  de  astronomische 
Gesellschaft  te  Leipzig,  20  November  1888;  11».  I.  Aüwebs, 
Blibliothecaris  van  de  kön.  bayerische  Akademie  der  Wissen- 
schaften te  München,  22  November  1888;  120.  de  Bedactie 
van    Pbtbrmann's  geographische  Mitteilungen  te  Gotha,  22 
November  1888;  13°.  Conwentz,  Secretaris  van  de  naturfor- 
schende   Gesellschaft   te   Danzig,    23  November  1888;    14°. 
RuPFEL,    Secretaris    van    het    Nassauischer    Altertumsverein 
te    Wiesbaden,  24  November  1888;  15°.  Laiïdauer,   Voor- 
zitter   van    het  Verein  fflr  Naturwissenschaft  te  Brunswgk, 
28    November    1888;    16°.  W.  Valentiner,  Directeur  van 
de    groBsherzogliche  Stemwarte  te  Karlsruhe,  29  November 
1888;    17°.    Richter,    Bibliothekaris    van    het    Verein    inr 
Erdkunde   te  Dresden,  30  November  1888;  18°.  W.  Hkyd, 
Bibliothecaris    van  de  königliche  Bibliothek  te  Stuttgart,  1 
December    1888;    19°.  Barack,  Bibliothecaris  van  de  kais. 
llniversitats-  und  Landes-Bibliothek  te  Straatsburg,  4  Decem- 
ber 1888 ;  20°.  I.  E.  A.  Martin,  Secretaris  van  het  Verein 
für    Thüringische    Geschichte  und  Altertumskunde  te  Jena, 
9    December    1888;    21°.  J.  voN  Sachs,  Würzburg,   1888; 
22°.    Th.    Noldekb,  Straatsburg,  29  November  1888;  23<^. 
H.  Graf,  Bibliothecaris  van  de  Schweizerische  Gesellschaft  fur 
die    gesamraten    Naturwissenschaften  te  Bern,  18  December 
18^8;    24°.    ScHiAPARBLLi,    Secretaris   der  regia  Lyncearum 
Academia  te  Rome,  4  December  1888;  25°.  den  Secretaris 
van    het    Institut    royal    des  Sciences  et  Lettres  te  Milaan, 
1    December    1888 ;  26°.  L  Bassa,  Secretaris  der  Académie 
royale    des    Sciences   te  Turgn,  3  December  1888;  27°.  D. 
Chiloi^i,    Directeur   van  de   Biblioteca  nazionale  centrale  te 
Florence,    3    December  1888 ;  28°.  H.  Gyu)BN,  Stockholm, 
28  November  1888;  29°.  E.  de  Rbobl,  Directeur  van  den 
Jardin  impérial  de  Botanique  te  St.  Petersburg,  29  November 
1888;    30°.    M.    Barcbna,    Directeur  van  het  Observatorio 
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aeieorologico  central  te  Mexico,  23  October  1888;  aange- 
ftomen   voor  bericht. 

—    Voorts    Brieven   ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  naTolgenden : 

1^.      liet    Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  's  Gra- 
venliaoe,  28  December  1888 ;  2^.  het  Ministerie  van  Water- 
staat,  Handel  en  Ng verheid  te  's  Gravenhage,  15  December 
1888  ;    3®.  den  Directeur  van  het  magnetisch  en  meteorolo- 
gisch    Observatorium    te    Batavia,  September  1888;  4^.  L. 
F.  voïï  EBSRsrTEiN,  Berlijn,  24  November  1888  ;  5^.  Forste- 
man^,     Archivaris    van    de    kön.  sachsische  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  te  Leipzig,  1  September  1888  ;  6^.  J.  C.  Pil- 
i«iNG,   Directeur  van  de  U.  S.  geological  Survey  te  Washing- 
ton,    29  September  1888;  waarop  het  gewone  besluit  valt 
van   schriftel^ke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

De  Heeren  Schols  en  van  Dibsbn  hebben  zichschrif- 

telgk  over  hunne  afwezigheid  verontschuldigd. 

Is  iDgekomen   een   opstel    van  den  Heer  Dr.  Jan  de 

Vries:  »Over  de  desmische  configuratie  Qg,"  ter  opneming 
in  de  werken  der  Akademie.  —  Op  verzoek  van  den  Voor- 
zitter, zullen  daarover  in  de  Januari-vergadering  rapport 
tiitbrengen   de  Heeren  Bibrens  de  Haan  en  van  den  Berg. 

Wordt  gelezen  een  concept -antwoord,  op  verzoek  des 

Voorzitters  buitenstijds  opgesteld  door  de  Heeren  Bosscha, 
van  dbe  WajlLS  en  Lorbntz,  op  een  schrgven  van  Z.  E.  den 
Minister  van  Binnenlandsche  Zaken,  over  het  plaatsen  van 
bliksemafieideJB  op  de  Abdg  te  Middelburg.  —  Het  antwoord 
wordt  goedgekeurd  en  zal  in  afschrift  aan  den  Minister 
worden  meegedeeld. 

De  Heeren  J.  A.  C.  Oüdemans  en  Kamerlingh  Onnes 

brengen  verslag  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer  Dr. 
VAN  Rtjckevorsel  :  » Magnetic  Survey  of  the  eastern  part  of 
Brazil".  Hulde  doende  aan  den  belangloozen  ^ver  en  de 


(  72) 

Voortvarendheid  van  den  koenen  reiziger,  van  wien  reeds 
tweemaal,  in  de  jaren  1879  en  1880,  magnetische  waarne- 
mingen, in  een  ander  werelddeel  verricht,  in  de  "werken  der 
Akademie  werden  opgenomen,  stellen  Rapportears,  aan  het 
slot  hunner  kritische  beschouwingen  voor,  ook  dezen  der- 
den arbeid  eene  plaats  in  de  Verhandelingen  der  Akademie 
aan  te  wyzen.     Aldus  wordt  zonder  discussie  besloten. 

—  Het  opstel  van  Dr.  Jjls  dk  Ybiss,  te  Kampen :  »Eene 
rangschikking  van  het  puntenveld  in  involutorische  groe- 
pen** wordt,  op  voorstel  van  de  Heeren  Rapporteurs  Schovtb 
en  BiKBENs  DB  H^ANf  aangenomen  voor  de  Verslagen  en 
Mededeelingen. 

—  De  Heer  Hubbbcht  leest  een  opstel:  >Ter  nagedach- 
tenis van  wijlen  het  lid  der  Akademie  Pietbb  HABTirro'^y  en 
biedt  dit  aan  voor  het  jaarverslag  1888.  —  De  Voorzitter 
brengt  den  Spreker  den  dank  der  Vergadering,  wier  applaus 
hem  reeds  had  kunnen  overtuigen,  dat  zyne  rede  met  groote 
belangstelling  was  aangehoord. 

—  De  Heer  Biebens  de  Haah  biedt  ter  plaatsing  in  de 
Verslagen  en  Mededeelingen  eenige  brieven  aan  van  CoK- 
STAKTUN  Hutoens,  den  vader,  aan  père  Mebsennb. 

—  De  Heer  Fbanchimoiït  biedt,  uit  naam  Tan  den  Heer 
MuLDEB,  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen  aan  twee  op- 
stellen over  scheikundige  onderwerpen:  1^.  Dibroombam- 
steenzure  aethylester,  monobroommaleïnzure  aethyester  en 
wynsteenzure  aethylester,  in  hunne  verhouding  tot  kalinm- 
aetEylaat;  2^.  Over  de  verhouding  van  iodium,  iodoformen 
methyleniodide  tegenover  natriumaethylaat,  en  over  iodium 
tegenover  natriumcarbaminzuur  aethyL 

—  De  Heer  J.  A.  G.  Oudekaks  bespreekt  de  bepaling, 
in  1835  door  Bessel  verricht,  van  de  ligging  en  den  terug- 
gang van  het  vlak  van  den  ring  van  Satumus.  H^  komt 
tot  het  besluit,  dat  de  waarnemingen  van  het  Terdwgnen  en 
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Weder  verschgnen  van  den  ring,  waaruit  Bbssbl  niet  alleen 
^^  '^gging  der  knooplijnen  van  gezegd  vlak,  maar  ook  den 
teruggang  afleidde,  waarvoor  hij  3",848  per  jaar  vond,  voor 
liet  laatste  doel  niet  toereikend  waren,  maar  dat  men  den 
teruggang  liever  theoretisch  moet  bepalen,  als  wanneer  men 
dan    0",25  vindt. 

—  De  Heer  van  de  Sandb  Bakhüyzen  biedt  voor  de 
Bibliotheek  der  Akademie  aan  een  exemplaar  van  zijn  >  Rap- 
port sur  les  longitudes,  latitudes  et  azimnths*'  opgenomen 
in  de  >Comtes  Rendus  de  la  Session  de  l'Association  géolo- 
giqne  internationale  a  Nice,  1887"  en  licht  enkele  punten 
dier  verhandeling  nader  toe. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  Vergadering. 


RAPPORT 


ÜTSB  BEK 


BBIEF  DES  MINISTEES  VAX  BINNEXLANDSCHE  ZAJKIEN, 


HAKDELBHD  OTER 


HET  PLAATSEN  VAN  BLIKSEMAFLEIDEBS  OP  DE 

ABDÜ  TE  MIDDELBURG. 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  29  December  1888) 


Door  den  Voorzitter  dezer  Afdeeling  werd  in  onze  han- 
den gesteld  een  brief  van  den  Heer  Minister  van  Binnen- 
landsche  Zaken,  d.d.  28  November  1888,  N^.  2403  Afd. 
K.  W.,  waarb^'  de  Akademie  verzocht  wordt  hare  meening 
te  doen  kennen  over  de  plaatsing  van  bliksemafleiders  op 
de  Abd^  te  Middelburg. 

Uit  den  inhoud  van  den  brief  en  de  daarb^  gevoede 
bescheiden  bl^kt,  dat  Gedeputeerde  Staten  van  Zeeland  wen- 
schelf  k  achten  de  Abdy,  voor  zooverre  zij  Ryksgebouwen 
bevat,  voor  het  inslaan  van  den  bliksem  te  beveiligen,  en 
voorstellen  daartoe  twee  bliksemafleiders  te  plaatsen.  De 
B^ksbouwkundige  voor  de  gebouwen  van  onderwas,  enz., 
acht  dit  aantal  onvoldoende  en  meent  dat  twaalf  opvang- 
stangen  met  onderlinge  verbinding  langs  de  nokken  en  vi^ 
afzonderlgke  grondleidingen  noodig  zgn,  een  en  ander  aan 
te  brengen  op  de  plaatsen,  aangeduid  op  twee  teekeningen 
(een  grondplan  en  een  ontwikkelden  opstand).  Hij  gaat  daarbij 
uit  van  de  bekende  leer,  volgens  welke  door  een  afleider  de 
ruimte  beveiligd  wordt,  welke  onder  de  spits  begrepen  is 
binnen  een  rechten  cirkelvorraigen  kegel,  waarvan  de  spits 
des  afleiders  de  top  en  een  rechte  hoek  de  tophoek  is. 

De    Minister    stelt    de    vraag    of,    nu  die  gebouwen  niet 
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iiierkl>aar  boten  hunne  omgeving  uitsteken  en  de  zeer  hooge 
Abdgtoren  van  een  afleider  voorzien  is,  het  aanbrengen 
van    meerdere  afleiders  wel  dringend  noodzakelijk  is. 

De  Ondergeteekenden  achten  de  beantwoording  der  vraag, 
of    een   gebouw  door  bliksemafleiders  moet  beschermd  wor- 
den,   grootendeels    afhankelijk    van    de    waarde,    welke   de 
gebouwen    bezitten    of   bevatten;    van    de   kansen  dat  door 
het    inslaan    van   den  bliksem  een  brand  kan  ontstaan,  die 
niet    aanstonds    bedwongen   wordt,   en  van  de  mogel^kheid 
dat  grootere  rampen,  zooals  ontploffingen,  daarvan  het  ge- 
'volg  zgn.    Twee  hunner  hadden  reeds  vroeger  de  eer,  hier- 
omtrent hunne    meening  te  doen  kennen.  (Zie  het  Verslag 
over  bliksemafleiders  op  Rijksgebouwen  te  Delft,  uitgebracht 
in    de    Zitting   van    29  November  1879.     VersL  en  Meded. 
Tweede  Reeks,  Deel  XV,  bladz.  33).  Naardien  voor  grootere 
rampen    in    dit    geval    wel   geene   vrees  zal  zijn,  hangt  de 
beslissing    van    de    vraag,    of  het  aanbrengen  van  bliksem- 
afleiders hier  wenscheliyk  is,  geheel  en  al  af  van  de  waarde, 
die    aan  het    behoud  der  Abdij  moet  worden  toegekend,  en 
van    de    kans,    dat    een  door  bliksem  ontstane  brand,  door 
onvoldoend    toezicht    of  onvoldoenden  toestand  der  blusch- 
middelen,  eenige  uitbreiding  erlange. 

De  Ondergeteekenden  meenen  dat  z^,  die  niet  het  beheer 
dezer  gebouwen  belast  zijn,  het  best  in  staat  zijn  hierover 
te  oordeelen.  Zij  moeten  alleen  verklaren,  dat,  naar  hunne 
meening,  het  minder  hoog  uitsteken  der  gebouwen  boven 
de  omgeving,  b^  het  hieromtrent  te  nemen  besluit  slechts 
een  zeer  gering  gewicht  in  de  schaal  mag  leggen. 

Aannemende  evenwel,  dat  het  beschermen  der  Abdij  tegen 
bUksemgevaar  wenschelijk  wordt  geacht,  meenen  zy  dat  de 
inrichting,  door  den  Ryksbouwkundige  voorgesteld,  zonder 
eenigszins  beteekenende  vermindering  der  veiligheid,  aan- 
merkelijk kan  worden  vereenvoudigd. 

Aan  den  hierboven  genoemden  bekenden  regel,  die  op 
geene  voldoende  gegevens  der  ervaring  berust,  kan  geenszins 
eene  zoo  alles  beheerschende  beteekenis  gehecht  worden,  dat 
men  dien  slechts  blindelings  heefb  toe  te  passen  om  zeker  te 
zgn  het  juiste  te  treffen,  zonder  in  overdrijvinff  te  vervallen. 


(76) 

Trouwens,  reeds  volgens  den  regel  zelven  kan  men  mer 
met  minder  volstaan  dan  wordt  voorgesteld.  Immers,  de 
over  de  nokken  der  daken  te  leggen  verbindingskabel  moet 
als  een  met  den  grond  verbonden  geleider  worden  aange- 
merkt, die  eveneens  zyn  beveiligingskegel  heeft  en,  reeds 
daardoor  alleen,  eenige  der  voorgestelde  opvan^stangen 
overbodig  maakt.  Men  kan  tocb  moeilyk  een  grond 
aanwgzen,  waarom  de  bescherming,  die  eenig  pont  van 
den  horizontalen  kabel  verleent,  minder  zou  zgn  dan  die 
van  den  top  der  vangstang. 

Het   schijnt    ons    dan    ook   toe,  dat  het  aanbrengen    van 
een   koperdraadkabel   over  de  nokken  der  gebouwen,   zooals 
in    de    teekeningen   is   aangeduid,  —  te  beginnen  ongeveer 
waar   hg,   in  de  doorsnede    over    A6,     door    den    bescher- 
mingskegel  van  den  Abdgtoren  wordt  gesneden,  d.  i.   by  de 
eerste    der    reeks   van  elf  vangstangen,  tot  even  voorb^   de 
doorsnede  ST  — ,  als  eene  voldoende  bescherming  kan  gel- 
den,   en    dat    slechts    twee    vangstangen    en    twee  afleiders 
met  grondgeleidingen  noodig  zgn,  namelgk  de  beide  uiterste 
der  door  den  Rijksbouwkundige  voor  dit  deel  der  gebouwen 
voorgestelde.     Het  torentje  bg  E  schijnt  ons  toe  geene   by- 
zondere    voorziening    te    vereischen;    het    behoeft    niet  met 
een  afleider  te  worden  gewapend. 

J.  BOSSCHA. 
Haarlem^  Amsterdam,  Leiden,  J.  D.  v.  d.  WAALS. 

20  December  1888.  HA.  LORENTZ. 


RAPPORT 


OTEK  DB 


VEUHAKDEUNG  VAN  Dr.  E.  YIN  BIJCKET0E8EL, 


GETITELD : 


MAGNETIC   SUKYEY   OF   THE   EASTEEN   PAKT  OF  BEAZIL. 


(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  29  December  1888.) 


De  verhandeling,  of  liever  het  verslag  van  den  Heer  Dr. 
E.  VAN  RiJCKEVORSEL,  getiteld:  Magnetic  Survey  oftheEas- 
tem  part  of  Brazil,  kan  als  een  vervolg  beschouwd  worden 
op  de  drie  verslagen  van  denzelfden  geleerde,  aan  Zijne 
Exc.  den  Minister  van  Koloniën,  betrejBfende  zgne  magneti- 
sche waarnemingen  van  den  Oost-Indischen  Archipel,  welke  in 
de  jaren  1879  en  1880  in  de  Verhandelingen  dezer  Aka- 
demie  zgn  opgenomen.  De  rapporten  over  deze  drie  Versla- 
gen zijn  uitgebracht  in  de  vergadering  van  1  Februari  1879 
door  de  HH.  Buys  Ballot  en  Stamkart,  in  die  van 
25  October  1879  door  dezelfde  Heeren,  en  in  die  van  27 
Maart  1880  door  de  Heeren  Buys  Ballot  en  den  eerst  on- 
dergeteekende  van  dit  rapport. 

Het  eerste  verslag  bevatte  alleen  de  inclinatie-bepalingen, 
het  tweede  die  van  het  magnetisch  moment  en  de  horizon- 
tale intensiteit,  het  dorde  die  van  de  magnetische  declinatie. 

Dr.  RiJCK£70BS£L  had  in  die  verhandeling  zelf  vermeld, 
dat  en  waarom  het  werk  niet  tot  die  volmaaktheid  had 
gebracht  kunnen  worden,  welke  h:^  zich  zelf  ten  doel  ht^d 
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gesteld.  Ook  Rapporteurs  konden  de  aandacht  Testigen  op 
enkele  zaken,  die  door  den  Schrigver  waren  over  het  hoofi 
gezien.  Zy  voegden  er  echter  uitdrukkelyk  bij  dat  hunne 
opmerkingen  in  geenen  deele  afbreuk  deden  aan  de  verdien- 
sten, die  Dr.  Ruckeyorsel  zich  met  zooveel  opoflfering  ver- 
worven had.  Aan  zijne  b^eerte  om  de  wetenschap  te  dienen 
toch  dankt  de  Afdeeling  het  voorrecht,  dat  zg  eene  vol- 
doende magnetische  beschr^ving  van  onzen  Indischen  Archipel 
van  de  hand  van  een  landgenoot  onder  hare  werken  telt. 

Na  het  afdrukken  van  de  genoemde  verhandelingen  besloot 
Dr.  RiJCKEVoasEL  eene  2<**  bedrage  tot  de  kennis  van  het 
aardmagnetisme  te  leveren,  en  werd  hem,  zoo  wy  ons  niet 
bedriegen,  door  ons  geacht  medelid  Buys  Ballot  eene  op- 
neming van  Oost-Brazilië  voorgesteld.  De  thans  aangeboden 
omvangrijke  verhandeling  bevat  al  de  uitkomsten  van  dit 
onderzoek,  waaraan  Dr.  Ruckevobsel,  worstelende  met 
moeilijkheden  van  allerlei  aard,  vier  jaren  heeft  gew^d. 

De  heer  Rjjckevousel  kwam  in  December  18S0  te  Rio- 
Janeiro  aan,  vergezeld  van  Jhr.  W.  van  Alphen,  civiel  in- 
genieur, die  zich  aan  de  sterrewacht  te  Utrecht  voor  het 
uitvoeren  der  sterrekundige  waarnemingen  had  voorbereid, 
dit  toch  was  een  der  werkzaamheden,  die  Dr.  van  Rijcke- 
voBSEL  aan  zijn  assistent  wilde  opdragen. 

De  eerste  reis  geschiedde  met  een  stoomschip,  dat  de 
Braziliaansche  regeering  daartoe  goedgunstig  had  afgestaan, 
van  Rio  af  langs  de  kust  tot  naby  Para.  Daar  strandde 
het  stoomschip,  dat  reddeloos  verloren  was,  tervf^l  de  op- 
varenden en  instrumenten  gered  werden.  Hierop  volgde  een 
gedwongen  verblijf  te  Para,  doch  ongelukkig  werd  hier 
Van  Alphen  het  slachtoffer  van  het  klimaat. 

Dr.  RiJCKEVOHSEL  ondernam  nu,  alleen  vergezeld  van  een 
hollandschen  bediende,  twee  reizen  naar  de  binnenlanden, 
de  eene  langs  de  rivier  Itapicuru,  de  andere  van  Amaracao 
af,  langs  de  Parnahyba.  Die  rivieren  werden  met  stoomge- 
legenheid  opgevaren,  maar  in  eene  boot  of  op  een  vlot  weder 
afgevaren,  en  bij  die  afvaart  werden  verschillende  pimten 
bezocht. 

Te  Para  in  Mei  18 62  teruggekomen^  werd  Dr.  RrjCKsvoBsm* 
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door  malaria  gedwongen,  zoo  spoedig  mogeligk  naar  Europa  de 
^w^k  te  nemen ;  doch  in  1883  was  hij  weer  terug,  thans  verge- 
zeld door  den  heer  E.  Engelenburg,  eveneens    Civiel  Inge- 
nieur,   met   wien   h^   zijne   eerste   reis  naar  het  binnenland 
maakte,    n.1.  (2   Aug.    —    6   Sept.  '83)  de  Capim  op,  een 
zgtak  van  de  Tocantins :  hierop  volgde,  (9  Sep.  —  19  Oct. 
'83)  eene  reis,  de  Tocantins  half  op,  tot  aan  de  watervallen. 
De  heer  Engelenburg  bleef  in  dien  tijd  te  Para,  even  als 
glorende  de  volgende  reis  van  Dr.  Ruckevobsel,  ten  einde 
een    jaar    achtereen    op    dezelfde    plaats  geregelde  variatie- 
^waamemingen    omtrent    het  magnetisme  te  doen;  eene  der- 
gelgke  reeks  toch  was  noodig  om  de  op  verschillende  dagen  en 
dikvryls  op  verschillende  uren,  op  de  vele  bezochte  plaatsen 
verrichte   waarnemingen  tot  één  zelfde  tijdstip  te  herleiden. 
Dr.    BiJCKEVO&SEL    vertrok    nu,    na  nog  een  paar  punten 
nabg    Para    bezocht    te    hebbeu,  naar  Rio  Janeiro;  en  van 
daar    9    dagen  over  land,  in  eene  noordelijke  richting  naar 
Carandahy,  dat  aan  de  San  Francisco  rivier  gelegen  is.  Hier 
liet    h^    eene    boot   bouwen  en  zakte  de  San  Francisco  af, 
op  een  aantal  plaatsen  de  magnetische  elementen  bepalende. 
Daar  echter  Carandahy  ook  per  spoorwagen  te  bereiken  was, 
werd    eerst  door  een  snelle  reis  de  lengte  van  dit  punt  be- 
paald.    Deze    reis    heeft    in    het  geheel  zeven  maanden  ge- 
duurd, maar  daardoor  werden  ook  de  noodige  gegevens  ge- 
vonden,   om    de  isoklinen  en  andere  magnetische  lijnen  van 
Zuid- Amerika    met    eenigen  graad  van  juistheid  te  trekken» 
Dit    was   de   laatste    groote  reis  die  Dr.  Ruckevobsel  in 
Brazilië    ondernam.     Van    Penedo,  nabij  den  mond  der  San 
Francisco-rivier,    keerde    h^    over    zee    naar    Rio  terug,  eu 
van    daar,    in  Nov.  1884,  naar  Nederland,  den  heer  Enge- 
lenburg achterlatende,  om  even  als  hij  te  Para  gedaan  had, 
ook  te  Nicterohy,  nab^  Rio,  een  jaar  lang  geregelde  waar- 
nemingen te  doen. 

Men  lette  hierbij  op  het  breedteverschil  van  Para  en 
Nicterohy,  eerstgenoemd  punt  ligt  op  slechts  2°  ZB.  Nic- 
terohy op  23°;  het  eene  nabg  de  noordel^ke,  het  andere 
aan  de  zuidel^ke  grens  van  het  te  onderzoeken  gebied,  en 
bet   wjtö    dus   voor    de    reductie  der  waarnemingen  tot  één 
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tgdstip  van  veel  belang,  de  dagelgksche  variaties  yoor  desse 
beide  uiterste  punten  te  kennen. 

In  een  tweede  gedeelte  noemt  Dr.  Kucksvobsjel  de  ge- 
bruikte instrumenten  op  en  beschrijft  hg  de  gevolgde  me- 
thoden van  waarneming,  zoowel  voor  de  astronomische,  als 
de  magnetische  bepalingen.  De  heer  van  Alphen  had  nog  met 
het  univeraaal-instrument  van  Bamberg  geobserveerd,  waarvan 
de  mikroskopen  éene  sekonde  aangaven,  dat  dos  meer  dan 
voldoende  nauwkeurig  was.  Op  de  zeereis  van  Bio  tot  Para, 
werden  de  lengtebepalingen  aangesloten  aan  de  door  de  Ame- 
rikaansche  marine  bepaalde  telegrafische  lengten  van  Sio, 
Bahia,  Pernainbuco  en  Para,  en  aan  die  van  den  Franschen 
kolonel  Moucuëz,  thans  directeur  der  sterrewacht  te  Pargs. 

Maar  na  den  dood  van  van  Alphen  werd  het  universaal- 
instrument  niet  meer  gebruikt;  de  kist,  waarin  het  geborgen 
was,    was    te    groot   om  in  de  booten  geborgen  te  worden, 
en  Dr.  Ruckevobsël  deed  z^ne  astronomische  waarnemingen 
met  een  prismacirkel.  Hoogten,  door  middel  van  een  kwikbak, 
waren  dus  de  waarnemingen,  die  voor  het  bepalen  van  lengte 
en    breedte    moesten  dienen.     Daar    de  lengten  door  middel 
der    chronometers    bepaald  moesten  worden,  die,  dit  is  nog 
niet  vermeld,  grootendeels  door  de  Nederlandsche  R^eering 
waren    ter    leen  verstrekt,    werd  het  verblijf  op  elke  plaats, 
op  weinige    uitzonderingen    na,    zoolang  gerekt,  tot  er  een 
gang  der   chronometers  kon  afgeleid  worden.     De  meerdere 
of  mindere  overeenkomst,  tusschen  al  de  gangen,  gedurende 
die    lange    reis    door    denzelfden  tijdmeter  bezeten,  was  een 
maatstaf   van    het    gewicht^  dat    aan    eiken  t^dmeter    moest 
worden   toegekend.     Met  veel  zorg  werd  voor  elke  waame- 
mingsplaats    de    waarschijnlijkste   lengte  afgeleid;  het  komt 
rapporteurs  echter  nog  twyfelachtig  voor  of  de  onderstelling, 
de  variaties  van  den  gang  als  toevallige  afwijkingen  te  be- 
schouwen,   wel    vrij    is    van  alle  bedenkingen,    daar  enkele 
chronometers    wel    degelijk    eene  nagenoeg  eenparige  veran- 
dering van  den  gang  verraden. 

Ook  de  breedten  werden  met  behulp  van  de  zon  genomen. 
In  onze  zomermaanden,  voor  Brazilië  de  wintermaanden, 
stond   de   zon  b^  den  middag  laag  genoeg,  om  met  behulp 
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▼au     den    kwikbak   de  dubbele  middaghoogte  met  deu  pris- 
macirkel te  meten,  maar  bg  het  naderen  van  den  Braziliaan- 
Bcben    zomer    kwam  de  zon  te  hoog,  en  werden  dus  waar- 
nemingen   yan    den    voor-    en    namiiddag  verbonden  om  de 
breedte  te  bepalen.  Daardoor  viel  de  laatste  onzekerder  uit, 
daar  de  geografische  plaatsbepaling  niet  de  hoofdzaak 
1,  werd  OYer  dit  bezwaar  heengestapt. 
Rapporteurs  vatten  niet  goed,  waarom  in  die  tyden  niet 
▼an  sterren  gebruikt  gemaakt  werd  voor  de  bepaling  der  breedte. 
De    sterren    van    de    eerste    en    tweede  grootte  kunnen  met 
een    prismacirkel    met   het  grootste  gemak  worden  waarge- 
nomen *),    en   een   paar   zulke  hoogten  nabg  den  meridiaan 


*)  Hier  zouden  in  aanmerking  gekomen  zijn: 

«    Gruis  22u  lm  —  47^5 

a    Pegasi  22  59     +  14  ,6 

«    Andromedae      O    2    -f  28  ,5 

a    Cassiopeiae        O  34    -{-  55  ,9 

«    Eridani  1  33    —  57  ,8  enz. 

De  wijze,  waarop  breedte  en  tijd  werden  afgeleid,  ingeval  beide  onzeker 
waren,  was  de  volgende:  met  eene  aangenomene  breedte  werd,  uit  de 
waarnemingen  die  daarvoor  het  best  waren,  de  correctie  der  chronometers 
afgeleid,  en  wel  uit  elke  waarneming  afzonderlijk;  daarmede  uit  andere 
waarnemingen,  met  inachtneming  van  den  gang  des  chronometers,  de  breed- 
te; met  de  aldus  gevondene  breedte  werd  de  correctie  des  chronometers 
op  nieuws  berekend,  enz.,  en  dit  werd  zoolang  herhaald  als  noodig 
bleek.  Voor  de  noordelijke  plaatsen  bleek  deze  methode,  zegt  de  schrijver, 
#exceedinglj  tü-esome"  te  zijn. 

Men  zou  hier  kunnen  opmerken,  dat  dat  herhalen  der  berekening  ge- 
heel ounoodig  was;  mits  bij  beide  berekeningen  slechts  de  noodige  diffe- 
rentiaalquotiënten, voor  het  gemiddelde  tijdstip  der  waameminggroep,  er 
bij  berekend  worden.  Zij  namelijk  ^  de  aangenomene  breedte,  s  de  cor- 
rectie des  chronometers,  en  men  hebbe  voor  die  correctie  gevonden: 

X  =:  X +  »^^ 

en  met  deze  correctie  X  de  breedte : 

* +  bdx 

dan  is,  als  ^  de  ware  breedte  beteekent: 

d  <p  'm.  £  — "  p 
de  ware  correctie  des  chronometers: 

X  -=:  X  +  a{B  —  qi) 

TUIL.  XH  HXnZD.  ATD.  XATUUBJL.  Sd*  BXEJLI.  DBXL  YL  6 
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gedaan,  zoudeu  eene  nauwkeuriger  breedte  gegeTen  hebben 
dan  de  zonshoogten  konden  opleveren  in  de  omstandigheden 
waaronder  dit  gedeelte  der  reis  werd  volbracht;  en  waar- 
sebijnlijk  ook  dan  de  uit  eene  kaart  ontleende. 

Het  tweede  gedeelte  van  het  Verslag  is  bewerkt  door 
den  Heer  Enoklfnblkg,  en  behandelt  de  variatiewaame* 
mingen,  geduv^u  van  Sopt.  1882  tot  November  1883  te  Para, 
en  van  15  April  1884  tot  31  Maart  1885  te  Nicterohy 
bij  Rio  de  Janeiro. 

Het  derde  gedeelte,  weder  van  de  hand  van  den  Heer 
RiJCKBVOBSKL,  behandelt  de  absolute  magnetische  bepalingen 
door  hem  op  zijne  reizen  verricht,  waarachter  nog  gevoed 
is  eene  paragraaf  over  de  herleiding  dezer  waarnemingen 
tot  ééne  zelfde  epoche. 

Een    vierde   gedeelte,  bevattende  meteorologische  waarne- 
mingen, besluit  het  geheel. 

De    variatiewaamemingen    betroffen    enkel    de    declinatie. 
Want    hoewel    de  drie  bekende  toestellen  van  Lamont  roor 


en  de  ware  breedte : 

waaruit: 

^        1  — ai 
of 

^  .       «^      , 

^  =  ♦+1 1(*-    )• 

1  —  ao 

De  bedoelde  differentiaal-quotiënten  ziju.  voor  de  tijdsbepaling  door  de 
eerste  ster,  als  l  de  declinatie  en  /  dtu  uiirlioek  beteekent,  en  de  chro- 
nometer naar  sterretijd  loopt: 

^0        ?^        15   [.tiut        iff  t\ 
en  voor  de  breedtebepaling  door  de  tweede  ster,  wier  declinatie  =  ^,  enz.: 

Loopt  de  chronometer  naar  middelbaren  tijd,  dan  moet  de  eerstgenoemde 

3G5,24  ,  800,24 

waarde  noc:  met  en  de  laatste  met    ^      -  YermenigmldiFd  worden. 

^  366,24  365,24  ^      ^^ 
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Tariatie^v^aarnemingen   van  declinatie,   horizontale  intensiteit 
en  inclinatie  aanwezig  en  ook  opgesteld  waren,  slaagde  men 
er  niet  in,  uit  de  aanwijzingen  der  laatste  de  variatie  af  te 
leiden.      In    het  variatie-instrument  voor  de  horizontale  in- 
tensiteit    wordt   aan  de  magneetnaald  eene  afwijking  mede- 
gedeeld  door  een  zoogen  aamden  deflector,  bestaande  uit  een 
houten     balkje,    dat    iets  hooger  dan,  doch  loodrecht  op  de 
richting   der  magneetnaald  wordt  aangebracht,  en  waaronder 
op    gel^ke  hoogte  als  de  magneetnanld  twee  gelijk  gerichte 
magneten    in    gel^ke    richting    als   de    balk  zelve  z^n  aan- 
gebraclit;    van    deze    beide    magneten  heeft  dus  de  eene  de 
noordpool,  de  ander  de  zuidpool  naar  het  midden  der  mag- 
neetnaald gericht,  en  zij  versterken  dus  elkander,  door  beide 
eene  afwgking  der  naald  naar  dezelfde  z^'de  te  veroorzaken. 
De    variaties  in  de  afw^king  van  den  magneet,  welke  op 
de    gewone    wgze    met    spiegel  en  schaal  worden  afgelezen, 
hangen  niet  alleen  af  van  de  variatie  der  horizontale  inten- 
siteit,   maar    ook    van  de  verandering  der  declinatie  en  van 
de  verandering    van    het  magnetisme  der  deflectoren  met  de 
temperatuur.     Ten    einde    den    laatsten    invloed    gering    te 
maken,    z^n  de  deflectoren  gecompenseerde  magneten.     Het 
bleek  nu  dat  deze  gecompenseerde  deflectoren  te  zwak  geko- 
zen waren  om  geschikte  afwykingen  te  geven  aan  de  waar* 
genomen    magneetnaald,    en   toen  zij,  door  het  opheffen  der 
compensatie,   geschikt  werden  om  groote  afwijkingen  te  ge- 
ven,   bleken    de    aanwyzingen  van  den  toestel  hoofdzakelyk 
door    temperatuurveranderingen    veroorzaakt    te   worden,  en 
werden  de  waarnemingen  dus  gestaakt. 

Rapporteurs  kunnen  niet  anders  dan  dit  bejammeren  en 
voelen  zich  gedrongen  de  vraag  te  opperen,  of  misschien 
verzuimd  was  de  variatietoestellen  vóór  het  aanvaarden  der 
reis  te  bestudeeren,  na  ze,  kunstmatig  onder  nagenoeg 
dezelfde  omstandigheden  gebracht  te  hebben  als  waaronder 
men  ze  voor  de  waarnemingen  zelve  wenschte  te  gebruiken, 
en  of  men  zich,  zelfs  in  aanmerking  genomen  de  ongunstige 
toestand  in  Brazilië,  niet  wat  al  te  spoedig  heeft  laten  ont- 
moedigen, daar  het  toch  bekend  is,  dat  ook  variometers  met 
niet    gecompenseerde    deflectoren   zeer  bruikbaar  zijn.     Ook 
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in  het  waarnemen  van  de  variatie  der  inclinatie  slaagde  men 
niet.     De  inrichting  van  het  hiertoe  dienende  instrument  is 
geheel    overeenkomstig    het    zoo  even  beschrevene,   maar  de 
deflecteerende  horizontale  magneten  worden  vervangen   door 
vertikale    ijzeren    stangen,    aan    beide    zijden   der  magneet- 
naald,    tegeno\Lr    haar    midden,    op  ongelijke  hoogte  opge- 
hangen, zoodanig  dat  van  de  eene  stang  het  ondereind,  van 
de    andere    het    boveneind  nagenoeg  op  dezelfde  hoogte  der 
magneetnaald    komt.     De    aarde    induceert   in  deze  stangen 
magnetisme,  en  hetzelfde  heeft  plaats  als  b^  het  intensiteits- 
variatie-instrnment,  nl.  aan  de  beide  zijde  der  naald  komen 
verschillende    polen,    en    afwijking  der  naald  is  het  gevolg. 
Maar    ook    dit    instrument  weigerde  te  Para  zyne  diensten. 
De  vertikale  composante  van  het  aardmagnetisme  bleek  noch 
aldaar,    noch    later   te    Rio,    sterk    genoeg  te  zijn  om   eene 
voldoende    afwijking    te    weeg    brengen,    en  ook  inclinatie- 
variatie-waarnemingen moesten  dus  worden  opgegeven. 

Dat  de  vertikale  ijzeren  staven  op  sommige  plaatsen  in 
Brazilië  geen  voldoende  geïnduceerd  magnetisme  zouden  ver- 
krijgen om  de  variatie  der  inclinatie  aan  te  geven,  was  te 
voorzien,  daar  de  magnetische  equator  door  Brazilië  loopt, 
en  wellicht  ware  eene  inclinatienaald  op  messen,  voorzien 
van  een  afleesspiegeltje,  (eene  zoogenaamde  balans  van  Lloyd,) 
te  beproeven  geweest.  Even  als  by  de  horizontale  variatiên 
ligt  in  dit  geval  de  vraag  voor  de  hand,  of  men  niet  althans 
tijdig  voor  de  waarnemingen  in  Nicterohy  nog  geschikte 
toestellen  uit  Europa  had  kunnen  laten  overkomen. 

Maar  rapporteurs  willen  hier  niet  verder  over  uitweiden, 
daar  immers  hun  eigenlijke  taak  is  te  adviseeren  omtrent 
het  al  of  niet  opnemen  van  het  Verslag  van  Dr.  Rijcke- 
voRSEL,  in  de  Werken  der  Akademie.  De  variatiewaame- 
mingen  dan,  zoowel  te  Para,  als  te  Nicterohy,  die,  zooals 
gezegd  is,  enkel  de  declinatie  betreffen,  zyn  met  alle  zorg 
herleid  en  de  resultaten  in  verschillende  tabellen  med^e- 
deeld.  Door  vergelijking  van  een  drietal  absolute  declinatie- 
waarneraingen  van  Dr.  Rijckevoesel  met  de  gelgktydig 
gedane  aflezingen  van  den  heer  ENGELENBuao  werd  de  con- 
stante   afw^king  voor  een  bepaald  schaaldeel,  en  door  ver- 
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gelgking    van    eene    reeks    bepalingen   yan  beide  heeren  de 
'waarfe  van  elk  schaaldeel  bepaald. 

De  waarnemingen  werden  gewoonlijk  viermaal  daags 
verricht,  maar  op  vaste  tgden  ook  meermalen,  o.  a.  den 
1*"*  en  15^0  der  maand,  24  uren  achter  elkander  elk  uur. 
Den  27  Aug.  1883  des  namiddags  werden  storingen  waar- 
genomen, die  aan  de  uitbarsting  van  Erakataoe  werden 
toegeschreven. 

De  gemiddelde  afwijkingen  voor  al  de  uren  van  het  et- 
maal en  van  alle  maanden  des  jaars  zijn  nu  voor  beide 
plaatsen  zoo  goed  mogel^k  afgeleid. 

Als  eene  merkwaardigheid  kan  nog  worden  medegedeeld,  dat 
bg    onweer  te  Para  niet,  te  Rio  wel  storing  van  de  declinatie- 
naald  bg*^  eiken  bliksemslag  werd  waargenomen.  Te  Batavia 
'WBs  die  invloed  duidelgk  waarneembaar,  zooals  de  eerst  on- 
dei^eteekende  zich  herinnert  van  Bbrosma  vernomen  te  hebben. 
In  het  volgende  gedeelte,  door  Dr.  Rijckevoesbl  zelf  op- 
gesteld, en  gewijd    aan  de  absolute  waarnemingen,  beschrijft 
hg  eerst    de    volgorde    der    op    elke  plaats  gedane  waarne- 
mingen. Wg  stippen  alleen  aan,  dat,  om  niet  te  afhankelijk 
te    zgn    van    toevallige  lokale  storende  invloeden,  zijne  ge- 
woonte   was,    altyd    op    twee    punten,  die  eenige  tientallen 
meters  van  elkander  lagen,  de  waarnemingen  te  volbrengen. 
De    rust,    die  buiten  de  steden  heerschte,  maakte  dat   de 
waarnemingen    alJaar   verricht,    gewoonlijk    beter   overeen- 
kwamen, dan  die  welke  in  de  steden  gedaan  wer<l»n. 

Bg  de  beschrijving  zijner  declinatiewaarnemingen  geeft 
Dr.  RiJCKBVOESEL  van  den  daarby  gebruikten  uni/ilar  mag- 
netometerj  Kew  pattern,  van  Elliot  Bkotheks  te  Londen,  eene 
kritiek,  die  wel  behartiging  verdient. 

Reeds  bij  de  waarnemingen  in  den  O.-I.  Archipel  gedaan, 
werden,  zooals  de  rapporteurs  over  de  3^  verhandeling  op- 
merkten, verschillen  gevonden,  die  niet  moesten  voorkomen, 
indien  en  de  instrumenten,  en  de  waarnemings-methoden  goed 
waren.  Ook  hier  kwamen  dergelyke  verschillen  voor,  en 
Dr.  RiJCKEvoRSEL  noemt  sommige  oorzaken  op,  die  er  schuld 
aan  kannen  zgn.  Men  zou  wenschen  dat  de  Repsold's  den 
unifilar   eens    onderhanden    namen  om  er  werkel^k  een  m- 
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êtrument  de  prédsion  van  te  makeD.  Dan  zou  hg  er  zeker  ook 
op  rekenen,  dat  de  waarnemer  een  hoofd  heeft,  en  dus  het 
instrument  door  een  prisma  zoo  inrichten,  dat  niet  gewacht 
behoeft  te  worden,  totdat  de  zon  hoog  geuo^  staat  om 
boren  des  waarnemers  hoofd  in  het  zonnespiegeltje  te  scbijnen- 

Bg  inclinatiewaarnemingen,  waarbg  steeds  meer  dan  eene 
naald  gebruikt  werd,  (het  inclinatorium  was  van  John  Dotsk 
te  Gharlton,)  had  Dr.  Buckbvobsel  weer  de  bekende  erva- 
ring, dat  elke  naald,  al  worden  de  waarnemingen  volgens 
de  bekende  voorschriften  gecombineerd,  voor  en  na  de  om- 
keering der  polen,  toch  hare  ipersoonlgke  fout"  bezit.  Het 
schijnt  zeer  moeielgk  te  z^n,  althans  met  inclinatie-naalden, 
eene  nauwkeurigheid  te  bereiken  volkomen  gel^k  aan  die 
der  aflezing. 

De  bepalingen  der  horizontale  idensiteit  werden  met  het- 
zelfde unifilar-instrument  verricht,  dat  voor  de  declinatie- 
bepalingen  diende,  doch  hier  waren  de  slingertgden  en  de 
afwijkingen,  die  de  gebruikte  magneetnaald,  als  deflector 
aangewend,  op  twee  verschillende  afstanden  gaf,  de  g^e- 
vens  om  er  het  resultaat  uit  af  te  leiden. 

Er  volgt  nu  een  zoo  volledig  mogel^k  onderzoek  naar 
de  seculaire  variatie  der  drie  magnetische  elementen.  Hiervoor 
konden  dienen:  1^.  waarnemingen,  door  Dr.  Euckevokssl 
zelf  op  twee  verschillende  tgdstippen  gedaan  ;  2^.  waarne- 
mingen, vroeger  door  Forster,  Liais,  Mouchez  en  anderen  op 
verschillende  tydstippen,  maar  op  dezelfde  plaatsen  verricht; 
3^.  waarnemingen  van  anderen,  vroeger,  en  van  Dr.  Rucks- 
voASEL,  nu  verricht. 

Voor  de  declinatie  werd  met  vrjj  groote  nauwkeurigheid 
eene  jaarlyksche  toeneming  der  westelgke  declinatie  van  8',5 
gevonden;  voor  de  inclinatie  kwam  ter  nauwernood  eene 
variatie  aan  den  dag;  althans  van  het  zuiden  naar  het 
noorden  gaande,  gaf  Rio  +  O^^jOS,  Bahia,  Pemambuco, 
Ceara  en  Maranhao  zwakke  negatieve  waarden,  en  Para  weder 
0°,00,  zoodat  voor  de  geheele  serie  nul  werd  aangenomen. 
Voor  de  horizontale  intensiteit  gaven  eenige  goed  overeen 
stemmende  verschillen  —  0,0180. 

Ten  slotte  moeten  w^  er  nog  bgvo^en,  dat  voor  declinatie 
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en  Horizontale  intensiteit  ook  de  dagelijksche  variaties  werden 
aanj^ewend,  ten  einde  al  de  waarnemingen  op  een  gemeen- 
schappel^k  tijdstip,  nl.  den  1  Januari  1883,  te  10  uur  des 
morgens  te  herleiden. 

Dit  is  geschied  en  hiermede  z^n  de  eindtabellen  samen- 
gesteld, die  weder  tot  grondslag  gestrekt  hebben  van  de 
drie  kaarten,  waar  de  isogonen,  isoklinen  en  isodynamen  op 
zyn  aangebracht.  Deze  kaarten  z^n  dergelijke,  als  bij  de 
drie  verslagen  van  Dr.  Rijckbvoksel  over  zijne  waarnemin- 
gen in  den  O.-I.  Archipel  zgn  gevoegd  geweest. 

Rapporteurs    meenen  hiermede  de  bespreking  van  de  me- 
thoden   en  uitkomsten  te  kunnen  eindigen.     Ieder,  die  zich 
met    de    geregelde    waarnemingen    van   het  aardmagnetisme 
heeft    bezig  gehouden,  kent  de  groote  eischen,  die  daardoor 
aan  den  waarnemer  worden  gesteld.     Reeds  het  volbrengen 
der  omvangryke    berekeningen,   waarb^,  (dit  mag  voorzeker 
met  instemming  van  den  schr^ver  met  een  woord  van  waar- 
deering  worden    gezegd)    Dr.    Rijckevobsel  trouw  door  den 
heer  Engelenburg  werd  b^gestaan,  eischte  eene  groote  vol- 
harding.   Evenmin  behoeven  wg  te  zeggen,  hoezeer  de  ont- 
beering op  prys  is  te  stellen,  die  de  heer  Rijckevo&sel  zich 
moest    getroosten,   om    in    een  tropisch  klimaat  en  in  eene 
nauwe  boot  reizende,  by  het  afzakken  eener  rivier  op  gere- 
gelde afstanden  wetenschappelijke  waarnemingen  te  verrichten. 
Wg  zgn  overtuigd  dat  de  Afdeeling  de  wijze  waarop  Dr. 
VAK  Rijckevobsel  eenige  zgner  beste  jaren  aan  vretenschap- 
pelgke    ontdekkingsreizen    vol    bezwaren    heeft  gewijd,  van 
ganscher  harte  toejuicht,  en  het  is  ons  eene  aangename  taak, 
als  onze  meening  uit  te  spreken,  dat  de  door  hem  in  Bra- 
zilië verkregen  uitkomsten  een  belangrijk  geheel  vormen  en 
een    waardig   tegenhanger    zijn   van  hetgeen  hij  in  den  In- 
dischen    Archipel    heeft  tot  stand  gebracht.     Volgaarne  ad- 
viseeren   wg    dan  ook  tot  opneming  van  deze  Verhandeling 
in  de  werken  der  Academie. 

Utrecht  en  Leiden. 
December  1888.  j.  a.  C.  OUDEMANS. 

H.  KAMEBLINGH  ONNES. 


VERSLAG 


OKTUNT  BE 


▼E&HAin>sLiNG  VA.N  Dr.  J.  DE  TBIES. 

EEN  EANGSCmKKING  VAN  HET  PUNTENYELD  IX 
INYOLUTORISCHE  GROEPEN. 

(Uitgebngt  in  de  Yergadering  yan  29  December  18S80 


Ëen    kromme    JT»    van    den    n^^°   graad  is  bepaald  door 
^  n  (n  -f-  3)  ponten.    Denkt  men  zich  ter  bepaling  van  znlk 
een  kromme  echter  niet  \  n{n  -{■  3),  maar  één  punt  minder 
gegeven,    dan    gaan    er  door  deze  ^  n  (n  +  3)  —  1  gegeven 
punten    een    oneindig    aantal    krommen    Km  die  behalve  de 
gegeven    punten    nog  i  («  —  1)  (n  —  2)  andere  punten  met 
elkaar  gemeen  hebben.  Deze  verzameling  {K„)  van  krommen 
Kn  noemt    men    een    bundel ;    de  J  n  fn  —  3)  —  1  gegeven 
punten    en  de  J  (n  —  1)  n  —  2)  verder  nog  aan  alle  krom- 
men   gemeenschappelijke    punten,  die  door  deze  worden  be- 
paald,   vormen    samen    de    n^    basispunten  van  den  bundel. 
Stelt    men    zich    nu    verder    voor,    dat  de  J  n  (n  -f-  3)  —  1 
gegeven    basispunten    op    één    na  een  vaste  ligging  hebben 
en    deze    vaste   punten    ^i,  &2,  &3  ,  •  •  &  §  n  (« -{-  S)  ~  2  door  een 
bewegelgk    punt    /?    tot    ^  n  (n  +  3)  —  1    gegeyen    punten 
worden  aangevuld,  dan  zal  men  bg  eiken  stand  van  /9  een 
nieuw    stel    van    \{n  —  1)  (n  —  2)  bykomende  basispunten 
vinden ;   terw^l  dan  bovendien  de  groepen,  telkens  gevormd 
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door  het  willekeurig  aangenomen  punt  ft  en  de  door  dit 
punt  bepaalde  \(n  —  1)  (n  —  2)  basispunten,  de  eigenschap^ 
pen  bezitten  van  involutorische  groepen,  nl.  dat  een  punt 
Tan  bet  ylak  slechts  tot  één  bepaalde  groep  behoort  en 
deze  groep  door  elk  harer  punten  bepaald  is.  Het  onder- 
zoek dezer  involutorische  groepen  {ft)  maakt  het  onderwerp 
uit  van  de  verhandeling,  over  welke  w^  thans  verslag  uit- 
brengen. 

In     de    eerste  plaats  wyst  Dr,  db  VaiES  —  in  het  voet- 
spoor   tredende  van  Dr.  Emil  Wbyr  —  aan,  wat  men  on- 
der coïnddentiepunten  y,  onder  coïncidentiegroepen  (y),  onder 
vertakkingspunten    cp    te    verstaan    heeft.     Daarbg    komt  h^ 
met    behulp    van  z^n  onderzoekingen  omtrent  involuties  op 
kromme  l^nen  {Verslagen  en  Mededeelingen,  reeks  3,  deel  4, 
blz.     332)    tot    het    besluit,  dat  de  meetkundige  plaats  der 
comcidentiepunten    van    het    stelsel    een    kromme    Cs  (« —  i) 
van  den  graad  3  (n  —  1)  is.     Deze  uitkomst  is  niet  nieuw. 
Want   de   bedoelde  kromme  is  de  kromme  van  Jacobi  voor 
het  net  ((Jf„))  der  krommen  K^j  die  door  de  ^  n  (n -|-  3)— 2 
vaste  punten  b  gaan. 

Wanneer  een  der  punten  ft  van  een  groep  {ft)  een  rechte 

Ign    L  doorloopt,  beschreven  de  overige  punten  dier  groep 

een    zekere    kromme    M;    de    bepaling   van  den  aard  dezer 

kromme    vormt   een  der  belangrijkste  deelen  van  schrijver's 

onderzoek.  Deze  kromme  M  blijkt  van  den  n^  —  1»*«°  graad 

te  zgn  en  in  elk  der  punten  b  een  n-vondig  punt  te  hebben. 

Gaat  L  door  een  der  punten  6,  dan  scheidt  de  kromme  uit 

het    net,    die  in  dit  punt  b  een  dubbelpunt  heeft,  zich  van 

de  kromme  M  af;  is  L  de  vereenigingslijn  van  twee  punten 

6,    dan   herhaalt  zich  dit  nog  eens.     De  eigenl^ke  kromme 

M  is    dus    in   het  eerste  geval  van  den  n^  —  n  —  l»*««i,  in 

het  tweede  geval  van  den  n*  —  2  n  —  1*^^^  graad,     Hieruit 

nu  is  in  het  algemeen  af  te  leiden,  wat  de  overige  punten 

ft   eener    groep    {ft)    doen,   als  men  een  der  punten  ft  een 

kromme    beschreven    laat.     Als    ft    een    kromme    van   den 

^dra  graad    doorloopt,    die    achtereenvolgens    A^-maal   door 

bi  gaat,    dan   beschrgven  de  overige  punten  ft  een  kromme 

van  den  graad  m  {n^  —  1)  —  nS  Jh^  die  mn  —  S  hi  —  A^- 
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maal  door  bi  gaat.  Van  deze  meer  algemeene  oitkoiiuii 
die  onmiddell^k  uit  schrgyers  resultaten  volgt,  -wordt  alleea 
het  geval  beschouwd,  dat  /9  de  kromme  Tan  Jaoobi  doorloopt» 
in  welk  geval  er  dan  rekening  mee  te  honden  is,  dat  deze 
kromme  zelf  tot  de  bedoelde  meetkundige  plaats  behoort 
Maar  de  Heer  de  Vribs  leidt  den  graad  dezer  >  vertakJüngê" 
kromnu"   V  langs  anderen  weg  af. 

Een    tweede   hoofdpunt   in  de  beschouwingen  van  Dr.  ds 
Ybub  betreft  de  involutie  van  de  groepen  der  ^  (n  —  l)(n — 2) 
punten    /?,    die    bg    de    punten    eener  rechte  l^n    behooren. 
Deze    involutie,    gelegen    op    de    bij    de  Ign    L  behoorende 
kromme    If,    blgkt  2(n^  —  1 )  (n  —  3)  dubbelpunten   te  heb- 
ben; de    verbindingslynen    der    tot  een  zelfde  groep   behoo- 
rende punten    /?   omhullen  een  kromme,  waarvan  de  klasse 
4(n* — l)(n — 2)(n — 3)  is.  Deze  uitkomsten  wordendoorden 
schryver    a%eleid   met  behulp  van  een  nieuwe  meetkundige 
plaats,    nl.    die    der   tot  een  zelfde  groep  behoorende  paren 
van   punten  /?,  die  collineair  zijn  met  een  g^even  punt  a. 
Deze   meetkundige  plaats  is  een  kromme  A'  van  den  graad 
}  (n  —  1)  (n  —  2),  die  a  tot  J  (n  —  1)  (n  —  2)-voudig  punt 
en    de    gegeven    punten  fr  tot  n  —  2-voudige  punten  heefL 
Op  haar  beurt  wordt  de  graad  dezer  hulpkromme  gevonden 
met    behulp    van  het  aantal  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  der  neutrale 
paren  van  de  involutie  1\  door  het  net  {{K))  op  elke  rechte 
Ijjn    L   bepaald,  die  de  3  (n  —  1)  sngpunten  dezer  l^n  met 
de  kromme  van  Jacobi  tot  haar  n^  —  1  sngpunten  met  haar 
kromme  M  aanvullen. 

Ook  als  we  ons  tot  het  aanstippen  der  hoofdzaken  be- 
palen, moet  nog  worden  vermeld,  dat  de  Heer  de  Vribs 
twee  bgzondere  gevallen  nader  onderzoekt.  In  het  eerste 
wordt  ondersteld,  dat  n  van  de  gegeven  punten  b  op  een 
rechte  Ign  —  en  meer  algemeen,  dat  np — \  {p — 1)  (p— 2) 
dier  punten  op  een  kromme  Kp  van  den  p^^^  graad  —  ge- 
legen z^n.  £n  in  het  tweede  bgzondere  geval  wordt  aan- 
genomen, dat  eenige  der  g^even  punten  b  zich  tot  aan  alle 
krommen  van  het  net  gemeenschappel^ke  veelvoudige  punten 
vereenigd  hebben, 

Yoor   zoover   ons    bekend    is,  zgn  de  door  den  Heer  di 
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Yerkregen   uitkomsten    voor    het    meerendeel  nieuw; 
ons  oordeel  verdieut  z^n  verhandeling  ten  volle  in  de 
erlren  der  Akademie  te  worden  opgenomen. 

Groningen  en  Leiden^ 
December  1888. 

P.  H.  SCHOUTE. 

D.  BIERENS  DE  HAAN. 


ÉENE  EANGSCHIKK1N6 


TAN  EST 


PÜNTENVELD  IN  INVOLUTORISCHE  GROEPEN, 


DOO& 


JAN   DE  TBIES. 


In  eene  yerhandeÜDg:  Sur  la  transformaiian  conjuguée  *) 
heeft  Dr.  P.  H.  Schoutb  de  involutorisch  birationeele  trars- 
formatie  onderzocht,  welke  bi)  een  bundel  krommen  van 
den  derden  graad  met  zeven  vnste  basispunten  door  de 
beide  overige  veranderl^ke  basispunten  wordt  bepaald,  en 
verder  aangetoond,  dat  deze  overeenkomst  ook  b^  krom- 
menbundels  van  hooger  graad  kan  ontstaan,  wanneer  in  de 
vaste  basis  veeWoudige  punten  worden  aangenomen.  De 
volgende  bladzgden  bevatten  beschouwingen  over  de  groepen 
van  basispunten  der  bundels  van  vlakke  krommen,  welke 
begrepen  zyn  in  een  net  met  i  n  (n  -|-  3)  —  2  vaste  punten. 

1.  Alle  krommen  JT^,  die  i  n  (n  -(~  3}  —  2  punten  6 
gemeen  hebben,  vormen  een  net  ((^i»)) ;  de  krommen  van  dit 
net,  die  bovendien  een  punt  fi  gemeen  hebben,  behooren 
tot  een  bundel  {Km),  waarvan  de  basis  uit  de  punten  6,  het 
punt  /?  en  \  {n  —  1)  (n  —  2)  punten  /?'  bestaat,  die  met 
/y  eene  involutorische   groep    (/?j  vormen.   Hebben  de  door 


*)  ABSOciation   frangaise   pour  ravancemeiit  des  ticiences,  Qmgrèt  de 
Uontpellier,  IS79. 


(93) 

een  punt  y  bepaalde  krommen  Kn  in  dat  punt  eene  gemeen- 
schappelijke raakl^n,  dan  zijn  daar  twee  punten  /?,  /?'  tot 
een  >  coincidentiepunf'  vereenigd  :  zulk  eene  » coincidentie- 
groep*'  (y)  bezit  dan  nog  \  n  (71  —  3)  » vertakkings- 
punten'*    y. 

De    kromme   B^  van    het  net,  welke  in  het  punt  h^  een 

dabbelpant  bezit,  behoort  tot  alle  {Kn)  waarvoor  /?  in  eene 

bepaalde    richting   met  b^  is    samengevallen ;    zij    bevat   dus 

de    punten  ft\  die  h^  tot   groepen  {ft)  aanvullen.    Door   de 

dubbelpnntsraaklynen    van  h^  worden  twee  coincidentiegroe- 

pen    bepaald:  de  meetkundige  plaats  C  der  coincidentiepun- 

ten  y   gaat    dus    twee    maal    door  h^  en    heeft    met  B^  de 

raaklignen   in    het  dubbelpunt  gemeen.  Op  elke  Kn  van  het 

net    irormen    de    groepen    {ft)  eene  involutie  /,,  waar    «  = 

\  n  (n — 3)  +  2,    welke  door  eiken  bundel  van  {[K„))  wordt 

ingesneden  en  2  {g   -}-   8  —   1)  coincidentiepunten  bezit  *). 

Behalve  deze  2  (n  —   l)(n  —   2)  punten  heeft  de   »coinci- 

dentiekromme"     C    in     elk     punt     b    twee      punten     met 

de     bedoelde    Kn    gemeen ;     zg     is     dus     van     den    graad 

[2  {n  —  l)(n  —  2)  +  {n  —  l)(n  -|-  4)] :  w  =  3  (n  —  1). 

2.  Bestaat  tusschen  de  bundels  (Kn)'  en  {K„y\  die  in 
{[Kn))  door  {fty  en  {ft)"  zgn  aangewezen,  eene  (;?,  5')  over- 
eenkomst, dun  snyden  zij  de  willekeurige  lijn  L  volgens 
twee  reeksen  in  (np,  nq)  overeenkomst,  waarvan  de  a/ (p -j- y) 
coincidentiepunten  sngpunten  van  toegevoegde  krommen  zijn. 
Daar  de  overeenkomst  op  eene  door  b^  getrokken  lijn  in 
eene  ((n  —  l)p,  (n —  1)  y)  ontaardt,  gaat  de  kromme  van 
den  graad  «  (p  -f  9),  die  door  de  bundels  wordt  voortgebracht, 
{p  -f  g)  maal  door  elk  punt  b.  Evenzoo  blykt,  dat  zg  g 
resp.  p  maal  gaat  door  de  punten  (ft)'  resp.  (/:?)".  Door  de 
transformatie,  welke  aan  een  punt  ft  de  overige  punten  der 
groep  {ft)  toevoegt,  gaat  deze  kromme  in  zich  zelve  over. 

Komt  voor  het  geval  g  =  p  de  Jï«,  welke  de  beide  bun- 


*)  J.  DE  Vbi£s^  Over  kwadrupelinvoluties  op  bikwadratische  krommen. 
(yersl.  en  Med.  3^*  reeks,  deel  IV,  bl.  322).  y  stelt  hier  het  geslacht  vau 
den  drager  voor, 
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dels  gemeen  hebben,  p  maal  met  zich  zelve  overeen,  dan 
ontaardt  de  voortgebrachte  kromme  in  eene  K^p^  die  p  maal 
door  de  punten  b  gaat  en  de  groepen  (/?/  en  (/9)"  niet 
meer  bevat. 

3.  Wordt  de  overeenkomst  van  (Kn)'  en  (Kn)"  zoo  ge- 
regeld, dat  toegevoegde  krommen  elkander  op  de  kromme 
C  sngden,  dan  is  q  =z  p  :=z  2  {n  —  1)  (n  —  2),  daar  C 
door  elke  Km  buiten  de  vaste  basis  in  2  (n  —  1)  (n  —  2) 
punten  gesneden  wordt.  Van  de  voortgebrachte  kromme 
scheiden  zich  af  de  aan  beide  bundels  gemeenschappelgke 
2(n — l)(n — 2)  maal  te  tellen  Kg  en  de  dubbel  te  tellen  C,  en 
er  blflfk  over  eeue  kromme  K  van  den  graad  4  n  (n — l}{n — 2) 
—  2  ft  (fi  -  l)(n  —  2)  —  6  (n  —  1)  =  2  (n«  —  l)(n  —  3), 
die  ik  ivertakkingskromme*'  noem,  daar  zg  de  punten  bevat, 
welke  de  punten  /  tot  groepen  aanvullen.  Omdat  de  drie 
krommen  samen  4(n  —  l).n  —  2)  maal  door  bi  gaan  en  C 
en  Kn  samen  4  +  2  (n—  l)^n  —  2)  doorgangen  opleveren, 
heeft   V  in  de  vaste  basispunten  2  n(n  —  3)voudige  punten. 

De  2  n  (n  —  3)  in  bi  vereenigde  punten  q>  behooren  tot 
even  zoovele  doorsneden  van  Bi  met  C;  daar  deze  beide 
krommen  in  elk  der  overige  \  n  (n  -j-  3)  —  ;J  punten  b 
(n^  +  3  n  —  6)  punten  gemeen  hebben,  liggen  er  6  in  6^1 
waaruit  op  nieuw  blijkt,  dat  By  en  C  de  dubbelpuntsraak- 
Ignen  gemeen  hebben. 

4.  Voegt  raen  twee  krommen  iT.' en  Kn'\  welke  elkander 
op  de  l^n  L  sngden,  aan  elkander  toe,  dan  vormen  de 
bundels  eene  (n,  n)  overeenkomst,  waarin  hunne  gemeen- 
schappel^ke  kromme  n  maal  met  zich  zelve  overeenkomt. 
De  punten  van  L  worden  dus  tot  groepen  (/i)  aangevuld 
door  de  punten  eener  kromme  M  van  den  graad  (n*  —  1), 
die  n  maal  door  de  punten  b  gaat,  en  behalve  met  L  nog 
^  n{n  —  3)  maal  met  zich  zelve  overeenkomt. 

Van  de  sngpunten  van  M  en  L  liggen  er  3  (n  —  1)  op  C; 
de  overige  (n  —  l)(n  —  2)  komen  paarsgewyze  met  elkander 
overeen  en  z^n  de  neutrale  paren  der  involutie  van  den  n^" 
graad  en  2*^*"  rang,  welke  door  {\,Kn))  op  L  wordt  ingesneden, 
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Gaat  L  door  ftj,  dan  zijn  (JT»)' en  (X«)"  in  eene  (n — l,n — 1), 

k«rwyl    hunne    gemeenschappelijke    K^    (n  —  1)    maal    deel 

«uimaakt  van  de  door  hen  voortgebrachte  kromme  van  den 

^raad  2  «  («  —  1);  ^  wordt  dan  vervormd  in  eene  kromme 

"van    den   graad   {rfi  —  n  —  1),    die    (n  —  2)    maal    door  J^, 

C«  —  1}   maal   door   elk   der   overige  punten   b    gaat.  Deze 

verlaging  van  den  graad  der  kromme  M  is  toe  te  schrijven 

aan    het    feit,    dat    met  bi  overeenkomt  de  kromme  B^  als 

meetkundige    plaats    der    punten  ft\  welke   met  bi  groepen 

(/?)  vormen. 

Op  dezelfde  w^ze  bl^kt,  dat  de  Af,  waaiin  de  door  bi 
en  62  getrokken  L  vervormd  wordt,  in  -Bj,  B^  en  eene 
kromme  van  den  graad  [n^  —  2w  —  Ij  ontaardt,  die  (n  —  3) 
maal  door  b^  en  door  &£,  (n  —  2)  maal  door  elk  der  overige 
b  gaat. 

5.  Van  de  (n^  —  1)^  sngpunten  van  M-^  en  Jfj,  waarin 
i]  en  L^  door  de  groepen  (/?)  vervormd  worden,  liggen  er 
n-  in  elk  der  \  {n  —  1)  (w  -|-  4)  vaste  basispunten,  terwijl 
er  \  (n  —  1)  (n  —  2)  met  het  sn^punt  van  ij  en  Zgeene 
groep  (/?)  vormen.  De  overige  \  n{n  —  3)  (n^  —  1)  kunnen 
gebracht  worden  tot  (n^  —  1)  groepen,  die  elk  door  een 
sn^punt  van  L^  met  M^  en  een  snijpunt  van  L^  met  M^ 
tot  eene  {ft\  worden  aangevuld.  Een  stralenbundel  wordt 
dus  niet  in  een  krommenbundel  getransformeerd ;  dit  is  een 
gevolg  van  het  feit,  dat  M^  met  My  -}-  -^n  ^9,  "^et  M^  -}-  -^2 
overeenkomt. 

Door  twee  punten  «  en  /?  gaan  \  {n  —  1)^  (n  —  2)* 
krommen  M\  deze  ontstaan  door  vervorming  uit  de  lynen 
L,  die  de  punten  der  door  a  bepaalde  groep  met  de  punten 
van  (/?)  verbinden.  Behooren  de  twee  punten,  tot  eene  groep 
(/?),  dan  bepaalt  elke  l^n  door  2  punten  van  (/?)  eene  J/, 
die    de    gegeven   punten  bevat;  het  aantal  krommen  is  dan 


/^(n2_3«+4A 


6.     De  krommen  van  ({Kn))i  welke  door  het  punt  o  gaan, 
bepalen  op  de  l^n  L  eene  ipvolutie  vap  den  n^^°  ffraad  metj 
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2  (w —  1)  coincidentiepunten ;  de  meetkundige  plaats  (o,Ly] 
der  (n  —  l)-tallen  van  punten^  in  welke  de  kromme  ^n»  dis 
Z  in  p  aanraakt,  den  straal  op  bovendien  angdt»  gaat  dus 
2  (n —  1)  maal  door  o,  en  is  van  den  graad  3(n — 1).  Elke 
van  hare  doorsneden  met  L  is  blijkbaar  dubbelpant  op  eene 
A'„  van  het  net.  De  involutie  ƒ»  ontaardt  op  eene  doori^ 
getrokken  lijn  in  eene  /«^i,  waardoor  de  graad  Tan  (o,  L) 
met  twee  verlaagd  wordt:  de  meetkundige  plaats  der  dubbel- 
punten  van  ((A'm))  gaat  dus  tweemaal  door  elk  punt  6  en  is 
van  den  graad  3  (n  —  1).  Daar  elke  K^  met  dubbelpunt 
d  een  bundel  bepaalt,  waarvan  de  krommen  in  d  twee  ponten 
gemeen  hebben,  is  d  een  der  punten  y :  de  meetknndige 
plaats  der  dubbelpunten  is  dus  identiek  met  de  coincidentie- 
kromme. 

7.  Samenvattende  heeft  men  dus :  » Doorloopt  een  baraa- 
>punt  van  een  bundel  algemeene  vlakke  krommen  van    den 
^^den  graad  met  i  (n  —  1)  (n  -f  4)  vaste  basispunten  eene 
»rechte,  dan  beschryven  de  overige  veranderlyke  basispunten 
»eene  kromme  van  den  graad  (n* —  1)  met  n  voudige  punten 
»in   de    vaste    basis;    gaat  de  bedoelde  rechte  door  een  der 
>  vaste  basispunten,  dan  maakt  de  kromme  A'ji,  welke  in  dat 
>punt  een  dubbelpunt  bezit,  deel  uit  van  de  overeenkomstige 
» kromme.  Doorloopt  een  basispunt  de  kromme  van  den  graad 
»3  (n —  1),  die  de  dubbelpunten  van  krommen  K^  bevat,  en 

1  tweemaal  door  de  vaste  basis  gaat,  dan  beschrijven  de  ove- 
»rige  basispunten  eene  kromme  van  den  graad  2  (n* — 1)  [n — 3j 
>met  2n(n — 3)voudige  punten  in  de  vaste  basis." 

8.  Liggen  n  punten  b  in  eene  rechte  Ki,  dan  vormen 
de  overige  ^  (n  —  1)  (n  +  2)  —  1  met  4  (n  —  2)  (n  —  3) 
andere  punten  c  de  basis  van  een  {K^^i),  Elk  op  Ki  ge- 
kozen punt  /?  bepaalt  dan  een  (üT»),  die  uit  Zj  en  (Kn^i) 
is  samengesteld,  zoodat  de  door  /?  aangewezen  groep  (Ji)  uit 
de  J  (n  —  2)  (n  —  3)  punten  c  en  (n  —  2)  willekeurige  pun- 
ten van  Ki  bestaat.  Met  elk  punt  c  komt  dus  de  geheele 
Ifln  Ki  overeen,  met  elk  punt  van  Ki  de  punten  c  benevens 
de   lyn    Ki   zelve.     De    kromme    C  ontaardt  dan  in  iL|  en 
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wae  kromme  C  van  den  graad  (3w  —  4),  terwgl  -if,  na  af- 
icheidmg  van  de  Ign  K^^  eene  kromme  van  den  graad  {rfi  —  2) 
»lgkt    te   zgn,  die  (n  —  1)  maal  door  de  op  K^  gelegen  punten 
^9  n   maal  door  de  overige  h  en  een  maal  door  de  punten  c 
gaat.    Wordt  L  door  een  op  K^  geplaatst  basispunt  Jj  getrok- 
ken,  dan  is  M  van  den  graad  (n^  —  n  —  2),  (daar  de  kromme 
J?!   deel  uitmaakt  van  de  met  L  overeenkomende  kromme), 
en    lieeft   in   het  punt  h^  een  [n  —  3)voudig,  in  de  overige 
op    K^     gelegen    h  een  (n  —  2)voudig,  in  de  buiten  K^  ge- 
plaatste   h    een  (n  —  l)voudig    punt.     Gaat    L  daarentegen 
door     een    niet    op   K^    gelegen  punt  i,  dan  is  dit  laatste, 
evenals    de   basispunten    op   K^y    een   (n  —  2)voudig    punt 
der    kromme   M    van   den   graad   (n*  —  n  —  2),  terwgl  de 
overige  punten  6    (n  —  l)voudige  punten  zijn. 

Xannen  «  p  —  \{'p  —  1)  (/?  —  2)  basispunten  van  ((ii^«)) 
door  eene  K^  verbonden  worden,  dan  bepalen  de  overige 
\{n  —  />)  fn  —  i>  +  3)  —  1  een  (J5Cn-jE>)i  tot  welks  basis  nog 
\  (n  —  p  —  2)  (71  —  />  —  1)  punten  c  behooren.  Een  punt  ft 
op  Kp  wordt  dan  door  de  punten  c  en  \'p{^n — p  —  3) 
willekeurige  punten  van  K^  tot  eene  (/?)  aangevuld;  met 
elk  punt  c  komt  de  kromme  A^,  overeen.  De  willekeurige 
lijn  Jj  wordt  dan  vervormd  tot  eene  kromme  van  den  graad 
(n®  — p^  —  1),  daar  de  met  elk  sngpunt  van  L  en  Kp  over- 
eenkomende Kp  j9-maal  tot  M  behoort. 

»Z^n  np  —  \{p  —  1)  (/?  —  2)  punten  der  basis  van 
»een  {j^K^  met  eene  K^  incident,  dan  wordt  eene  l^n  L 
>door  de  groepen  (,/?)  in  eene  kromme  van  den  graad 
»(n*  — p^  —  1)  getransformeerd,  die  (n  — ;7)-maal  door  de 
»op  Kp  gelegen  basispunten,  n-maal*  door  de  overige  en  jo- 
urnaal door  de  punten  c  gaat,  die  de  buiten  Kp  geplaatste 
» basispunten  tot  de  basis  van  een  {Kn^p)  aanvullen.  Bevat 
>L  een  punt  6,  dan  ontaardt  de  overeenkomstige  kromme 
in  de  K„  met  dubbelpunt  b  en  eene  kromme  van  den  graad 
(n^  — p^  —  n  —  1);  gaat  L  door  een  punt  c,  dan  maakt 
^Kp  deel   uit  van  de  door  vervorming  verkregen  kromme." 

9.     De    meetkundige   plaats   N  der  met  een  punt  o  col- 
lineair gelegen  punten  /?,  /i'  wordt  in  o  aangeraakt  door  de 
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Ignen,    welke   dit  punt  verbinden  met  de  J  (n  —  1)  («  —  ^) 
punten  der  groep  f/?),  waartoe  o  behoort,  en  bevat  cp  eiken 
straal  uit  dit  punt  de  neutrale  paren  der  door  ({K„))  ingesne- 
den i^„,  zoodat  A"  van  den  graad   J  (n  —  1)  (n  —  2)  is.  Ete 
straal  o b^  wordt  door  A*  behalve  in  o  en  de  |(n  —  2)  (n  —  3)J 
neutrale  paren  der  door  ((K^))  bepaalde  I^n^\  no^  gesneden 
in   de  (n  —  2)  punten,  welke  hg  met  -Bj  gemeen   heeft,  en 
die  elk  met  bi  een  der  ontbrekende  puntenparen  vervangen ; 
N  gaat   dus   (n  —  2)  maal  door  elk  der  ^  (n  -f-  4)  (n  —  1) 
basispunten  van  het  net. 

Doorloopt  o  eene  rechte  i?,  dan  hebben  de  Yerschillende 
krommen  iV  de  (n  —  2)voudige  punten  benevens  de  neu- 
trale paren  der  op  R  ingesneden  1\^  dus 

k  (n+4)(n-l)(»i-2)«  +  (n-l)(n-2)  =  ^  (n-l)(n-2)(n8  +  2»-6) 

punten  gemeen.  Zg  vormen  een  stelsel,  waarvan  er  door  be^ 
willekeurige  punt  fi  i{n  —  1)  (n  —  2)  gaan,  n.  1.  de  krommen, 
behoorende  bg  de  sng  punten  van  R  met  de  Ignen,  welke /f 
met  de  punten  van  {/i)  verbinden.  Alle  t.  o.  v.  {{K^))  be- 
paalde krommen  N  vormen  een  stelsel,  waarvan  twee  wil- 

A  (♦»*  —  3  n  +  2)V  , 
lekeunge   punten  a  en  /7  er  (  I    bepalen; 

zg  komen  overeen  met  de  punten  o,  die  met  een  paar  rer 
bindingslgnen  van  a  resp.  fi  met  een  punt  van  (a)  resp. 
(/?)  incident  zgn. 

10.  Op  eene  kromme  Q  van  den  graad  n(p  +  ^),  welke 
door  eene  (p,  q)  overeenkomst  van  twee  tot  het  net  be- 
hoorende bundels  ontstaat,  dus  door  de  groepen  (/?)  in  zich 
zelve  vervormd  wordt,  bepalen  deze  groepen  eene  involutie 
/,,  (waar  a  =  J  (n^  —  3  n  -f-  4))  waarvan  p  resp.  g  groepea 
door  eene  Km  van  een  der  bundels  worden  ingesneden;  deze 
involutie  is  dus  niet  gelgksoortig  met  de  involuties,  welke  ik 
1.  c.  heb  beschouwd.  Q  wordt  door  de  coincidentiekromme 
C  buiten  de  basis  van  {{K^))  nog  in  3  (n  —  1)  n  (p  +  ?)  — 
{n  +  i){n-l)  {p  +  q)  =  2  {n-  l)  («  -  2)  (p  +  j)  pun- 
ten  gesneden,  die  de  coincidentiepunten  der  Ig  zgn. 
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Met  eene  JV  heeft  Q,  behalve  de  punten  6, 
Xft-l)  (n— 2)  n  (p+g)  -  i  (n+4)(ri«l)  (n-2)  {p+q)  = 

!)(« — 2)®  (/)+g)  punten  gemeen,  die  ^(n — l)(n — 2)^(p4"?) 
het  punt  o  collineair  gelegen  paren  der  /#  vormen;  de 
oluiiekromme  ^  is  dus  van  de  klasse  ^{n—1)  (n— 2)^  {p  +  q). 
Komt  in  twee  door  eene  (p,  p)  verbonden  bundels  de  ge- 
tnschappel^ke  K»  j^maal  met  zich  zelve  overeen,  dan 
^ngen  zg  eene  kromme  P  van  den  graad  np  met  p-vou- 
dige  punten  b  voort,  die  door  C  in  hare  2p  (n — 1)  (n — 2) 
coincidentiepunten,  door  eene  N  in  i/?(n — 1)  (n — 2)*  paren 
der  Ig  gesneden  wordt,  welke  de  door  o  getrokken  raak« 
l^nen  van  S  leveren. 

Voor  ƒ>  =  1  gaat  P  over  in  eene  Kn  van  het  net,  en  kan 
Is  door  eiken  tot  ((^«))  behoorenden  bundel  worden  inge- 
sneden; de  boven  gevonden  aantallen  geven  dan  ook  voor 
p=  1   de  I.  c,  (bl.  322)  afgeleide  waarden. 

Eene  Ign  L  en  de  kromme  M,  waarin  zij  door  (/?)  ver- 
vormd wordt,  kunnen  samen  als  eene  ontaarde  kromme  F 
van  den  graad  rfi  beschouwd  worden ;  de  op  haar  ingesneden 
involutie  is  dan  samengesteld  uit  eene  puntenreeks  en  eene 
li  {t=^  (n  —  1)  (n  —  2)).  Van  de 

3^n— 1)  (n^-l)  —  n(n+4)  (n— 1)  z=  (n— 1)  (2n»— 4n— 3) 

doorsneden  van   M  met  C  zijn  de  3  (n — 1)  tevens  op  £  ge- 
legen coincidentiepunten  van  (/?)  geen  coincidentiepunten  van 
de  It ;  voor  deze  is  het  aantal  coincidenties  dus  2  (n^ —  1)  (n — 3). 
Met  N  heeft  M 

»  («2  — l)(n-l)(n-2)  -  i  (n  +  4)(n--l)n(n  —  2)  — 
=  i  (n— 1)  (n  — 2)  (2ffi—in—d) 

punten  gemeen  ;  daaronder  bevinden  zich  J  (n  —  1)  (n-^  2) 
punten,  die  de  sn^punten  van  Ij  en  N  tot  neutrale  paren 
aanvullen;  de  overige  vormen  de  met  o  collineair  gelegen 
paren  der  It :  de  involutiekromme  is  dus  van  de  klasse 
4  (»«  -  1)  (n  -  2)  («  -  3). 

>De  involutie  der  groepen  (/?)  op  de  kromme,   in  welke 
>zg    eene  rechte  lijn  vervormen,  heeft  2  (r^  —  1)  (n  —  3) 

7* 
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I 

>coincideiitiepQiiten,  terwijl  de  zgien  ier  door  hen  bepaalde 

>  veelhoeken  een  kromme  van  de  klasse  ^  (n* — 1)  (n —  2)  {«  —3)  \ 

>  omhullen/*  ' 


11.  Hebben  de  krommen  van  een  ({Kn))  in  keen  Iroudi^' 
punt,    dan    kan  de  graad  der  kromme  ^,  welke  de   panten 
fi    bevat,    die  X  tot  (/?)  aanvullen,  door  de  volgende  over- 
weging bepaald  worden.     Toegt  men  aan  elke  kromme  van 
een    tot  het  net  behoorenden  (K^)'  de  l  krommen  van  (K^y 
toe,  welke  in  X  met  haar  eene  raaklyn  gemeen  hebben,  dan 
brengen  deze  bundels  in  (Z,  l)  eene  kromme  van  den  graad 
2nl  voort,  die  2iU  maal  door  elk  /:-voudig  basispunt,    maar 
(2/^4-1)  maal  door  X  gaat;  immers  onder  de  coincidenties 
der    puntenreeksen,    welke    de    bundels  op  een  straal   uit  k 
insngden    komt   X   zelf   als    raakpunt  van  twee  gekoppelde 
krommen  voor.    Daar  nu  de  gemeenschappelijke  kromme  der 
bundels  /  maal  tot  het  voortbrengsel  behoort,  is  A  van  den 
graad  nZ,    gaat  zig  kl  maal  door  een  i-voudig  basispunt  en 
(P  4-  1)  maal  door  X. 

Eene  door  (p,  q)  overeenkomst  van  2  bundels  voortge- 
brachte Q  gaat  k(p  -f  ^)  maal  door  een  i-voudig  basispunt  ; 
dit  blgkt  uit  het  ontaarden  der  (np,  nq)  van  twee  coUocale 
puntenreeksen  in  eene  ((n  —  k)  p,  (n  —  k)  q)^  zoodra  de 
drager  het  ifc-voudige  punt  bevat.  De  kromme  J/,  in  welke 
eene  rechte  L  door  de  groepen  (ft)  getransformeerd  wordt, 
heeft  dus  een  n  /:-voudig  punt  in  elk  X:-voudig  basispunt. 
Is  L  met  het  Z-voudig  basispunt  X  incident,  dan  wordt 
n  —  q-=.n  —  /  en  de  graad  van  M  daalt  tot  (n*  —  nl  -  1) ; 
de  kromme  gaat  {nl —  l^  —  1)  maal  door  A,  en  {n  —  l)k 
maal  door  een  A:-voudig  punt  6.  De  verlaging  van  gntad 
is  natuurlgk  weer  het  gevolg  van  de  afscheidipg  der  kromme 
y/,  die  met  X  overeenkomt;  hier  bl^kt  op  nieuw,  dat  deze 
kromme  van  den  graad  nl  is  met  (Z^  +  l)-voudig  punt  A. 

12.  De  /^ü— i,  welke  ((^»i))  op  eene  door  X  getrokken 
L  bepaalt,  bezit  \  {n  —  l  —  1)  (n  —  l  —  2)  neutrale 
paren,    welke    ook    op    M   liggen;    de   overige  punten,  die 
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L  en  M  buiten  X  gemeen  hebben  (hun  aantal  bedraagt 
(n2  — nZ— 1)  — (n/-  l^  —  \)  —  {n  —  l  —  \)  {n  —  l  —  2)  = 
3  (n  —  t)  —  2)  worden  door  de  coincidentiekromme  inge- 
sneden ;  daar  C  yan  den  graad  (3n  —  3}  is,  heeft  zg  dus 
in  X  een  (3/  —  l)-7oudig  pmit. 

Bestaat  de  basis  van  het  net  uit  t^  enkelvoudige,  i^  dub- 
bel-,   «41  m-Youdige  punten,  dan  heeft  C  met  elke  Kn 


m 


buiten    de   basis   om  p  =   3  n  (w  —  1)  —  JS  k  (3  k  ^  l)%k 

punten  gemeen.  Wordt  de  overeenkomst  van  2  in  ((^«)) 
begrepen  bundels  zoo  geregeld,  dat  toegevoegde  krommen 
hetzelfde  punt  van  C  projecteeren,  dan  is  door  hen  voort- 
gebrachte kromme  van  den  graad  2  np  samengesteld  uit  de 
p-maal  getelde  tot  beide  bundels  te  rekenen  f  „ ,  de  dubbel 
getelde    C   en   de   vertakkingskromme    F;   deze  is  dus  van 


IR 


den  graad  3  (n  —  1)  (n*  —  2)  — •  n  -2*  A  (3  A  —  1)  i^,  en  gaat 
k  p  —  2  (3  A  —  1)  maal  door  een  i-voudig  punt  6. 

13.  Bezit  de  basis  van  {{Kn))  een  ^-voudig  punt  x  en 
een  /-voudig  punt  A,  dan  zal  de  (.^ii),  die  door  een  punt 
van  xX  bepaald  wordt,  in  die  rechte  benevens  een  {Kn-\) 
ontaarden  met  {k  —  1)  en  {l  —  l)-voudige  punten  in  x  en  A, 
zoodra  i{rfi  -(-  3  w  —  4)  —  (*  -f-  /j  =  i  (n  —  1)  {n  +  2)  —  1 
of  i  -f  Z  -=  n.  Dan  wordt  elk  punt  /?  van  x  X  door  eenige 
willekeurig  te  kiezen  punten  dier  lijn  in  verband  met  de 
van  de  punten  b  verschillende  basispunten  van  {Kn^i)  tot 
eene  groep  (/?)  aangevuld,  zoodat  x  X  deel  uitmaakt  van  de 
kromme  M.  Daar  het  geslacht  der  K^  is 

m 

(^  =  i  (n  —  1)  (n  —  2)  —  -2"  i  A  (i  —  ])  u 

2 

en  dat  der  Kn-i 

<,'=  i(n-2)(«-3)-  \^  ^k{k-l)ii-{k-l)-{l-})\  = 


m 


=  \{n  —  \){n-2)  —  2:\k{k-\)n, 
is  dit  kenmerkende  getal  voor  beide  hetzelfde. 
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Door  uitbreiding  yan  deze  beschouwing  komt  men  tot 
deze  algemeene  uitkomst: 

>  Behooren    tot    de    basis    van    {{Kf^))   h  =  4  />  Cp  +  S) 

> veelvoudige   punten   van   de   graden    2|,  l^.  .  .  .  U  ,    ierwgl 

k 
>JS  Ij  =  np  —  i  (p  —  1)  (jf?  —  2),  dan  is  de  Zl,  welke  deae 

1 

>A  punten  vereenigt,  jt>-maal  begrepen  in  de  krommen,  waarin 
>de  Ign  L  vervormd  wordt,  zoodat  de  eigenlyke  kromme  JU 
»dan  vau  den  graad  {rfi  — p^  —  1)  is." 

Immers  de  bedoelde  h  punten  vervangen  als  {y  —  1)  tou- 
dige  punten  ^  lj{lj  —  1)  basispunten  van  {Kfi^p)^  dus  fy  min- 
der dan  wanneer  zg  ^-voudige  punten  van  {{Kn))  zgn.  Is  nu 

1 

dus 
^(ffi  +  Sn-4)-Sy  =  ^{n-p){n-p  +  S)—h 

dan  bepalen  de  punten  b  een  bundel  krommen  van  den 
graad  (n  —  jt?),  die  een  keer  minder  door  de  h  punten  gaan 
dan  de  krommen  K^.     Het  geslacht  der  K^^p  is 

i(n-p-l)(n-p-2)-  jlii{A-l)ü-i(/y-l)j  = 

=  [i  (n-1)  (n-2)  -  1  i  A  (A  -1)  » J  -  ^  {p  -1)  (p-2), 

dus  {{p  —  !)(/>  —  2)  eenheden  lager  dan  het  geslacht  der 
krommen  K^ . 


BOUWSTOFFEN  VOOR  DE  GESCHIEDENIS 


DEE 


WIS-   EN  NATUURKUNDIGE  WETENSCHAPPEN 


IN  DE  NEDERLANDEN. 


DOOB 


».   BIËBENS  D£  HAAN. 


N^.  XXXI.    Eenigb  brieven  van  Constantyn  Huyqens,  den 

VADER,    AAN   PATER   MaBIN   MeRSBNNE. 

Toen  b^  den  verkoop  der  Bibliotheek  van  den  Lord  Ash- 
BURNHAM  verschillende  gedeelteo  der  Bibliotheek  van  den  ver- 
maarden O.  LiBRi  naar  Frankrgk  terugkeerden,  werd  m^ne 
aandacht  gevestigd  op  eenige  brieven  aan  M.  Mersenne, 
geteekend  door  G.  Huygens.  Het  bleek,  dat  deze  verza- 
meling meerendeels  brieven  van  Constantyn  Huyoens,  den 
vader,  bevatten:  slechts  enkele  brieven  waren  van  Ghris- 
tiaan  Huygens. 

Van  de  laatste  zgn  onder  de  stukken  van  Ghristiaan 
Huygens,  die  thans  door  ons  bewerkt  worden,  geene  af- 
schriften of  minuten  gevonden :  en  evenmin  zfjn  van  de  eerste 
brieven  afschriften  opgenomen  in  de  Lettres  Frangaises  van 
Constantyn  Huygens,  die  in  de  Bibliotheek  van  de  Kon. 
Akademie  van  Wetenschappen  berusten. 

Voor  een  groot  gedeelte  worden  de  vermelde  brieven  opge- 
nomen in  het  >  Supplément"  van  het  tweede  deel  der  Oeuvres  et 
Correspondance  de  Christiaan  Huygens.  De  overigen,  die  voor  dit 
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laatste  doel  minder  geschikt  schenen,  zijn  toch  in  menig  op- 
zicht belangrijk.  Zij  worden  in  dit  opstel  aangeboden  aan  heD^ 
die  belang  stellen  in  geschiedkundige  en  biographische  stadiën. 


T.    CONSTANTYN    HuYOENS    AAN    M.    MeBSENNE. 

15  December  1641. 

Le  bon  Veglinus  a)  commence  a  prendre  racine  ou  je 
Tay  planté,  et  son  maistre  (qui  est  seigneur  de  grand  mérite) 
m^en  89ait  autant  de  gré  que  luy,  dont  je  suis  tres  ayse ; 
car  comme  disent  nos  Pseaumes  Rimes,  mon  vouloir  est 
d*a7der  aox  yertueux,  qui  de  bien  yivre  ont  acqois  la 
louange  etc.  et  je  commence  a  m'asseurer  que  ce  garqon 
sera  trouvé  tel  intus  et  in  cute. 

Les  petits  traictes  que  M.  Grotius  b)  a  publiés  depaisi 
quelque  temps  en  9a,  tant  sur  les  passages  de  Antichro  ^) 
que  sur  la  Consulte  de  Cassander  ^)  (lequel  je  n'ay  encor 
veu)  font  courrir  des  bruicts  desesperéb  de  sa  personne,  plu- 
sieurs  le  tenants  a  la  yeille  de  la  Revolte,  qaelques  assen- 
rant  qu*il  auroit  esté  veu  a  la  messe.  C'est  ce  que  ponr 
moy  je  croy  aussi  peu  de  luy  que  de  moy  mesme;  mais 
cependant  tous  prie  m'advertir  un  peu  de  ce  que  yous 
S9avez  de  ses  intentions.  C*est  un  rare  personnage,  et  jamais 
n'aurions  nous  faict  perte  plus  sensible  depuis  la  Reforma- 
tion,  mais  j*espere  que  dieu  ne  l'abandonnera  pas. 

Si  YOUS  ayez  de  la  familiarite  aveq  Ie  S^  de  Ia  Miltiere  c) 
je    YOUS    prie   de  luy    demander  la  Yeue  d'une  lettre  ^)  que 


0)  Het  is  mij  niet  mogen  geluidien  om  uit  te  maken,  wie  deze  Yecldhts 
(toch  niet  een  Vkgblin?)  of  zijn  >r maistre"  is. 

b)  HüGO  Geotiüs,  die  toen  reeds  in  Paris  woonde. 

e)  Thêopiiilb  Brachet  db  la  Milletière,  geboren  omstreeks  1596, 
en  overleden  in  Mei  1665,  was  protestant,  studeerde  in  Heidelberg,  en 
zette  zich  te  Paris  neder,  eerst  als  advocaat,  later  als  godgeleerde.  In 
hoog  aanzien  bij  de  Protestanten,  trachtte  hij  tusschen  deze  en  de  Roomsch- 
katholieken  eene  toenadering  te  bewerken.  Dit  had  echter  ten  gevolge,  dat 
hij  in  1642  in  den  ban  werd  gedaan.  In  1645  ging  hij  toen  bepaaldelijk 
tot  de  Roomsche  kerk  over,  en  schreef  sedert  heftig  tegen  de  Protestanten. 
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M.  Binet  d)  luy  a  escrit  dernieremeut  sur  Ie  subject  de  sed 
ileraiers  iivres  ^)  dont  il  luy  avait  demaDdé  son  advis.  Ja- 
mais bromllon  presomptueux  ne  fut  mené  de  meilleure  sorte. 
Je  Tappelle  toujours  ainsi,  et  si  vous  en  jugez  autrement, 
je  YOU8   diray  que  yous  ne  Ie  cognoissez  pas. 

Pardonnez  a  la  franchise  dont  je  yous  entretiens,  je 
ehangeray  de  style  quand  yous  Ie  Youdrez,  mais  si  yous  me 
permettez  d'en  user  ainsi,  je  yous  anonce  mesme  liberte, 
caedimus  inq;  Yicem  e.q.n.  e),  et  il  me  semble  que  cela  osté,  il 
n^y  a  point  d'amitié  qui  ne  cloche.  En  tout  cas  la  miene 
YOUS  demeure  acquise  aYeq  tout  Ie  service  dont  je  suis  ca- 
pable,  et  je  suis  pour  toujours 

Monsieur, 

A.  la  Haye,  oü  il  faict  Vostre  très-humble  serviteur 

un  hyYer  desesperé,  C.  Hüygbns. 

15  Decemb-  1641. 


IL     CoNSTANTYlï   HuYGBNS   AAN   M.    MbRSENNE. 

7  April  1642. 

Monsieur, 

Voyant    par   la   copie   du  petit  sicle  qu'il  yous  ik  plu  de 
m^euYoyer    que    c'est    la    mesme   chose  que  nous  aYons  icy 

d)  Ajtdbeas  Rivet,  waarschijnlijk  den  S^en  JiJi  1572  te  Saint-Maxent 
geboren  en  op  1  Januari  1651  te  Breda  overleden,  was  de  zoon  yan  een 
aanzienlijk  handelaar  Jean  Rivet  en  Gathabine  Ga&del.  Als  protestantsch 
geestelijke  te  Thouars,  had  hij  grooten  invloed  bij  de  Protestanten  in  Frank- 
rijk. Den  14d«  October  1620  werd  bij  Professor  in  de  godgeleerdheid  te 
Leiden.  In  dat  jaar  overleed  zijn  eerste  \rouw  Süsannb  Oiseaü,  die  hij 
in  1596  gehuwd  had.  In  Augustus  1621  hertrouwde  hij  met  Mabia  du 
MouLiN  te  Oxford,  alwaar  hij  fellow  der  Universiteit  werd.  Naar  Frank- 
rijk teruggekeerd  om  zijn  zaken  te  regelen,  wilde  men  hem  daar  behou- 
den, doch  hij  verkoos  in  ons  land  te  blijven.  In  1632  werd  hij  Gouverneur 
van  Prins  Willem  II,  en  in  1646  benoemde  Frede&ik  Hend&ik  hem 
tot  Curator  der  nieuwe  Universiteit  te  Breda.  Hij  was  een  geleerd  theo- 
logant  van  veel  belezenheid,  en  schreef  veel,  ook  bij  de  theologische 
twisten  van  dien  tijd. 

e)  Een  aanhaling  uit  Persii  Satira  IV,  vers  42. 


(m) 

je  ne  yoüs  envoye  qu'ane  estampe  da  grand,  areq  Ie  poids 
de  l'un  et  de  l*aatre.  Ge  grand  donq  pese  (icj  bas  je  Yons 
interpreteray  nostre  poidn)  dix  Engelsche  et  dix  grains.  Le 
petit  semblable  au  vostre,  huict  Engelsche  et  trente  graina ; 
le  tont  examiné  tres  exactement.  Ces  Engelsche  sont  sabdi- 
visions  de  Tonce,  que  vous  partissez  en  gros  et  deniers  et 
voyci  comme  nous  la  distribuons. 

Le  marq  h,  8  onces   comme  aussi   5  francs  et  quasi  par- 
tout  ailleurs. 

L'once  20  Engelsche. 

L*Engelsche  32  grains. 
de  ces  Engelsche  je  vous  adjoints  icy  {,  |,  1,  2  et  3,  mar- 
ques    d*encre  et   puis  1,  2,  S  et  4  grains,  de  sorte  qae  ne 
S9auriez  plus  manquer  de  s^avoir  tres  justement  le  poids  de 
notre    grand    sicle    qui   est   piece  antique  aussi  entiere  qae 
j'en  ay  jamais  veu  portant  tres  distinctement  le  Jeruschalaim- 
Bakkedoschah  —  nsrinpn  D^^tt^1"i>  et  de  Tautre  coté  Ie  Schekel- 
Israël  bmu^  hp^>  Si  la  piece  etoit  a  moy,  comme  je  ne  la 
s^auray  avoir,  je   seroy   bien  ayse  de  tous  en  accommoder. 

On  m'a  trouvé  du  drap  d'eslite,  qu'aujourd'hui  je  mets 
entre  les  mains  de  TAgent  de  Glargesa)  qui  m'a  promis 
de  Yous  la  faire  tenir  par  les  rouliers  de  Calais.  Le  per- 
sonnage  en  pourra  porter  le  deuil  de  son  impudence,  et 
du  reste,  en  ce  qui  me  r^arde  et  ses  compositions  que 
j'estime  tant,  en  usera  ^  sa  fantaisie:  je  suis  assez  resolu 
de  ne  luy  en  demander  plus,  de  peur  qu'il  n*en  pretende 
encor  quelque  pieces  de  drap  blanq. 

Par  de  mes  dernieres  voos  avez  receu  la  deffense  ^) 
de    M.    Descartes,   sous   le   nom   de    Begius6)  contre  Yoe- 


a)  De  Glargues  was  de  Hollandsche  consul  te  Calais  en  komt  ook 
in  de  Correspondence  de  Chr.  Hutgsns  voor;  hij  was  bekend  wegens  zijne 
littlpvaardigheid  jegens  de  Hollanders. 

b)  Hbkeicus  d«  Rot  (r=  Regius),  geboren  te  Utrecht  den  29«««»  Juli 
1598  en  aldaar  overleden  den  21«t«»  Januari  1684,  werd  in  1624  te  Tra- 
neker  Artium  Liberalium  Magister  en  Medicinae  Doctor,  en  vestigde  zicli 
toen  te  Utrecht»  waar  hij  een  vurig  aanhanger  van  Dbscabtbs  werd.  In 
1638  werd  hij  aldaar  Professor  in  de  medicijnen  en  kruidkunde.  Spoedig 
geraakte  h^  met  Sanguebbxus  en  Yoetius  in  twisti  die^  in  1640  en  1641 
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fins  e),  au  petit  moine  supposé  a)  faict  imprimer  de  la  repli- 
qae  *)  la  dessus,  que  je  vous  envoyeray  des  qu'elle  verra  Ie 
jour.  Sn  attendant  vous  trouyerez  icy  la  censure  de  TAcademie 
d'ütrecht  '^)  en  grosse  lettre  marquant  la  faiblesse  du  dict 
Yoetius  et  ensemble  son  pouvoir  parmi  les  collegues,  induits 
par  sa  seule  autorité  de  publier  une  censure  si  impertinente. 
Sic  sententiam  de  sententia. 

Yoyci  d'ailleurs  la  moitié  de  M.  Bivet  contra  Grotium  ^). 
Tont  Ie  livre  estoit  trop  gros  pour  un  ordinaire.  Entre  icy 
et  la  sepmaine  qui  vient  yous  Taurez  leu  jusques  la.  Le 
reste  suivra.  Beaucoup  d*aff^^"  me  font  lever  manum  de 
tabxüa,  disposez  de  moi  et  croyez  que  je  suis 

Monsieur 

A  la  Haye,  le  Vostre  tres  humble  servit' 

7™«  de  April  1642.  C.  Huygbns. 


UI.     GON8TA.I9TT17    HUYGENS    k    M.    MeBSSNI^E. 

11  Januari  1644. 

Lettre    touchant    les  proprietez,  et  qualites  et  differences 
du  Ha  OU  Cha,  et  du  Té. 

Monsieur, 

Voyci    le    jeunn'homme,    le    S*"  Elzevir  a)    fils  de  nostre 


met  afwisselend  gevolg  gestreden,  eindigde  met  de  overwinning  van 
YoETiüa,  die  toen  als  Rector  Magnificus  van  zijn  macht  gebruik  maakte. 
Later  echter,  toen  Descaktes  met  Regixjs  in  strijd  geraakte,  werd  deze 
zijn  tegenstander. 

e)  GiJSBERT  Voet,  geboren  te  Heusden  den  3*en  Maart  1588  en  over- 
leden te  Utrecht  den  !•*«>  November  1676,  studeerde  te  Leiden  in  de 
godgeleerdheid,  en  werd  in  1617  predikant  te  Heusden;  in  1634  vertrok 
hij  naar  Utrecht  als  Hoogleeraar  in  de  theologie.  Hij  was  een  heftig 
Qomarist,  en  vurig  bestrijder  van  de  Roomschen  en  van  de  Remonstran- 
ten.  Ook  ijverde  hij  hevig  tegen  Descaktes. 

a)  Jean  Elzevier,  oudste  zoon  van  Abraham  Elzevier  en  Gatharina 
VAK  Waesbsrghb,  wcrd  einde  Februari  1622  geboren  te  Leiden  en  is  al- 
daar den  8«t«o  Juni  1661  overleden;  hij  volgde  zijn  vader  op  in  de  druk- 
kerij te  Leiden.  Hij  huwde  Eva  va»  Alphen,  geboren  te  Leiden  29  Maart 
1620  en  aldaar  overleden  18  Maart  1695,  die  de  zaak  na  zijn  dood  nog  eenigen 
tijd  voortzette.    Zij  hadden  2  zoons  en  2  dochter  , 


(108) 

Imprim^  b)  k  Leiden,  qui  m'a  toujours  promis  d'estre  Ie 
porteur  de  ces  pacquets  de  Té,  et  s'est  trouvé  arresté  icy 
par  la  contrarietë  des  vents  jusques  a  psent.  La  saison 
toutefois  se  disposant  a  Ia  gelee  je  Ven  charge  de  bonn'henre, 
de  peur  qu*il  ne  m^eschappe  soudainemt. 

Faictes  Ken  reeognaistre  par  les  friands  la  difference  quü  . 
y  a  entre  Ie  Ha  ou  Cha  et  Ie  Té  commun.  Le  premier  est  Té 
aussi,  mais  la  fleur  de  l'herbe  et  de  bien  plus  grande  vertu 
qui    a    la    verité,    n'est   pas  pour   m't/  affriamlir:  car  desfa 
Vordin^.  niest  trop  fort^  et  niempesche  si  absolument  ds  dor- 
mirj  que,  malgré  moy,  il  fault  que  je  m*en  abstiene,  l*esti- 
mant    d'ailleurs    comme   une   herbe  merveilleuse  et  saincte, 
tant  je  Tay  trouvé  capable  de  raffiner  et   subtiliser  Tesprit, 
a  qui  a  besoin  de  Temployer  en  affaire  soit  serieuse  oa  de 
plaisir.  mon  eloge  en  est  cognu  icy,  c'est  qu*un  homme  qoi 
a  prins  du  Té  vault  doublemt  sa  iraleur  ordinaire  en  gaignani 
la  conception  prompte,  fertile,  aysée,  et,  qui  plus  est,  infa- 
tigable:  c*est   un  grand   point  en  occasion  de  necessité  ur- 
gente.   J'en  laisse  le  reste  k  Texperience  et  m*offire  a  vous 
en  faire  encor   avoir  davantage,   si  le  desirez.  au  moins  dn 
commun,  qui  seul  est  de  ma  cognoissance,  n*en  ayant  jamais 
prins,  n*y  tasché  de  prendre  d*autre. 

Je  Yous  baise  les  mains  et  au  bonhomme  qui  yous  doibst 
servir  d*essayeur,  et  suis  Monsieur, 

A  la  Uaye  le  11<^  de  Janvier  Yostre  tres  humble  serv. 

1644.  C.  HuYGBWs. 

Après  vous  avoir  escrit  par  Tordr. 


b)  Abraham  Elzevier,  oudste  zoon  van  Matthiexj  Elzevier  ciiBar- 
BARA  LoFES,  werd  deu  14d«n  April  1592  te  Leiden  geborenen  stierf  aldaar 
den  14^eo  Augustus  1652.  Hij  studeerde  te  Leiden  (ingeschreven  11  Fe- 
bruari 1604)  in  de  letteren,  huwde  den  21»tcn  Mei  1621  Catharina  vab 
Waesberghe,  de  dochter  van  den  Rotterdamschen  drukker.  In  September 
1022  trok  zijn  vader  zich  uit  de  firma  terug,  en  hij,  hoewel  vooral  boek- 
drukker, kwam  in  zijne  plaats;  zoo  ontstond  de  finua  Bokavehtura 
EV  Abraham  Elzevier,  die  30  jaren  duurde,  eigenlijk  de  bloeitijd  Tan 
de  Elzeviers.  Bij  zijn  dood  liet  de  Leidsche  Universiteit  eene  medaille 
voor  hem  slaan.  Hij  kreeg  5  kinderen,  waarvan  de  oudste  zoon  Jka5  hem 
opvolgde,  en  de  beide  andere  zoons  een  anderen  loopbaan  kozen. 
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IV.     CONSTANTYN    HUYGENS    AAN    M.    MbRSENNB. 

21  Augustus  1646. 
Monsieur. 

Pendant    que    vous    avez   pensé    yous  esloignera)  Ie  plus 

de  moy,  j*ay  eu  Ie   bien  de  vous   veoir  de  prés  a  la  Haye, 

dans  un  portraicti  assez  médiocre  qu'avait  porte  Ie  S'  Sor- 

bière  6)    de    Paris.  A  eest  heure  icy  je  donne  la  bienvenue 

a  Toriginal,  et  vous  remercie  de  la  faveur  que  m'avez  voulu 

faire   de  m'adresser  de  vostre  retour.   Ce  que  vous  avez  ap- 

prins   au  voyage  de  Tinventeur  des  nouvelles  Lunettes  d'ap- 

procbe  par  des  machines  si  aysées  me  plaist  fort,  mais  j'ay 

de    la    peine    ^  imaginer  qu*^  la  longueur  de  3  pieds  elles 

fassent    l'effect  de  celles  de  6  ou  7.    Celi  semble  repugner 

aux   principes  optiques.    Mais  en  tout  cas  usque  quo  abuti- 

mini    patientia  nostra?   Quand  est  ce  que  les  fran9ais  pro- 

diiiront  les  grandes  choses  qu'ils  promettent  tous  les  jours? 

Ayons    une    de    ces   Lunettes    par  vostre  moyen,  et  je  suis 

content  de  la  payer  au  triple  ou  quadruple.  J'attendray  cela 

de  vos  soings,  ou  jamais  ne  feray  plus  compte  de  ces  grands 

hiatus  de  vos  prometteurs. 

Je  n'ay  pas  encor  veu  Ie  Simplicius  ^)  de  M^  De  Saumaise  c), 


d)  Mebsenke  was  zijn  laatste  reis  naar  Italië  gaan  doen  en  daarvan 
nu  teruggekomen. 

b)  Samubl  Sorbièee,  geboren  te  Saint-Arabroise  (Gard)  den  Vï^tn  Sep- 
tember 1615,  vergiftigde  zich  9  April  1670  te  Paris;  hij  werd  als  wees 
opgevoed  ten  huize  van  zijn  oom  Samüel  Petit.  Bestemd  tot  protestantsch 
predikant,  gaf  hij  de  voorkeur  aan  de  geneeskunde:  daarin  te  Paris  ge- 
promoveerd, ging  hij  nog  in  1646  naar  den  Haa^.  In  1650  werd  hij  direk- 
teur  van  het  College  te  Orange;  hij  ging  in  1653  tot  de  roomsche  gods- 
dienst over  en  in  1660  werd  hij  Historiographe  du  Roi;  sedert  1667  dwaalde 
bij  overal  rond.  Hij  was  een  lastige  intrigant,  dan  eens  vleiend,  dan  we- 
der hekelend;  stelde  fortuin  boven  roem;  een  geleerde,  maar  van  opper- 
vlakkige kennis,  met  een  geest  zonder  orde. 

e)  CiiAUDE  Saumaise  (=  Salmasiüs),  zoon  van  Benionb  Saumaise 
Seigneur  de  TaUly,  Bouze,  St.  Loup,  en  Elisabeth  Priot,  werd  den  13*«n 
April  1588  te  Sémur-en-Auxois  geboren  en  stierf  te  Spa  den  S^en  September 
1653.  Hij  reisde  veel,  werd  protestant  en  huwde  in  1623  AnweMercier, 
die  hem  6   kinderen   schonk.    In   1632  werd  hij  Hoogleeraar  te  Leiden, 
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estant  absent  de  la  Haye  depais  quelques  mois  cl),  et  non  a 
loysir  poar  ces  entretiens  la,  mais  selon  ce  que  m'en  mande 
M""  Rivet,  je  comprends  que  c'est  la  Ie  traicte  mesme  de 
Transubstantiation  contre  Grotius  ^^*)  et  au  jugement  de 
cestuy  notre  amy,  la  plus  achevée  pièce  qu'il  ayt  encor 
veu  en  ceste  matiere  de  laquelle  souffrez  qu'un  Laïe  vous 
die  qu*fk  sun  advis,  c'est  la  moins  difScile  de  tout  ce  que 
nous  disputons  ^  ceux  qui  entendent  Ie  stile  de  l'Ecriture, 
OU  qui  veulent  entendre,  comme  dit  Ie  satyrique  non  parant 
insanire  ratione  modoque,  mais  pour  tout  cela  je  n'espere 
pas  que  jamais  nous  nous  entendions  la  dessus. 

Il  importe  trop  a  TEglise  de  Rome  que  Terreur  (j*allay 
dire  la  fourbe)  ne  paroisse.  Voyci  bien  Ie  langage  d'un  franc 
Huguenot  k  un  homme  de  vostre  profession,  mais  a  un  homme 
de  Yostre  distinction  il  n*est  pas  insupportable. 

Il  y  a  longtemps  que  j'ay  eu  du  jeusne  Yossius  e)  son 
Epistre  de  S^  Ignace  ^^)  et  vault  bien  la  peine  de  la  veoir 
mais  bien  plus  Ie  vaudra  ce  que  M.  Saumaise  voudra  pro- 
duire  sur  les  notes  de  Cicéron  et  Tiron/)  dont  j'  avouë 
n'aroir  jamais  bien  pu  comprendre  Ie  vray  usage,  a  sfavoir 
comment  il  a  esté  possible  qu*ils  s*en  soient  servi  aveq  faci- 
lite  et  promptitude;  conditions  fort  requises  aux  chiffres 
des  gens  d*affaires* 

Pour  chose  nouvelle  je  vous  annonce  que  Ie  Prof^  Rc^us 


hoewel  hij  andere  aanzoeken  van  de  Universiteiten  te  Padua,  Bologna 
en  in  Engeland  had  afgeslagen.  Later  verbleef  hij  gemimen  tijd  aan  het 
hof  van  koningin  Chustika  van  Zweden.  Hij  gaf  vele  werken  uit 

d)  HuTGKNS  was  sedert  den  SO^t»»  Mei  met  Prins  Frederik  Hsndrik 
op  reis,  om  zich  bij  het  leger  te  voegen  [Dagboek]. 

0)  IsAAC  Vossius,  de  zesde  zoon  van  den  Hoogleeraar  Gerardus  Jo- 
HANNES  Yossius  en  Elisabbth  Junius,  werd  in  1618  te  Leiden  geboren 
en  stierf  te  Londen  den  2 laten  Februari  16S9.  Hij  reisde  van  1641  tot 
1646  in  Frankrijk  en  Italië,  vertrok  in  104S  naar  koningin  Christuta 
van  Zweden,  maar  keerde  in  1654  naar  Holland  terug,  vertoefde  in 
1663  in  Frankrijk,  en  vertrok  in  1670  naar  Engeland,  waar  hij  Canon  of 
Windsor  werd.  Zijne  rijke  bibliotheek  werd  later  voor  ƒ33000  voor  de 
Leidsche  bibliotheek  aangekocht. 

/)  Deze  commentaren  hebben,  zoo  verre  mij  bekend  is,  nimmer  het 
licht  gezien. 
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B  Utrecht,  qu'a  souffert  martyre  pour  la  cause  de  M'  Des- 
cartes  contre  Voetius,  produict  toute  ceste  Philosophie  natu- 
relle, en  un  beau  livre  in  4^  qu'il  nomme  Fundamenta  Phy- 
sica  ^^)y  qui  enfin  sera  un  corps  achevé  aveq  beaucoup  de 
bonnes  figures,  on  dit  que  M.  Descartes  n*est  pas  satisfaict, 
car  en   quelques  points  audet  a  dictatore  discrepare. 

La  chose  se  conduisant  a  son  desceu,  mais  par  une  pre- 
face  il  aura  soin  de  protester  amplement  que  tout  ce  qu'il 
y  aura  de  bon  a  son  oeuure  ne  provient  que  de  ce  grand 
personnage  duquel  il  établira  et  Ie  mérite  au  plus  haut 
point;  comme  il  est  bien  raisonnable,  jamais  k  mon  ad  vis 
les  sciecles  n'ayant  rien  produict  de  tel.  J'en  ay  desja  jus- 
qaes  a  296  pages,  et  rimprimé  tire  vers  la  fin  et  vous  en 
aurez  un  explaire  a  la  premiere  commodité. 

Vous    faictes  trop  d'honneur  i  mes  Pseaumes  ^^)  de  vous 

informer  de  ce   qu'ils   sont  devenus.  Le  S'  Gobert^)  les  a 

tons  en  mains  aveq  quelques  Airs  Italiens  h)  que  je  pretens 

d'y  joindre  et  peu  de  fran9ois  i)  qui  vont  venir.  Quand  tout 

sera  ensemble   je  vous  recommanderay    une  partie  du  soing 

de  ceste  impression,  si  tant  est.  Le  demier  Psaume  k)  a  esté 

un    de    profundis,   que  je   sonffre  bien  que  vous  examiniez, 

un  plus  recent  que  j'envoye  encor  présentment  a  M.  Gobert, 

est  sur  les  paroies  du   142  ^  memor  fui  dierum  antiquorum 

eet.    Par  dessus  la  basse  j'ay  adjousté  Ia  Tablature  du  Luth. 

parce  que  le  subject  m'a  convió  a  le  jouer  dans  un  ton  fort 

bizarre,    et  duquel  toute  main    ordinaire  ne  viendroit  pas  a 

bont,  sans  me  faire  tort,  qui  suis  fort  chatouilleux  du  choix 


ff)  Thomas  Gobbrt,  uit  Picardië,  werd  in  1630  kanunnik  te  St.  Quen- 
tin.  Hij  was  een  goed  musicus,  en  daardoor  zeer  bevriend  met  Constan- 
TTH  HuTOENs;  hij  bezorgde  de  uitgave  .van  zijne  Pathodia  Sacra  door 
den  uitgever  Robeat  Ballaud,  unieus  Regiae  Musicae  Typographus  te 
Paris. 

h)  Zie  in  het  werk,  #Musique  et  Musiciens  au  XVIIe  siècle,  Correspon- 
dance  et  Oeuvre  musicales  de  Cokstantik  Huygbns,  publiées  par  W.  J.  A. 
JovcKBLOEi  et  J.  P.  N.  Land.  Leyde  E.J.Brill.  1882.  4°  de  if Pathodia  sacra 
ei  Profana  occupaiC'  de  Nos.  XXI— XXXII. 

f)  Zie  in  hetzelfde  werk  de  Nos.  XXXni— XXXIX. 

k)  Zie  in  hetzelfde  werk  het  Nr.  XX. 
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des  Ghordes,  poar  animer  Ie  chant  y  trouvani  des  differen- 
ces  merveilleuses  et  mysterieases. 

M.  Ie  Premier  l)  m'cscrit  d'un  jeusn'homme  m)  qoe  1^ 
S'  Gobert  aaroit  trouvé  p'  moy.  Je  vous  prie  d*en  prendre 
et  de  m*en  donner  cognoissance  a  ce  que  je  puisse  s9aToir 
combien  il  me  seroit  propice.  Mais  Tabsence  de  Ia  conr 
retardera  tout  cecy  —  Ie  S*"  Gobert  ayant  a'  la  suivre. 
J'attendray  donq  en  patience,  mais  en  impatience  de  vos 
lunettes,  sans  lesqaelles  il  n*y  a  plus  d'amitié?  Sia,  sia, 
car  je  suis  et  serai  toujours 

Monsieur, 

Vostre  tres  humble  et  tres  afi^«  serriteur 

C.    HUYGENS. 

Au  camp  de  8t  Gilles  pa'is  de  Waes  en 
Flandre  21  Aoüt  1646. 


y.    c!0nstantyn  huygens  aan  m.  mfrsennk. 

13  Januari  1648. 

Monsieur. 

Je  voy  bien  que  vous  ne  lisez  pas  mes  lettres  qu*en 
passant  et  aliud  agens.  Voiey  je  pense  la  3  ou  4^  fois  que 
je  vous  rememore  les  quesfcions  que  je  vous  a?oy  pro- 
posées,  touchant  la  conformation  et  bonté  des  Luths,  et 
vous  n^avez  jamais  daigné  m*en  dire  un  seul   mot.     Cepen- 


/)  Hier  is  bedoeld  de  ^premier  Escuyer  du  Roy:" 

Hekri  de  Beeinghem,  geboren  in  1603  te  Paris,  en  aldaar  oTerleden 
den  30B*«tt  Maart  1692;  hij  was  de  kleinzoon  van  Pierre  deBerikghek, 
van  Nederlandschcn  oorsprong.  Deze,  zoowel  als  zijn  zoon,  waren  hofbe- 
dienden  bij  Hekri  IV  en  Louis  XIII:  ook  de  kleinzoon  bekleedde  die  be- 
trekking, maar  werd  in  1630  verbannen.  Hij  trok  toen  naar  Zweden  en 
kwam  in  1634  in  dienst  van  Stadhouder  Frederik  Hei^drik  ;  later  keerde 
hij    terug  aan  het  Fransche  hof.  Hij  was  een  groot  vriend  van  Constav- 

TTK  HüTGBMS. 

m)  Mr.  AvRiL,  door  Gobert  aanbevolen  als  #jeune,  de  bonnes  moeois 
et  gar^on  de  coeur,  excellent  musicien"  (in  diens  brieven  van  17  Juli  en 
25  November  1640,  in  het  werk  van  noot  A),  pageCCXV,  CCXVIIj.  Hij 
kwam  in  den  Haag  omstreeks  half  December  :646. 
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dani    je    persiste   dans  Ie  dessin  de  yous  satisfaire  par  mes 

propre»    experiences    sur  ia  plus  part  de  vos  questioDS  tou- 

chant  Ie  Canon  a),  maLs  comme  cela  doibt  se  faire  au  rivage 

de  la  mer,  oü  il  ne  faict  pas  bon  se  promener  par  la  rudesse 

de  ceste  saison,  je  croy  que   vous  me  donnerez  Ie  loysir  de 

veoir   nn  peu  remonter  plus  Ie  soleil  devant  que  d'y  hasarder 

ma  santé,  qui   s^ebransle   aysement,  et  est  subjecte  aux  de- 

fluxions.    Ainsi,   je    yous    pourray    envoyer   des  experiences 

meclianiques,  et  moy   mesme  m'embarasser  aux  medicinales, 

et    comme    dit    un    cavalier    Romain,    entendant  lire,  teste 

nae,    dans    salie  ouverte,  oü  il  faisait  grand  froid,  certaine 

Balie  d'indulgence  pour  autant  de  mil  ans,  et  un  Catarrho 

di    piu    en    mettant   son    chapeau  et  sortant  de  la  de  peur 

de  se  morfondre,  et  que  Ie  pape  ne  fust  capable  de  Ie  guerin 

Yous   ne  seriez  pas  bien  ayse  de  me  veoir  dans  ce  prcdica- 

nient  la.    Par   ainsi,  nous  attendrons  quelque  temps  a  vous 

r^aler  de  ces  experiences  et  cependant  je  demeure 

Monsieur, 

A  la  Haye,  Ie  Vostre  tres  humble  et  affec°®  serviteur 

13  Janv.  1648.  C.  Huygens. 

Hastez-vous  de  nous  produire  vostre 
phie  6)  de  Vacuo  c)  mais  cependant  voyez 
ce  que  m'en  mande  M.  Descartes. 


VI.  CONSTANTYN  HüYGENS  AAN  M.  MeESBNXB. 

14  Augustus  1648. 

Monsieur. 
J'ai  veu  aveq  desplaisir  et  non  sans  apprehension  la  main 


a)  Omtrent  deze  proeven  met  het  kanon,  waaraan  ook  Christiaan 
HuTOENS  deelnam,  raadplege  men  onderscheidene  brieven  in|het  1  e  Deel  en 
in  het  Suppl^pient  van  het  2e  deel  van  de  Correspondance  de  Cna.  Hutgen s. 

b)  Bat  is:  philosophie. 

c)  Dit  werk  van  Meesbknb  is  nimmer  verschenen,  denkelijk  in  verband 
met  zijn  spoedig  gevolgden  dood. 

TIUL.  BM  MBDKD.  AVD.   HATUUEK.  8d«  HEKS.  DBBL  YI.  8 
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empnintée  a)  qui  ni'a  escrit  vostre  demiere  lettre-dieu 
j'eapere,  vous  aura  encor  remis  de  ce  mal,  qui  est  de  aca- 
tis,  et  ne  peut  estre  négligé.  Mon  Archimede  b)  est  a  la 
Hayec),  et  je  suis  ilehorsrf)  depuis  15  jours,  desquels  une 
partie  a  esté  employee  aux  solennites  du  Baptesme  e)  de 
nostre  jeusoe  Electeur  de  Brandebourg  a  Cleve.  Ce  que  j'ay 
a  vous  rapporter  de  ce  voyage  la,  c'est  que  j'y  ay  eu  tout 
mon  saoul  de  tres  excellente  musique  instrumentale,  que 
possede  eet  Electeur  de  toutes  fafons,  et  nommement  de 
Violes  de  Gambe  incomparables,  de  Uarpes  d'yslande  et 
autres,  de  dolcians,  Cornets  Positifs  et  autres  pieces  de  tres 
bon  concert,  toutes  manieres  en  grande  perfection;  penaez 
si  je  m'y  suis  trouvé  simia  inter  nuces. 


a)  Mbbsenhe  waa  toen  zwaar  ziek.  In  Maart  1647  toch  werd  hij  b^ 
eene  ziekte  door  een  onkundig  chirorg  gelaten,  die  hem,  in  plaats  ran 
een  ader,  een  slagader  opende.  Hoewel  deze  fout  spoedig  hersteld  werd, 
had  toch  het  bloedverlies  een  ongunstigen  invloed  op  zijne  gezondheid. 
Half  Juli  1648  riep  hij  de  hulp  van  Gassendi  in,  maar  deze  vermocht 
hem  niet  te  redden:  hij  overleed  den  l»i^^  September  1648,  bijna  60 
jaren  oud. 

Hij  was  den  8't»  September  1588  in  la  Soultière  iMaine)  geboren  uiteen 
landbouwer  Juuen  Mkbsbhne  eu  Jeakke  Moulièke.  Eerst  bij  de  Pères  de 
rOratoire  opgevoed,  ging  hij  bij  de  oprichting  van  het  Jezuiten-coll^ 
la  Fleche  daarheen,  en  werd  daar  boezemvriend  van  Réké  des  C aktes. 
Deze  laatste  werd  militair.  Mebsenme  werd  den  17^®»  Juli  1611  frèrc 
Minime  in  het  klooster  van  Nigeon,  bij  Paris.  Van  1614 — 1620  onder- 
wees hij  de  philosophie  aan  het  klooster  van  St.  Fran^ois  de  Paula  te 
Nevers.  Te  Paris  teruggekeerd  iu  het  klooster  de  rAnnonciata,  trad  hij 
heftig  op  tegen  de  Sceptici.  Later  ging  hij  over  tot  wis-  en  natuurkiui' 
dige  studiën,  en  was  in  die  richting  een  groote  steun  voor  Descartes. 
Bij  herhaald  reizen  in  de  Nederlanden  en  Italië,  maakte  hij  vele  kennissen, 
en  onderhield  een  zeer  uitgebreide  briefwisseling:  hij  stelde  gaarne  allerlei 
wetenschappelijke  vraagstukken  aan  de  orde,  om  die  door  anderen  te  doen 
oplossen. 

b)  Zoo  noemt  Comstanttk  gewoonlijk  zijn  zoon  Christiaak  Hütgens. 

é)  Christiaav  Huygens  was  dus  uit  de  Universiteit  te  Breda,  naar 
's  Qravenhage  teruggekeerd. 

d)  CoMSTANTTN  HuTGESs  vertrok  uit  den  Haag  den  SO^ten  Juü  1648, 
om  er  den  27*^»  October  eerst  terug  te  keeren  [Dagboek]. 

e)  De  doop  van  Wiluelm  Hemdbik,  Prins  van  Brandenburg,  had  plaats 
den  2^«B  Augustus  1648  [Dagboek]. 
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Au     moins    j'ky  bien  excite  ces  musiciens,  qui  sont  tous 

{Cns  de   bonne  sorte  non  mechanique,  et  nous  sommes  deve- 

lus    ^ands  amis,   quand  je    les  ay  faict  taster  de  quelques 

mienes   compositions,  qni  ne  sont  jamais  parrenues  Ik  vostre 

cognoiasance,   n*y  ne  la  meritent  pas.  Le  S'  de  la  Barre/) 

me  iesmoigne  de  Tinclination  a  dedier  le  seryice  de  sa  fille  g) 

et  fils  A)  a  nos  Altesses,  si  une  consideration  ne  me  retenait, 

je  travailleray    a  ce    marché,  et  verray  pourtant  ce  qa'il  y 

aura    xnoyen  d*y   faire  a  la  Haye,  que  nous  sommes  laissez 

de  ne   reveoir  pas  de  5  ou  6  sepmaines,  ayant  a  roder  encor 

par  d'autres  Provinces  esloignées  plus  que  celle-cy.  Led.  S'. 

la    Barre   m'escrit  d*un  certain  clavier  d'espinette  mouyanti 

qu*il  a  inventé,  h  faire  changer  de  ton.  Si  vous  s^avez  com- 

ment   cela  se  prattique,  je  vous  en  demande  la  sciencei  mais 

soyez    bien  gueri  et  de  loysir,  avant  que  de  vous  y  amuser 

et  me  croyez  passionnement 

Monsieur 

A  Nimmeghe,  quod  est  Vostre  très-humble  serviteur 

vemm  Taciti  oppidum  Batavorum  G.  Hutgens. 

en  despit  de  plus  pedans  qui  s'y 
sont  mespris.  14  Aoüt  1648. 


/)  Seigneur  db  la  Bakke  was  irEpinette  et  Organiste  du  Roy  et  de 
la  Rejne",  een  groot  muBiciis,  zeer  bevriend  met  Gonst anttn  Hutgbns. 

ff)  Deze  dochter  heette  Anne  de  la  Babbe;  zij  was  een  groote  schoon- 
heid en  eene  beroemde  zangeres.  Het  plan  om  haar  naar  Holland  te  zen- 
den, schijnt  toen  te  zijn  a^esprongen,  want  Ch&istina  van  Zweden  had 
haar  naar  haar  hof  geroepen  op  zeer  voordeelige  en  eervolle  voorwaarden. 
Doch  ook  die  reis  werd  uitgesteld,  en  eerst  den  ^^^^  Februari  1653  kwam 
zij  toch  te  's  Gravenhage,  en  bleef  toen  eenigen  tijd  in  de  Nederlanden. 

k)  De  zoon  de  la  Bakke  was  evenzeer  een  goed  musicus  in  theorie 
en  in  praktijk. 


8* 


AANTEEKENINGEN. 


1)  JET.  Grotii  Gonunentatio  ad  loca  quaedam  Nori  Testamenti  quae 
de  AnticliriBto  agunt,  aut  agere  putantur,  expendenda  eruditis.  Am* 
stelodami  apud  Jok.  /-  Comelivm  Blaev,  CIOIOCXL.  8^ 

Heidrukken:  ib.  id.  1641.  8».  Oxoniae.  1675.  S'. 

Hiertegen  schreYen  Mabbsius  en  Jac.  Lauilemtiu8. 

>)  Via  ad  pacem  ecclesiasticam  in  qua  continentun  Gonf  essio  fidei,  secun- 
dum  Ck)nc.  Trid.  Confessio  fidei  Avgvstana.  Consyltatio  Cassandri.  Anno- 
tata  JET.  Grotii  in  Consultationem  Cassandri.  H.  Grotii  Poema  de  Baptisma- 
te.  Poema  de  Eucharistia.  Disquisitio  Pelagiana.  Anno  M.DC.XIiTT,  in  S'. 

Herdruk:  Amsterdami,  apud  Johamiem  Blaev.  MDC.XLIL  in  8*. 

*)  Besponce  a  trois  Lettres  du  Sieur  la  Milletière  sur  les  mojens  de 
rëunion  en  la  religïon;  avec  la  defence  de  Rivet  contre  les  calomnies 
du  Sieur  la  Milletière  en  son  pretendu  Oatholique  reformé,  plus  ime 
lettre  d'un  docte  personnage  sur  Ie  mesme  traicté.  Clueyilly.  1642.  in  8*. 

*)  a)  Tk.  Br.  de  la  Milletière.  Lettre  a  un  de  ses  Amis,  oa  sont 
resolves  les  difficult^  formées  par  Ie  mal-entendu  des  Ëvangeliqiies 
oontre  la  doctrine  Gatholique  de  la  présence  réelle:  la  néoessité  de 
la  puissance  du  Pape  en  TËglise  pour  remede  oontre  Ie  scliiame, 
pour  une  legitime  reformation. 

De  predikant  D.  Blondel  schreef  hier  t^en,  en  werd  beantwoord 
door  cqn: 

6)  Beponse  a  la  Lettre  d^un  de  ses  Amis  sur  la  necessité  de  la 
puissance  du  Pape  en  TËglise  sur  la  doctrine  du  purgatoire;  prière 
Ghrestienne  et  Gatholique:  jugement  sur  Ie  livre  de  rEucbaristie  de 
M.  Blondel;  la  vérité  du  Saint  Sacrement  de  rEucbaristie;  Ie  catho- 
lique  reformë  défense  de  la  methode  nouvelle  introduite  pour  soutenir 
Tautorité  de  la  foi  catholique.  Par  Tk.  Br.  de  la  Milletière. 

*)  Rboixts  had  geschreven 

a)  H.  RegtMê  Theses  pro  circulatione  sanguinis.  Ultr.  1640. 
Waartegen  het  werk  yerscheen 

b)  Oaeobi  Primeroeii  Animadversiones,  quas  pro  circulatione  sangoi- 
nis  in  Academia  Ultrajectinft  Regius  disputandas  posuerat.  Leidae.  1641. 

En  hierop  had  Reoius  geantwoord  in  zgn: 

c)  Spongia,  qua  ejiciuntur  sordes  animadversionum  quas  Jaoobus 
Primerosius,  Lector  medicus,  adversus  theses  pro  circulatione  sangui- 
nis  in  Academia  Ultrajectina  disputatas  nuper  edidit.  Auct  H.  Regio. 
Leidae  1641.  in  4*. 


(11^) 

^  J,  Primêrani,  Antidotum  adversus  Eegii  venenatam  Spongiam  siye 
▼Indicias  animadversionmn  Begii  Spongiae  reposuit.  Leidae  1642. 

^  De  YToetschap  der  stadt  Utreclit  aan  R.  Descabtes  13  Juni  1643. 

^  Dit  stqjdschrift  was  gericlit  tegen  liet  werk  van  Aanteekening  2. 

a)  A,  Jtweii,  Animadversiones  in  Hugonis  Grotii  Annotata  in  G.  Cassan- 
dri  conisultationem.  Accessit  Tractatus  de  Christianae  pacificationis  et  ec- 
clesiae refonnanda  verft  ratione  ante  80  annos  editus.  Lugd.  Bat.  1642.  8*. 

Daarop  volgden  later: 

6)  HugonU  Grotii,  Animadversiones  in  Animadversiones  Andreae 
ïLiveti.  Lutetiae  Parisiorum.  CIO.IOGXLU.  in  8^.;  ook  te  Heidelberg 
in  heteelfde  jaar. 

e)  A.  Jliveti,  Examen  Animadversionum  H.  Grotii  pro  suis  notis 
ad.  consnltationem  Cassandri.  Accessit  Frodromus  adv.  Calumnias  Th. 
Bractati  MiUeterii.  Lugd.  Bat.  1641.  8". 

d)  HtigonU  Grotii,  Yotvm  pro  pace  ecclesiastica,  contra  Examen 
Andreae  Riveti  et  aUos  irreconciabiles.  Ecce  quam  bonum  &  quam 
jncundmn  habitare  fratres  in  unum.  MDCXLU.  in  8*. 

é)  A.  Riveti,  Apol(^eticus  pro  suo  de  verae  et  sincerae  pacis  Eccle- 
siasticae  proposita,  contra  Grotii  votum.  Lugd.  Bat.  1643.  in  8^. 

f)  [jff.  Grotiiti\,  Bivetiani  Apologetici,  pro  schismate  contra  votvm 
pacis  facti,  discussie.  Monopolis  apud  Hesycliium  Candidum.GIOIOOXLY. 
in  8» 

g)  A,  Riveti  Grotianae  discussionis  ^iaAvo'i^.  Eoterod.  1648.  8*. 

')   SlMPLICn||G01IHBNTABIÜS||7»||ENCHIBIDI0N  EhCTETI  1 1  ^  Xt^m 

veterièuê  emendatus \\Cum  YersioneW  Hier ony mi  Wolffii||Et||CL.  Sal- 
UAsn  1 1  Animadveesionibus  1 1  ET  Nons  1 1  Cluibus  Fhilosopbia  Stoic a  pas- 
sim explicatur II &  illustratur.il  QtMz^  accessertmt,  sequens  pagina  ifuli' 
ea^Y II vignette :  de  landbouwer  met  bet  motto  fag  etspeeaHLugduni 
BATATORUMlITypis  JoHANNB  Maise,  1 1  ClOlOGXL.  in  4^ 

Yerso  van  titel  bevat  de  inbond  (5  stuks),  dan  //Cl.  Salmasivb" 
pHELoaopHiAE  Stoicae  || STCDiosB  (13  blz.).  In  verso  volgt: 

EFIBTOLA||DANI£LIs||HEINSn|Mé^||THEODOEUM    GrASWINCKELIUM  1 1 

DSDICATOEIA  (1  blz.),  daarop  Typograpbus  (1  blz.),  2  griekscbe  ver- 
zen  (1   blz.),   //EHCTETI  VTTa"  (1  blz.). 

A — ^Tt  (blz.  1 — 332),  bet  werk  zelf  in  2  kolommen,  links  bet  griekscb, 
recbts  bet  lat^n:  Index  rerum  et  variorum  (12  blz.).  Nieuwe  titel. 

Cl.  sALMAsn  ||  notae  ||  j^II  anihadvebsiones  ||  li^ll  epictetum  || in*|| 
SDfPLiciüM.  llYignette  even  als  boven. 

A— XX  (blz.  1—329).  Index  Graecus  (25  blz.).  Index  Latinus  (8 
blz.):  Nieuwe  titel. 

Tabula  CEBETisllGraece,  Arabice,  Latine||7i^em||AUEBA  CASiaNAll 
PTTHiaoBAE  1 1  Cum  parapbrasi  Arabica,  1 1  Aüctobe  |  |  Johanne  elicqman- 
NollM.  D.||C4im  FraefationellCL,  SALMAsn.  Yignette  even  als  boven. 
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Verso  Ysn  titel  wit:  dan  Cl.  8ALMAsn||p&ASPATio||i3r||TASiTLAJC 
cxbitib||aeabicam  (32  blz.)  dan  plaat  en  daarop: 

A — ^I,  blz.  1 — 88.  De  verso  bevat  het  arabiscli,  de  recto  bevat  in  twee 
kolommen :  Unks  bet  latqn,  recbts  het  grieksch.  Evenzoo  is  ingeiieki  : 

A— D,  blz.  1—15,  het  werk: 

PYTHAQO&A.E  1 1 AYBEOBVM  CABMINVM 1 1  Arabica  paraphrasis  1 1  crM\l la.- 

TINA  VSRSIONE.||.^l«r^^||JoH.  EUCHMANNO.  1 1  M.  D. 

1^  Hngonis  Grotii.  De  coenae  administratione  nbi  Pastores  non 
snnt  Item  an  semper  communicandum  per  symbolaPDissertatio,  Anno 
Domini  MDCXLYI.  31  bldz.  in  8". 

In  het  Engebch  vertaald.  London  1685  en  1708.  in  8«. 

11)  ËPISTOLAE  GENYiNAEllS.  iGNATnllMASTYiuSjllquaennncprimuin 
Inoem  vident  ex  1 1  bibUotheca  Florentina,  1 1  AddmUur  1 1 S.  ionath  efisto- 
LAS,||quales  vulgo  oircumferantur.||^<^;4a«e;||S.  barnabasepistola.  || 
Accessit  universis  translatie  vetus.  ||^ü^tï  &  Notas  addid%i,\\  js^acws 
voBsrvB.  IJVignette:   de   sphaera  armillaria,  met  het  motto  nn>SFiBS8CS 

AOENDOllAMBTSLODAJn.llApud  lOAKNEM  BLABY,  ||  GIOlCK)XLVI.   in  4*. 

Verso   van   titel   wit,   dan   opdracht   //illvstribvs  viris,  gebbrahix} 

PANCBATIO,  lOANNn  OOBNELIO  OEELTIKK,  OEBABDO  SCHAEP  IC,  OO&NELIO 
BICKBBO,  ReIP.  AMSTBIiODAMENSIB  OONSYLIBYS''  (6  blz.).  Dan  BENKTOXX) 
LBCTOBI  8.  P.   (S  blz.). 

A — ^Br  bevat: 

Bk.  1 — 254.  De  epistolae  in  twee  kolommen,  de  buitenste  grieksofa, 
de  binnenste  latgn. 
Bk.  259 — 818.  De  noten  van  Vossius. 

^S)  HsNBici  BBon  II  ULTBAJEoma  II FUNDAKENTA II  PHYSicEs  1 1  vignette : 
Minerva  onder  den  laurierboom,  met  het  devies  //ne  exxba  olbas*'  1  j  amstb^ 
LODAMl^  i  I  Apud  LUIWVIOÜM  ËLBEVIBTUM.  1 1  Anno  |  |  CIOIOCXLVL  in  4*. 

a,  b,  In  verso  van  den  titel  de  grieksche  spreuk:  ffwdwTx  ioxi- 
fid^iTet  r)||ofA)y  K«r/x'^^"-  ^^^^^  opdracht  aan  i/Frederico  Hcmiioo" 
gedateerd  10  Augusti,  Anni  1646,  stylo  Jul.  (4  bk.);  daarop  IkdexH 

GAPITUHlIBEBUlCaUE  PbINCIPYABUM,  aUAB  IN  HIS II FVMDAMXNT»  FSY- 

ügibIIbxpucantub  (10  bk.). 
A-jQq.  Bk.  1—806. 
Daarop  1  bk.  Errata. 

1*)  PATHODiA||8ACBA,||sT||PBOFANA||occvpATi,||een  fraaie  samen- 
gestelde  vignette  met  muzieknoten  en  instrumenten  en  het  motto  tib- 
Tvn  POBTVNA  CEDiT.  II  PABisns.  II  £x  Officina  Bobebti  Ballasd,  vnici 
Eegiae  Musicae||Typographi.||M.DO.CXLVn.  in  4*. 

In  verso  van  den  titel  eene  plaat,  voorstellende  een  mnziekpartg 
aan  het  hof.  Dan  opdracht  aan  //Utbiciae  ogle  nupeb  Suanniae". 
Daarachter  /iOautio'\ 

46  bk.  met  muziek  van  psalmen ;  dan  een  //Ad  Lectobbm^^  en  daarop  39 
bk.  met  muziek  van  wereldigke  liederen  in  het  itaUaansch  en  fiuisdi. 


PROCES-VERBAAL 


YAS  DB 


QBWONE  VEBGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  26  Jannari  1889. 


Tegenwoordig  de  Heeren  :  yêlS  de  Sande  Bakhüyzbn,  Voor- 
zitter, DE  Vries,  Zaaijer,  Pranchimont,  van  Dorp,  A.  C.  Oa- 

DEMAirs    JE.,    KORTBWEG,    MaC    GiLLAVRY,  ScHOUTE,   BeIJERINCK, 

HoppMANN,  Baehr,  Zeeman,  Forster,  J.  A.  C.  Oudemans, 
Pi-ACE,  Stokvis,  Bierens  de  Haan,  Michaëlis,  Dibbits,  Hu- 
BSECHT,  Pekelharing,  Brütel  de  la  RiviJjre,  Engelmann, 
Bauwenhoff,  Kapteun,  Buys  Ballot,  Martin,  Hoek,  Su- 
ringar  en  C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  Vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeutd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^  R.  M.  VAN  Lijnden,  Secretaris  van  het  provinciaal 
Utrechtsch  Genootschap  van  Kunsten  en  Wetenschappen  te 
Utrecht,  Januari  1889;  2^,  J.  P.  L.  Schneider,  Bibliothe- 
caris der  Polytechnische  School  te  Delft,  14  Januari  1889; 
3^.  den  Secretaris  van  het  Sanitary  Institute  te  Londen,  21 
Januari  1889;  4^.  den  Directeur  van  het  Institut  royal 
géologique  te  Budapest,  2  Januari  1889;  5^.  H.  Bobsch, 
Secretaris  van  het  germanisches  Nationalmuseum  te  Neuren- 
berg, 17  Januari  1889;  6^.  R.  Hildbbrand,  Leipzig,  20 
Januari  1889 ;  7^.  G.  Bizio,  Secretaris  van  het  real  Istituto 


(  120  ) 

di  Scienze,  Lettere  ed  Arti  te  Venetië,  28  December  1888; 
8®.  J.  M.  Latinho- CoELHo,  Secretaris  der  Académie  royale 
des  Sciences  te  Lissabon  ,  Januari  1889;  9^.  S.  MfLiJJSK, 
Secretaris  der  Société  royale  des  Antiquaires  du  Nord  te 
Kopenhagen,  1889;  10^.  F.  Malmbbro.  Directeur  van  het 
nautisk-meteorologiska  Byran  te  Stockholm,  10  Januari  1 889  ; 
11^  R.  THA.LEN,  Bibliothecaris  der  Société  royale  des  Sciences 
te  üpsala,  2  Januari  1889;  12^.  den  Directeur  vaa  het 
Comité  géologique  de  Ia  Russie  te  St.  Petersburg,  5  Ja- 
nuari 1889;  18^.  den  Bibliothecaris  der  Académie  impériale 
des  Sciences  te  St.  Petersburg,  21  Januari  1889  ;  14«.  F.  Eüaxz, 
Bibliothecaris  der  Academia  nacional  de  Ciencias  te  Cordoba, 
17  December  1888.   —  Aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  Tan 
de  navolgenden: 

P.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  *s6ra- 
venhage,  2  Januari  1889;  2^.  J.  T.  Buus,  Leiden,  21  Ja- 
nuari 1889;  3^.  J.  F.  L.  Schkkideb,  Bibliothecaris  der  Poly- 
technische School  te  Delft,  22  Januari  1889;  4^.  R.M.  yajt 
LuNDKK,  Secretaris  van  het  provinciaal  ütrechtsch  Genoot- 
schap van  Kunsten  en  Wetenschappen  te  Utrecht,  Januari 
1889;  5^  J.  RiTZKKA  Bos,  Wageningen,  7  Januari  1889; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelyke  dankbetui- 
ging en  plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  De  Heeren  van  Dibsen,  Schols  en  Bkhrbxs  hebben 
zich  schriftelyk  over  hunne  afwezigheid  verontschuldigd. 

—  De  Heer  Buts  Ballot  vergeleek  de  uitkomsten  der 
waamemingsreeks  te  Utrecht,  nu  gedurende  veertig  jaren 
voortgezet,  met  de  normalen,  die  hy  voor  temperatuur  en 
baromeierstand  in  1876  in  de  Marche  annuelle  gegeven  had, 
en  toonde  aan,  dat  de  verschillen  daarvan  met  de  normalen 
niet  grooter  waren  dan  een  paar  jaren  zouden  kunnen  ver- 
dubbelen of  te  niet  maken. 

üy  gaf  voorts,  als  eveneens  hoog  noodig  voor  de  kennis 
van    het    klimaat,    ook    de  uiterste  afwgkingen  van  de  ge- 
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Biiddelden,  in  verscliillende  jaren  voor  elke  maand  waarge- 
nomen; daarbg  de  gemiddelde  sommen  der  dagel^ksche 
^raamemingen  in  elke  der  maanden  Januari,  Februari,  enz. ; 
ool(  nog  hoe  lang  de  afw^kingen  in  denzelfden  zin  soms 
ortdaurden,  en  tot  welk  bedrag,  en  vergeleek  de  daaruit 
te  leiden  afwisselingen  met  die  op  andere  plaatsen  in  het 
Hoorder  Halfrond,  verwezende  naar  het  Jaarboek  1879  II, 
dat  weldra  van  de  pers  zal  komen. 

Eindelgk    toonde    hg    de    tabellen    voor  de  hoeveelheden 
regen,    voor    zoover   Zwanenburg    betrefk,    van  1743  af,  en 
tabellen  die  de  overmaat  aanwezen  van  temperatuur,  lucht- 
drukking  en  regenhoeveelheden,  op  sommige  t^den  te  utrecht 
gebleken,    en    hoe    lang    het    soms  duurde  eer  compensatie 
plaats    vond.     De    spreker   hoopt    over  dit  onderwerp  later 
een  opstel  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen  aan  te  bieden. 
De  Heer  Forstsr  doet  opmerken  dat,  uit  een  hygiënisch 
oogpunt,  naast  het  klimaat  en  de  temperatuurverschillen  in 
de    open    lucht,  ook  die  van  afgesloten  ruimten  —  kamerSi 
enz.  —  en  die  welke  door  verschil  in  kleeding  veroorzaakt 
worden,  van  belang  z^n.    In  a%esloten  ruimten  is  de  tem- 
peratuur   steeds    hooger    dan    in  de  buitenlucht,  zooals  den 
spreker    o.  a.    uit    opzettel^k  daartoe  genomen  proeven  ge- 
bleken was,  toen  hy  eenige  jaren  geleden  den  warmtegraad 
binnen    de    muren    van    den    Zuiderkerkstoren    met   die  der 
buitenlucht  vergeleken  had. 

De  Voorzitter  vraagt  in  hoeverre,  by  meteorologische 
berekeningen  als  de  medegedeelde,  van  periodieke  formules 
gebruik  gemaakt  zou  kunnen  worden.  De  Heer  Buys  Ballot 
meent,  dat  die  formules  daar  van  geen  nut  kunnen  wezen, 
daar  noch  de  verschillen  in  temperatuur,  noch  die  der  lucht- 
drukking,  aan  eenige  periodiciteit  schynen  te  gehoorzamen. 

-.  De  Heer  Beubrikck  spreekt  >  Over  een  middel  om  de 
werking  van  verschillende  stoffen  op  den  groei  en  enkele 
andere  levensverrichtingen  van  microorganismen  vast  te  stel- 
len'* en  heldert  zgne  voordracht  door  praeparaten  op.  Het 
middel  bestaat  hierin,  dat  men  op  gelatineplaten,  zuiver  of 
meer  of  minder  toebereid,  en  met  de  eene  of  andere  soort  van 
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gist  of  bacteriën  besmet,  kleine  boeveelbeden  Yan  yersclifl-- 
lende  stoffen  overbrengt,  en  dan  nagaat  of  de  microorga-» 
nismen  in  de  diffusiecentra  dier  stoffen,  hetzg  deze  ziuTer 
bleven  of  elkander  op  hun  weg  ontmoetten,  zich  al  of  niei^ 
of  wel  in  meerdere  of  mindere  mate  vermenigvnldigen.  — - 
Een  opstel  over  het  onderwerp  wordt  aangeboden  Toor  de 
Verslagen  en  Mededeelingen. 

De  Heer  Mac  Gillavby  vraagt  of  niet  de  reactie  ran  de 
gelatine  bg  de  kuituur  van  microorganismen  ecne  voorname 
rol  speelt,  en  verkrijgt  ten  antwoord,  dat  zulks  zeer  zeker 
het  geval  is,  zoodra  proeven  genomen  worden  met  bacteriën, 
doch  dat  de  gistcellen,  waarmede  de  spreker  zich  trouwens 
meer  uitsluitend  had  bezig  gehouden,  lang  zoo  gevoelig  niet 
zgn. 

—  De  Heer  Franchihont  biedt,  uit  naam  der  Bedactie, 
voor  de  boekerg  der  Akademie  aan  een  exemplaar  van  den 
7^^"  Jaargang  van  het  >Recueil  des  travaux  chimiques  dans 
les  Pays-Bas". 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de  Ver- 
gadering gesloten. 


OVER  EEN  MIDDEL  OM  DE  WERKING 


VAM 


VERSCHILLENDE    STOFFEN  OP  DEN  GROEI 


EN   SHKXLS  AKDSa£ 


LEVENSVERRICHTINGEN  VAN  MICRÖÖRGANISMEN 

VAST  TE  STELLEN  •). 


DOOR 


M.  W.  B  E  IJ  E  B  I  N  C  K. 


B^  het  onderzoek  van  de  levensverschgnselen  der  micro- 
organismen  *),  is  het  zonder  tw^fel  in  de  allereerste 
plaats  Yan  belang,  zekerheid  te  verkregen  aangaande  de  stoffen, 
welke  tot  hun  groei  en  vermenigvuldiging  aanleiding  kunnen 
geven.  Wel  is  waar  is  het  bg  het  vinden  van  nieuwe  vormen 
meestal  gemakkelgk  uit  te  maken,  welk  mengsel  van  voe-* 
dingsstoffen  de  ontdekking  daarvan  in  het  gegeven  geval 
heeft  mogelijk  gemaakt,  zoodat  het  aanlagen  van  blgvende 
culturen  in  overeenkomstige  mengsels  niet  moeielyk  is.  Maar 
wenscht  men  voor  bepaalde  soorten  een  ruimer  overzicht 
over  de   assimileerbare   stoffen  te  verkrggen,  dan  stuit  men 


*)  In  oyereenstemming  met  het  tegenwoordige  spraakgebruik  versta  ik 
onder  microörgauismen  die  vormen,  welke  in  voedingsgelatine,  kunnen  ge- 
kweekt worden. 
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op   allerlei   bezwaren.    Tot    nu  toe  pleegt  men  de  Traag  ie 
beantwoorden   door   in   vloeistofcnlturen   of  in  de  Toedings* 
gelatine  de  te  onderzoeken  stoffen  te  brengen,    en  dan  door 
weging  of  door  telling  van  de  cellen,  of  door  schattinf^  Tan 
de  grootte  der  koloniën  of  entstrepen,  de  hoeveelheid  nienw 
gevormde  levende  stof  te  bepalen.  De  toestand  van  de  litera- 
tuur bewyst,  hoe  weinig  talryk  de  Taststaande  feiten  zgn,  op 
deze  wgze  Terkregen.     Hoe  gering  is  bgToorbeeld   de  oogst 
bg    de    studie   Tan    de    talrgke    Terhandelingen,  welke  over 
de    ToedingsTorschgnselen    Tan    de   bier-  en  de  wgngist  ge- 
schreven  zijn!   Met    uitzondering   Tan   de   klassieke  ontdek- 
kingen   Tan    Pasteur    en  Cohn  aangaande  de  noodzakelgke 
aschbestanddeelen    en    de  natuur  der  assimileerbare  stikstof- 
Terbindingen  Toor  eenige  bepaalde  gistsoorten,  bacteriën  en 
bacteriênmengsels,  geven  de  vele  verspreide  waarnemingen  van 
latere    schrgTers,    die  zich  met  dit  onderwerp  hebben  bezig 
gehouden,    slechts  bg  uitzondering  ToUe  bevrediging.     Vaak 
was  de  proefneming  te  omslachtig  om  gemakkelgk  herhaald 
te    kunnen    worden,   of  de  controle  op  het  rein  blgven  da* 
culturen  niet  overtuigend,  of  twgfelde  men  aan  de  juistheid 
der  keus  Tan  de  gebruikte  concentratie  der  onderzochte  stoffen, 
of  waren  de  conditiën,  waarbg  de  Tergelgking  Tan  Tcrschil- 
lende  stoffen  plaats  had,  niet  in  alle  Terdere  opzichten  iden- 
tiek. Door  de  toepassing  Tan  de  Tolgende  handelwgze,  welke 
op    de    erkentenis   Tan    twee   eeuTOudige  eigenschappen  der 
zoogenaamde   » Taste  cultuurgronden*'  TOor  microöiganismen 
berust,    is    het  mogelgk,  eenige  dezer  storende  iuTloedeii  te 
Termgden.  De  beide  bedoelde  eigenschappen  zgn  de  Tolgende. 
Ten  eerète  :  de  gelatine  en  de  gelose   (gezuiTcrde  agar-agar) 
zgn  geene  Toedingsmaterialen  voor  de  meeste  microben;  Un 
tweede  \  door  de  vaste,  gestolde  gelatine-  en  geloselagen  heeft 
de    hydrodiffusie   van  opgeloste   stoffen  op  bgna  dezelfde  wgze 
plaats    als    in  water.      Van  deze  beide  beginselen  laat  zich 
nu  als  volgt  gebruik  maken. 

Aan  alle  bacteriologen  is  het  bekend,  dat  zuivere  gektise 
en  gelose,  of  oplossingen  daarvan  in  gedistilleerd  water,  een 
uiterst  slechte  voedingsbodem  voor  bacteriën,  gist  en  zel& 
schimmels  zgn.     Dit   berust  niet  alleen  daarop,  dat  de  ge- 
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laÜne   als  zoodanig  voor   de  meeste  soorten  niet   assimileer- 
^>Astr      en    bgna    volkomen  vr^  is  van  andere  assimileerbare 
Btakafcofverbindingen,  zooals  amiden  en  peptonen,  maar  tevens 
op     liet   daarin  meer  of  minder  volledig  ontbreken  van    de 
noodzakelgke    aschbestanddeelen,    in    het  bijzonder  van  bet 
kalivunphosphaat,   en   van   het  niet  stikstofhoudend  voedsel, 
zooals   lactaten  en  koolhydraten.  Gelatine    of  gelose,  opge-r 
loeb     in   gedistilleerd  water,    bezit  dus  de  volgende   drievou- 
dige   eigenschap.     Daarin   komen   voor:    een  ontoereikende 
lioeveelheid  aschbestanddeelen,    een    ontoereikende    hoeveel- 
lieid    assimileerbare    stikstof    en  een  ontoereikende  hoeveel- 
lieid  stikstofvrge  verbindingen,  om  den  groei  van  de  meeste 
xnicroorganismen,    meer    dan  tot  een  onmerkbaar  klein  be- 
drag,  mogelgk   te   maken.     Elk  dezer  groepen  van  verbin- 
dingen, of  twee  daarvan  gezamenl^k,  z^n  eveneens  ontoerei- 
kend   voor    de    ontwikkeling   der   in  de  gelatine  verspreide 
microben.    Zal  er  groei  plaats  hebben,  dan  moeten  noodza- 
kelgk  de  drie  groepen  van  voedingsstoffen  gezamenl^k  verte- 
genwoordigd zyn. 

Gesteld  dus  men  zaait  eene  bepaalde  gist-  of  bacteriën* 
soort  uit  in  een  gelatine,  waaraan  de  aschbestanddeelen  ont- 
breken, dan  zullen  zelfs  de  gunstigste  asch vrije  voedings- 
mengsels werkeloos  blgven.  Plaatst  men  nu  echter  op  de 
oppervlakte  van  een  zoodanige  gelatinelaag  een  weinig 
van  de  als  noodzakel^k  erkende  zouten,  dan  begint,  na 
korten  t^d,  elk  der  in  het  diffusieveld  dezer  zouten  ver- 
spreide kiemen  zich  tot  een  kolonie  te  ontwikkelen,  en  zoo- 
doende ontstaat  er  een  cirkelrond,  scherp  omschreven,  ondoor- 
schgnend  veld  op  den  doorsch^nenden  gelatinegrond. 

Dat  men  aan  deze  proef  door  kleine  wijzigingen  een  zeer 
algemeen  karakter  kan  geven,  is  uit  het  bovenstaande  dui- 
del^k ;  intusschen  wensch  ik  dit  nog  door  een  bepaald  voor- 
beeld nader  toe  te  lichten. 

De  gewone  wgugist  groeit  niet  dan  by  de  aanwezigheid  van 
belangryke  hoeveelheden  kaliumphosphaat,  gemengd  met  het 
oiganische  voedsel.  Lost  men  dus  zuivere  gelatine  in  water 
op  en  mengt  daarin  een  matig  groot  aantal  gistcellen,  waar- 
door de  gelatine  haar  volkomen  doorzichtigheid  volstrekt  met 
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behoeft  te  verliezen,  dan  yerkr^gt  men  na  stolling  een  grond, 
die  aan  den  bovengenoemden  eisch  van  den  groei  te  yerhin  - 
deren,    zonder  den  dood  der  gistcellen  te  veroorzaken,   toI* 
doet**^).    Plaatst    men    nu   op  de  oppervlakte  dezer  gelatine 
een  droppel  eener  oplossing,  die   glucose  en  asparagpne  be- 
vat,   en   op  zekeren  afstand  daarvan  verwijderd  een  droppel 
kaliumphosphaat,  en  laat  het  geheel  enkele  dagen  aan  zich 
zelf   over,    dan    neemt    men    ongeveer  het    volgende    waar. 
Noch  het  organische  voedsel  alleen,  noch  het  phosphaat  op 
zich  zelf,  is  in  staat  geweest  de  cellen   tot  kolomen  te  doen 
uitgroeien,    maar    voor   zoover  het  diffusieveld  van  het  ka- 
liumphosphaat   samenvalt    met    dat    van    de   glucose  en  de 
asparagine,   waren  alle  voorwaarden  voor  den  groei  verwe- 
zenlgkt  en  ontstaat  er  daar  ter  plaatse  een  geelachtige,  on- 
doorschgnende,  lensvormige  figuur  op  den  doorzichtigen  gela- 
tinegrond.    Deze  figuur  bestaat  uit  de  nu  duidelgk  zichtbaar 
geworden  gistkoloniën. 

Brengt  men  op  de  oppervlakte  van  een  als  boven  toebe« 
reide  gelatine,  waaraan  echter  vooraf  een  genoegzame  hoe- 
veelheid kaliumphosphaat  is  to^evo^,  op  zekeren  a&tand 
van  elkander,  afzonderl^ke  druppels  glucose  en  asparagine 
dan  vormt  zich,  na  zekeren  tyd,  een  ondoorzichtige  figuur  in 
het  gemeenschappel^ke  diffusieveld  dezer  beide  stoffen,  welke 
elk  voor  zich  onwerkzaam  zgn. 

Plaatst  men  eindelyk  op  den  grond,  die  behalve  het 
phosphaat  ook  nog  een  koolhydraat  bevat,  stikstofhoudende 
stoffen,  welke  men  op  hare  assimileerbaarheid  wenscht  te  on- 
derzoeken, dan  ontstaat :  hetzij  een  ondoorzichtig  cirkelvormig 
veld,  of  wel  een  ringfiguur  van  gistkoloniën  in  den  door- 
zichtigen grond. 

Is  daarentegen  de  to^ediende  stof  niet  assimileerbaar,  dan 
blyft  het  diffusieveld  daarvan  geheel  helder.  Omgekeerd,  kan 
men,  door  aan  den  grond  vooraf  de  noodige  stikstofhoudende 
stoffen   toe   te  vo^en,  op  overeenkomstige  wgze  vaststellen 


*)  Langdurig  met  gedistilieerd  water  uitgeloogde  gelatine  is,  erenab 
gedistilleerd  water  zelf,  voor  zeer  vele  microörgauismen  doodeÜjk  of  na- 
deelig,  maar  wijngist  is  daartegen  bestand. 
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stikstofrr^e  stofPen  voor  het  tot  stand  komen  van 
den  groei  dienstig  zijn.  Ook  hierb^  ziet  men  dan  in  het 
diflPdsieYeld  de  koloniën  gelijkmatig,  of  in  een  ring  geplaatst, 
te  voorschijn  komen,  wanneer  de  betrokken  stof  assimileer- 
l>&ar  is. 

De  ringvormige  plaatsing  der  groeiende  koloniën  is  het 
bew^s,  dat  de  concentratie  van  de  onderzochte  stoffen  in  het 
midden  der  diffusieyelden  te  hoog  was,  waardoor  de  groei 
lielemmerd  of  de  kiemen  gedood  werden.  In  deze  ringen 
bemerkt  men  echter  nog  klimming  en  daling  van  het  aantal 
koloniën  in  de  richting  der  stralen,  welke  op  b^zondere 
inwerkingen  yan  de  diffandeerende  stoffen  moeten  berusten. 

Bg  het  gebruik  maken  van  een  gelatinegrond,  waarin, 
behalve  het  organisme,  alle  noodzakel^ke  voedselstoffen 
voorkomen,  zoodat  zich  de  koloniën  daarin  overal  gelijkma- 
tig zouden  kunnen  ontwikkelen,  is  het  gemakkelijk,  door 
het  opleggen  van  vergiftige  of  antiseptische  stoffen,  heldere 
difiFusievelden  dezer  stoffen  op  den  troebel  wordenden  grond 
te  verkrygen. 

Behandelt  men  den  grond,  na  afloop  der  proe&eming,  met 
de  een  of  andere  anilinekleurstof,  die  wel  de  cellen,  maar 
niet  de  gelatine  kleurt,  dan  ontstaan,  na  indroging,  preparaten 
van  blgvende  waarde.  Zyn  de  onderzochte  soorten  niet  al 
te  doorzichtig,  dan  is  eenvoudig  indrogen  voor  het  verkrijgen 
van  duurzame  preparaten  voldoende.  Door  bevochtiging 
keereu  zy  in  den  oorspronkel^ken  toestand  terug. 

Ten  slotte  wil  ik  er  nog  op  wijzen,  dat  het,  in  de 
bovenstaande  regels  beschreven,  beginsel  nog  voor  een  an- 
dere, hoewel  minder  omvangr^ke  toepassing  vatbaar  is.  Ik 
heb  hierbiy  die  gevallen  op  het  oog,  waarbj  eenig  orga- 
nisme, alleen  onder  den  invloed  van  bepaalde  stoffen,  zekere 
zichtbare  of  gemakkelijk  langs  chemischen  weg  aan  te  toonen 
functie  verricht,  bijv.  een  zuur  of  een  enzym  afscheidt, 
een  pigment  vormt  of  licht  geeft,  alzoo  werkingen,  die  vol- 
strekt niet  noodzakel^k  met  den  groei  behoeven  verbonden 
te  zijn.  In  zoodanige  gevallen  kan  men,  eveneens  met  be- 
hulp van  gelatinegronden,  waarin  het  organisme  in  groote 
hoeveelheid    voorkomt,    zonder    daarin   de  bewuste  werking 
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te    veroorzaken,    door   het  opleggen  van  de  te  onderzoeken 
stoffeni  het  al  of  niet  optreden  dezer  werking  vaststellen. 

Op  deze  w^ze  onderzocht  ik,  niet  zonder  vracht,  den  in* 
vloed  van  een  aantal  stoffen  op  het  lichtend  en  zanraf- 
scheidend  vermogen  van  Photobacterium  phosphorescensz  en 
op  de  pigmeut-afecheiding  van  Vibrio  cyanogenus:  hei  orga- 
nisme van  de  blaawe  melk.  Later  hoop  ik  daarop  nog 
nader  terug  te  komen. 

Zooals  men  ziet,  geeft  de  beschreven  methode  een  eenvoudig 
middel  aan  de  hand  om  de  werking  van  verschillende  stoffen 
op   de    levensuitingen   der  microben  te  onderzoeken,  zonder 
dat    men    daarbg    bekend  behoeft  te  zpn  met  de  gunstigste 
concentratieverhoudingen    dezer   stoffen,    welke  kennis   Toor 
het  welslagen  van  vloeistofculturen  zeer  moeiel^k  gemist  kan 
worden.     Heeft    men  bg  myne  proef  de  concentratie  locaal 
te    hoog    doen   worden,    dan   is   de   diffusie  in  de  gelatine 
steeds  werkzaam  om  die  concentratie  te  verminderen  en  er- 
gens   een   nngveld    met    de   meest    voordeelige  hoeveelheid 
voort  te  brengen,  waardoor,  zooals  boven  reeds  is  opgemerkt, 
een  vlek  van  gedoode  of  in  hun  groei  of  andere  verrichtin- 
gen teruggehouden  cellen  ontstaat,  ingesloten  door  een  ring 
van    werkzame    koloniën.    Tevens  geeft  de  reinheid  der  cul- 
turen   bg    de  diffusie-methode    in  een  vasten  bodem  weinig 
reden  tot  onzekerheid,  en,  bg  het  gebruik  van  gelatinepiaten 
van    groote  uitgebreidheid,  kunnen  verscheidene  stoffen  ge- 
Igktgdig  op  denzelfden  grond  worden  gebracht,  waardoor  de 
overige  invloeden,  zooals  temperatuur-schommelingen,  afiris- 
seling  van  licht  en  duister,  van  zuurstof-toetreding  en  ver- 
damping   van   koolzuur    en    water,    voor    alle     onderzochte 
stoffen  uit  den  aard  der  zaak  volkomen  dezelfde  zgn. 


UITKOMSTEN 


VAN  DX 


SEEKS  TAN  METEOROLOGISCHE  WAARNEMINGEN 
GEDURENDE  40  JAREN  TE  UTRECHT. 


SOOB 


C.  H.  D.  BUY8  BALLOT. 


Na  de  meteorologische  waarnemingen  te  Utrecht  40  jaren 
lang  op  dezelfde  w^ze  z^n  voortgezet,  meen  ik  aan  de 
Akademie  daarvan  omtrent  temperatuur,  barometerstand  en 
regen  verslag  te  moeten  doen,  en  tevens  daaromtrent  eenige 
beschouwingen  en  berekeningen  te  moeten  mededeelen. 

Voorloopig  neem  ik  daarin  alleen  op  de  gemiddelde  tem- 
peratuur, de  regenhoeveelheden  van  den  dag,  en  debarome- 
terstanden  van  des  morgens  acht  uren.  De  verschillen  van 
andere  uren  daarmede  z^n  zeer  overeenkomstig  met  die,  welke 
in  de  »Marche  annuelle  du  thermomètre  et  du  baromètre 
en  Neerlande  1876,"  voorkomen  en  uitvoeriger  in  de  Ne- 
derlandsche  meteorologische  jaarboeken  van  1858,  68,  78. 

Yoor  luchtdrukking  en  temperatuur  z^n  alle  afwgkingen 
en  ook  de  overmaat  berekend  naar  deze  normalen,  maar  de 
regenafw^kingen  naar  de  gemiddelden  van  de  39  jaren 
1849 — 1887.  De  regenhoeveelheden  toch  zgn  gemiddeld 
al  te  ongelgk  in  verschillende  maanden  en  jaren,  dan  dat  ik 
daarroor  een  eigenlyk  gezegde  normaal  meende  te  kunnen 
vaststellen.  Ook  z^n  er  geen  lang  genoeg  voortgezette 
waarnemingen    van  regenhoeveelheden  op  nnbiirige  plantsen 
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belgend,  zoodat  de  gang  daarvan  niet  scherper  kon  frorden 
bepaald  uit  de  verloopen  39  jaren,  waarin  het  veertigste 
jaar  geen  merkbare  verandering  bracht. 

Ter  vergelyking  herhaal  ik  hieronder  ook  nog  de  nor- 
maal voor  temperatuur,  zooals  die  medegedeeld  is  in  de  wer- 
ken der  Akademie  1861,  toen  uit  twaalf  jaren  verkregen, 
welke  slechts  weinig  gewyzigd  behoefde  te  worden  in  1875. 
De  laatste  normaal  voldoet  al  zeer  goed,  daar  een  verschil 
van  een  tiende  graad  voor  een  maand  zeer  licht  door 
een  paar  volgende  jaren  kan  uitgewischt  worden. 

Zoo  is  het  verschil  van  den  barometerstand  in  Februari 
sedert  1876  de  helft  afgenomen,  dat  voor  Januari  sedert 
1873  geheel  omgeslagen.  In  1873  scheen  de  barometerstand 
een  millimeter  te  hoog  geschat  te  zgn,  nu  een  halven  milli- 
meter te  laag.  September  tot  December  wisselden  in  de 
laatste  jaren  het  teeken  van  het  verschil.  En  wat  de  tem- 
peratuur betreft  zoo  verminderde  het  verschil  reeds  weder 
in  de  drie  eerste  maanden  van  1889,  terwyl  in  de  drie 
laatste  jaren  het  teeken  van  het  verschil  omsloeg. 

Alleen  Mei  is  bijna  een  halven  graad  te  hoog  aangeslag^i. 
Hieromtrent  valt  op  te  merken,  dat  wij  werkel^k  in  den 
laatsten  t^d  veel  koude  Meimaanden  hebben  gehad. 

De  twintig  eerste  jaren  1849 — 1868  geven  13^.40. 
»         >       laatste     »      1869—1888      »        120.73. 

Wg  mogen  dus  weldra  eenige  meerdere  warmte  in  de 
Meimaanden  wachten,  hoewel  bezwaarlyk  het  gemiddelde 
13.^38,  in  de  werken  der  Akademie  opgegeven,  zal  bereikt 
worden* 
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Maar  het  is  voor  de  kennis  Tan  hei  klimaat  niet  voldoeadlai 
den  gemiddelden  toestand  aan  te  geven,  men  wil  ook  dfti 
grenzen  der  afwgkingen  bepaald  zien.  Daarom  geven  wn§  ^ 
de  grootste  en  de  kleinste  afw^kingen  van  temperatuur  en 
barometerstand  en  de  grootste  en  kleinste  regenhoeveelheden 
telkens  met  de  jaren,  waarin  die  voorkwamen,  en  daarachter 
den  afstand  van  de  grenzen  der  afwgkingen,  zooals  z^  tot 
nu  toe  gebleken  zijn,  als  verschillen. 


Temperatuur. 


Barometerstaud. 


Regen. 


Verscliili 
der  grool 

afwijking 


Grootste 
Maand.  Afwijking 
poBiüef. 


Grootste 
Afwijking 
negatief. 


Grootste 

Afwijking 

positief. 


Grootste 

Afwijking 

negatief. 


Grootste 

Afwijking 

positief. 


Grootste 

Afwijking 

negatieL 


4\ 


Jan. 

Febr. 

Maart 

April 

Mei 

Juni 

Juli 

Aug. 

Sept. 

Oct. 

Nov. 

Dec. 


3.45      678.21      55 


4.08  1866 


4.97  185(  10.43  18829.64  1885 


3.27      62 


4.28      53 


652 


3.04 
5.81      68 


.34      52 
2.82      76 


3.50  582.65  69 

3.43  522.66  88 

3.06  573.47  81 

2.77  652.46  77 

1.76  573.49  81 

3.47  523.94  58 


m. 


m. 


7.79  639.61  79 
9.99  549.88  76 
5.63      706.38      79 


3.66      81 


3.90      56 


3.47 
7.10 
7.35 
7.71 


695 
655 


5.16      655.29      52 
4.77      855.49      8^ 


m. 


51.6  1877 


54.1      5038.4      57 
61.1      5930.6      54 


83.7      69 
79.4      61 


109.4      6568.9      85 


39.4  1861 


m. 


9.05hi(X07l 
11.66 


7.55 


68.8      5335.7      82    5.38 


43.6      57  6.63 


38.3      68 


;.62      60 
l06      76 


566.06      85 
676.67      821 


4.45      525.90      79  9.98      579.27      76 


1 


92,4 

76.3 

142.4 

55.6 


7061.2      71 


7658.5      65  5.23 


6.15 


17.401 
19.87 


1 


\±(nn 

7.561^ 


10.45 


6.0910.26 


6.S3  9.09 /dS 


5270.5      61 
6655.5      53 


88.7      5452.6      6410.35 


I 


5.25 
7.41 


Ifi 
11 


12.1^134 
13.41 212 
14.38^111 


19.25 


I         I 


Ut 


Wy  zien,  hoe  voor  temperatuur  en  luchtdrukking  de  gren- 
zen in  den  winter  verder  uiteen  liggen  dan  in  den  zomer, 
Yoor  de  regenhoeveelheden  byna  omgekeerd.  De  tegenver- 
schillen  zyn  althans  na  April  grooter.  Voor  Januari  hebben 
wij  ten  opzichte  der  temperatuur  nog  eens  een  grootere  ne- 
gatieve    afwjjking    te    wachten,    daar  voor  deze  maand  het 
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verschil  der  uitersten  DOg  kleiner  is  dan  voor  December  en 
Pebruari.  Jn  de  overige  maanden  zullen  de  opgegeven  gren- 
zen wel  niet  of  slechts  weinig  overschreden  worden. 

Uit  de  grootte  der  gemiddelde  afwijkingen  der  maanden 
kunnen  wij  wel  afleiden,  dat  dan  de  dagelgksche  afw^kingen 
ook  niet  gering  kannen  zgn. 

Om  dat  in  het  oog  te  doen  vallen  geven  w^  ook  de  ge- 
middelde sommen  der  dagelijksche  afwijkingen  in  elke  maand, 
maar  zonder  op  het  teeken  te  letten,  omdat  wg  toch  anders 
twee  ongeveer  gel^ke  getallen  verkregen. 

Voor  Utrecht  volgen  hier  die  sommen:  haar  gemiddelde 
van  1867 — 1888,  benevens  de  grootste  en  kleinste  in  ieder 
der  maanden  bereikt. 

Sommen  der  temperatuurqfwijkingen  in  graden  Celsius. 

Jan.  Pebr.  Mrt  Apr.  Mei  Juni  Juli  Aug.  Sept.  Oct.  Nov.  Dec. 
Grootete  140  152  126  117  158  116  122  101  93  111  128  198 
6em.  99     98      82     75      94     81    76     72     57      67      78     108 

Kleinste      42     63      26     89     67      47     45     49    86     41      47       52 

Sommen  der  barometerafwijkingen  in  millimeters. 

Grootste  890  896  805  228  231  173  134  177  247  805  319  858 
Gem.  251  216  214  175  156  119  129  129  162  204  228  249 
Kleinste   159  101    133      86    119     64     77     82    105    127    161    171 

Door  deze  afwgkingssommen  voornamelijk  wordt  in  ver- 
band met  de  heerschende  windrichting  en  de  vochtigheid 
de  mindere  of  meerdere  gunstige  eigenschappen  van  het  kli- 
maat voor  de  gezondheid  bepaald.*  Uit  eene  vergelijking  van 
deze  sommen  met  die,  welke  voor  154  plaatsen  in  het 
noorderhalfrond  in  1879  II  opgenomen  zijn,  kunnen  w^  dus 
de  veranderlijkheid  van  Utrecht  met  die  van  de  overige  ver- 
gelijken. 

Voor  de  temperatuur  nemen  deze  sommen  zeer  af,  naar 
mate  de  plaatsen  meer  in  of  aan  zee  z^n  gelegen,  toe,  naar 
mate  zy  verder  van  zee  zich  bevinden.  De  westkusten  der 
continenten  hebben  nog  een  voordeel  boven  de  oostkusten, 
maar  de  breedte  heeft  er  slechts  geringen  invloed  op,  terwijl 
integendeel  de  sommen  van  de  barometer-afwykingen  gere- 
geld  met    de    breedte  toenemen  en  slechts  in  geringe  mate 
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Tan  de  lengte,  liever  van  de  ligging  van  de  zee  af  hankelgk  zgn 

Voor   de  maandel^ksche,  dagelgksche  en  uurlgksclie  Ycr*^ 
anderingen    der    temperatuur   zelve    geldt    ook  deze   wet  in 
haar  geheel,    voor  den  barometerstand  gedeeltel^k,  ten  op- 
zichte van  de  beide  eerste  omstandigheden. 

De  dagelyksche  verandering  der  temperatuur  wordt  hier- 
onder voor  iedere  Nederlandsche  plaats  aangevoerd,  waar  liet 
minimum  en  maximum  wordt  aangeteekend.  Het  verschil 
van  die  twee  kan  als  maat  van  den  dagelgkschen  gang  gelden. 
Niet  op  alle  plaatsen  is  men  gelgktgdig  daarmede  aange- 
vangen. Voor  Utrecht,  Maastricht  en  Helder  vervolg  ik 
hier  de  reeks  medegedeeld  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen, 
tweede  reeks,  deel  IX,  Tabel.  IV,  over  de  later  verloopen 
jaren,  door  de  gemiddelde  som  dier  verschillen  te  geven. 

Dagelijkëche  gang  in  CeUiusgraden  te 
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November, 

J 

's 

o 

p 

Helder 

Utrecht 

Tüburg 

Vlissingen . . 
Maastricht . . 

30 
41 
60 
38 
51 

34 
46 
69 
37 
54 

36 

67 
78 
58 
76 

44 

80 
92 
69 
92 

• 

40 
87 
97 
69 
103 

50 
84 
93 
67 
102 

49 
83 
88 
66 
99 

45 
79 
87 
61 
95 

40 
91 
81 
58 
86 

34 
57 
76 
46 
69 

32 
45 
66 
38 
53 

39 

36 
63 
35 
50 

Bigzonder  groot  was  de  dagel^ksche  gang  te  Utrecht,  te 
Tilbnrg  en  Maastricht;  welke  twee  plaatsen  steeds  utrecht 
ovei  treffen,  terwijl  z^  onderling  wed^veren  om  het  verschil 
tusschen  maximum  en  minimum  git)ot  te  maken.  In  den 
zomer,  April  tot  Augustus,  wint  Maastricht  het. 

Aan  de  zeeplaatsen  is  het  verschil  aanmerkelgk  kleiner, 
de  helderheid  is  er  geringer  en  daardoor  ook  de  oogenblik- 
kelijke  invloed  der  zon  en  de  uitstraling  des  nachts,  waar- 
door het  minimum  niet  zoo  laag  daalt. 

Z^n  de  afw^kingen  op  zichzelve  niet  groot,  en  dit  heeft 
insgel^ks  een  punt  van  onderzoek  uitgemaakt,  zoo  kunnen  zg 
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ioclx  meer  of  minder  afwisselend  zijn  en  daardoor  b^  zwakke 
gezondheid  nadeelig  werken,  nadeeliger  dan  wanneer  z^  lang 
aeHtereen  een  zelfde  teeken  behouden,  waardoor  de  l^der 
er  adch  aan  gewent  en  alleen  op  te  passen  heeft,  als  een 
afw^king  in  tegengestelden  zin  aanvangt. 

Om  te  laten  zien  hoe  dit  in  Utrecht  plaats  heeft,  heb  ik 
de  sommen  gevormd  uitsluitend  van  afwijkingen  elkander 
in  denzelfden  zin  zonder  af  breking  opvolgende.  Die  sommen 
zgn  in  elk  jaarboek  voor  zoodanig  jaar  medegedeeld.  Hier 
kon  ik  er  mee  volstaan  enkele  der  grootste  op  die  wijze 
verkr^en  sommen  daaruit  over  te  nemen. 

Voor  den  thermometer  van  4  December  1852 — 24  Ja- 
nuari 1853,  2690  —  van  13  November  1853—4  Januari 
1854,  2610  _  yan  16  Januari— 24  Mei  1855,  667^,  — 
van  19  December  1858—29  Maart  1859,    2600. 

Voor  den  barometer  van  6 — 28  December  1865,  294  mm.  — 
van  9  Januari  tot  5  Februari  1865,  366  mm.  —  van  10  No 
vember — 21  December  1872,  364  mm.  —  van  11  Januari — 
11  Maart  1387,  535  mm. 

W^  zien,  althans  na  vergel^king  met  de  uitvoerige  tabellen 
in  de  Jaarboeken^  dat  de  afwijkingen  in  denzelfden  zin  de 
grootste  som  bereiken  in  de  maanden  November,  December, 
Januari,  Februari  en  Maart. 

Terwijl  de    afwisseling    der   positieve  en  negatieve  afwij- 
kingen van  temperatuur  en  barometerstand  en  insgelijks  groote 
en  geringe  regenhoeveelheden,  het  begrip  reeds  van  normalen 
zelf,  ons  aan  compensatie  doen  denken,  is  het  niet  vreemd, 
dat  men  telkens,  als  hooge  temperatuur  of  luchtdrukking  of 
omgekeerd    eeuigen  t^d  lang  geheerscht  heeft,  vraagt :  Wan- 
neer  kragen   wy  nu    compensatie,    hetzij   dan  ten  halve  of 
geheel,   of  wel  overcompensatie?    Bg    regenhoeveelheden  is 
dit  vooral  voor  waterschappen  en  waterreservoirs  ten  dienste 
vau  de   waterleidingen    naar  de   groote  steden  van  belang. 
Valt  er  op  het  daartoe  gebruikte  terrein  water  genoeg,  om 
de  stad,  waarheen  het  water  gevoerd  moet  worden,  geregeld 
en  voortdurend  van  water  te  voorzien,  hoe  staan  de  geval- 
len regenhoeveelheden    in    verband  met  de  hoogte   van  het 
grondwater?  Dergelgke  vragen  meer  rijzen  bij  ons  op. 
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Ter  beantwoording  nu  dier  vragen  dienen  de  zes  hierach- 
ter volgende  getallen  van  overmaat,  berekend  naar  de  Mareiu 
annuelU  1876:  twee  voor  de  temperatuur,  twee  voor  de 
luchtdrukking,  twee  voor  de  regenhoeveelheden. 

De  eerste,  derde  en  vgfde  tabel  geven  voor  iedere  maand 
afzonderlek,  hoeveel  in  elk  jaar  de  som  der  afwgkingeu  be- 
droeg, tot  die  maand  sedert  Januari  1849  voorgekomeiL. 

De  tabellen  z^n  op  de  volgende  wgze  berekend: 

De  afwqkingen  in  Januari  1849  bedroegen  +  0.06  ovennaAtx  £  ë    , 

1850         n           —4.97  —4.91  j-fg  S 

1861         //           +  2.25  —  2.66  J  g  |  ;5 

1852  ff           +2.65  —  0.0l\|gIF 

1853  ff           +3.49  +3.48 /'s 'S  ^ 

dus  vindt  men  de  sommen  in  de  derde  hierbovenstaande 
kolom  als  overmaat  der  temperatuur,  die  wg  in  ieder  dier 
jaren  genoten  badden.  Zoo  is  voor  elke  maand  voor  tem- 
peratuur in  tabel  1,  voor  barometer  in  tabel  3,  voorreen 
in  tabel  5  gehandeld,  en  de  uitkomst  leert  ons,  dat  in  Januari 
voortdurend  een  positieve  overmaat  aanwezig  was  en  dat 
zelüs,  als  de  normaaltemperatuur  een  tiende  van  een  graad 
hooger  werd  aangenomen,  alleen  1862,  1863,  1864,  1865, 
1871  een  negatieve  overmaat  zouden  hebben  aangetoond. 
In  April  was  daarentegen  de  overmaat  b^na  altgd  negatief. 
In  Mei  en  September  in^elgks.  In  Mei  kan  dit  aan  de 
normaal  liggen,  maar  September  is  goed  bepaald.  Een  ver- 
laging van  de  normaal  met  0.1  zou  1868—1872,  1876 
positief  gemaakt  hebben. 

Dus  blijkt,  ook  zelfs  bg  een  verandering  der  normaal, 
de  genuddelde  temperatuur  eener  maand  vele  jaren  achter- 
een boven  of  wel  beneden  die  normaal  te  bleven,  de  slin- 
geringen z^n  langdurig,  de  compensatie  laat  zich  menig- 
maal lang  wachten. 

De  tabellen  2,  4  en  6  wigzen  datzelfde  op  andere  wgze 
aan.  De  daarin  geplaatste  getallen  z^n  de  sommen  der  afwg- 
kingen,  nu  niet  van  een  zelfde  maand  in  opvolgende  jaren, 
maar  van  alle  opvolgende  aaneensluitende  maanden.  Aan 
het  einde  van  1849  was  de  som  der  twaalf  maandelgksche 
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barometerafwflkingeii  in  dat  jaar  +  2.91,  Januari  1850  bracht 
hierbg   -f.  1.56  mm. ;  dos  aan  het  einde  van  die  Januari  was 
die  som   geklommen  tot  4.70  mm.  Zoo  bedroeg  tot  overschot 
aan  liet  einde  van  April  1852  +  23.99  mm.  Hierop  volgde 
nu  spoedig  compensatie,  want  in  October  1853  kwam  er  reeds 
18.77    mm.  te  kort.  Tot  1858  bleef  de  overmaat  naar  beide 
z^den   gering.    Lang  duurde  het  daarentegen  van  November 
1858    tot  December  1866,  eer  de  beurtelings  zich  verheffende 
en  dalende  positieve  overmaat  weer  uitgeput  was.  De  ruime 
lacbtaanvoer  tusschen  1867  en  1872  voldeed  weder  geduren- 
de ^rgf  jaren  meer  dan  aan  de  behoefte,  maar  in  1874  Mei 
krwaxQ    er   14.73  mm.    te  kort,  en  voorts  heerschte,  na  een 
kortstondigen  overvloed  in  1874 — 1876,  een  voortdurend  ge- 
brek,  den  SI»*»*»  December  1888  eindigende  met  25.78  mm. 
Dat   te  kort  is  evenwel  in  Augustus  1879,  55.73   mm.  ge- 
weest en  na  dien  t^d  tot  op  de  helft  afgenomen. 

£n  om  nog  een  voorbeeld  uit  tabel  6,  de  tabel  voor  de 
regenhoeveelheden  te  nemen,  zoo  merk  ik  op,  dat  tusschen 
Juni  1863  en  Augustus  1877  de  overmaat  negatief  is  ge- 
weest, ook  tusschen  Februari  en  October  1880,  overigens 
tot  Augustus  1888  steeds  positief. 

Wil  men  weten,  hoeveel  er  in  een  zeker  tgdsverloop  min- 
der of  meer  dan  gewoonl^k  gevallen  is,  zoo  hebben  wg 
slechts  het  verschil  te  zoeken  van  de  getallen,  die  de  over- 
maat aangeven  aan  het  begin  en  het  einde  van  dat  tgds- 
verloop:  tusschen  Mei  1856  en  Juli  1870  vielen  er  634.2 
+  339.4,  d.  i.  bgna  duizend  m.M.  minder  dan  gewoonlgk; 
dus  kwam  er  in  dien  tusschent^d  voor  anderhalf  jaar  te 
kort ;  want  de  jaarlgksche  gemiddelde  hoeveelheid  is  te  utrecht 
697  m.M. 

De  jaren  1887  en  1888  gaven  samen  252  m.M.  te  weinig. 
De  overmaat  van  den  regen  heb  ik  ook  wegens  de  lange 
reeks  van  waarnemingen  voortgezet  voor  Zwanenburg  op 
bladz.  138,  maar  nu  slechts  van  v^f  tot  vgf  jaren  om  al  te 
groote  uitvoerigheid  te  vermijden.  De  gelgktijdige  jaren  van 
1849 — 1856  komen  wel  in  het  algemeen,  maar  niet  voor 
elk  jaar  in  het  b^zonder  met  die  van  Utrecht  overeen,  geligk 
men  zien  kan  door  vergel^king  van  tabel  5, 


(  138  ) 


ZWANENBURG. 

OVKUUAT   VAN    EE6KN    IN  lEDEaS   UAAVD. 

Telkens  voor  vijf  jaren. 


% 


I 


=2 

O. 


0 
Ha 


2 


I 

n 

I 


CU 

o 
00 


o 

s 

o 

o 


't 

o 


'<5 


1743-45 
46-bO 
51-55 
56-60 
61-65 
66-70 
71-75 
76-80 
81-85 
86-90 
91-95 
96-18001 

1801-5 
6-10 
11-15 
16-20 
21-25 
26-90 
31-35 


4.2 

5.5 

13.0 

15.9 

6.4 

1.5 

3.0 

4.7 
15.5 
28.7 
31.6 
40.7 
21.2 
16.6 
32.3 


9.3 

4.6 

12.0 

19.3 

4.4 

lO.l 


0.8 
8.7 
26.1 
25.2 
28.0 
35.1 
34.5 
42.0 
33.4 
29.0 
37.4 


S.1 

8.0 


S.7 
11.4 


5.414.4 
17.4SS.O 


i7.eie.e 


36-40 
41-45 
46-50 
51-55 
56-60 


20.9    42.9 


17.0 
15.3 
15.3 
12.5 


3.7 


52.8 

2.0 

11.3 

3.0 

10.2 


IS.9 
19.9 

3.9 
1.5 

e.5 

4.3 

21.6 
36.8 
48.3 
52.5 
34.5 


5.3 
3.4 
9.0| 
10.0 
3.9 
1.3 
1.9 


7.4 

1.8 
0.6 
il.7 
14.5 
3.4 
12.1 
16.4 


3.4 
12.3 
17.5 
17.9 
20.5 
10.1 
12.4 


4.4 


2.0 
39.9 
39.9 
37.9 
59.4 
93.7 
99.5 


59.9 
44.943.1 
43.949.3 

45.9 


39.7 
39.1 


39.7 


28.6 

48.0 

11.7 

6.4 

4.2 

3.1 

17.9 

13.3 

13.4 

9.9 

10.6 

10.2 


9.6 
28.0 
13.8 
4.3 
19.41 
15.1 
19.^4 
17.9 
9.9 
14.9 
5.3 
8.6 


7.9 
31.3 
33.1 


5.8 


13.3 

3.6 
22.8 
10.3 


13.4 
39.3 


il 
lil 


sjsmt 


3.6 


94 


39.939.9 


28.2  33.353.7 


32.3 
34.0 
39.2 

17.8 
28.9 


34.7  93.4 
39.555.4 


41.9 


34.9 


12.0    46.1 
34.0    57.9 


33.937.9 


33.3  39.1 10.0l9 


39.943.9 


4.933 


49.941.9 19.3.31. 
94.549.095. 


193.339.9 
99.9 13.0 


199.9 17.0>    0.8    181 


L331. 


5.3 

3.1 


18j 
lli 


61.1 
64.0 
70.0 


39.931.9 


19.1 


49.9 


38.1  19.941.4 


3.7 


53.4 
40.1 
33.4 


3.4 


19.3  49.9 


1.7 

5.3 


1.7 


59.1 
69.8 


99^ 
97.9 
99.7 
71.3 


71.3     59.9 


55.3    48.4 


33.1 


0.8 


59.1 
67.7 
46.8 
44.0 
25.2 
27.9 


47.2 
68.9 
37.5 
17.0 
12.1 
9.6 


59.7 
13.5 


4.4j 
15.9 

7.6 
17.5 
13.0 
21.0 
21.9 


10.0 
3.3 
0.4 

20.6 


34.3  33.0 
7.9    9.3 


11.1  »f.J 


2L5 

19.1 
7.3 


a9 

8.6 


34.-I 

99.3 


9.399.9 


1.4 
9.2 
7.9 


7.4 
34.4 


11.5 


19.517.5 

1.919L9 


4.7 
14.1 


19917 


(  139) 

Itfet  deze  uitkomst  der  tabellen,  die  eerst  na  een  langen 
ir  merkbare  compensatie  aanduiden,  schijnt  slechts  ten  deele 
overeen  te  komen  wat  wg  vroeger  mededeelden:  dat  een 
volgende  dag,  en  maand  zelfe,  meer  kans  heeft  weder  dezelfde 
^weersgesteldheid  te  vertoonen;  want  dat  bl^vend  karakter 
toont  geen  neiging  tot  compensatie,  terwgl  nog  na  jaren  de 
ka.iis  tot  verandering  grooter  blgkt.  Wg  zullen  dus  hebben 
te    zoeken  na  welk  t^dsverloop  de  kansen  gel^k  staan. 

Ad«  Quetelbt,  die  ook  als  statisticus  zoo  gunstig  bekend  is, 
exi.  door  z^ne  meteorologische  onderzoekingen  tot  statisticus 
gevormd    was,    daar  juist  in  de  meteorologie  elk  voorbarig 
l>e8luit   door   getallen   wordt  gewraakt  en  binnen  de  rechte  ' 
grenzen    teruggebracht,    maakte   het  eerst  de  volgende  hier 
te    pas    komende   opmerking  met  betrekking  tot  den  regen. 
£r  is  meer  kans  dat  het  morgen  weer  regenen  zal,  zeide  h^, 
als    het    heden   geregend  heeft,  dan  als  het  heden  droog  is 
gebleven.     Die    stelling  vond  ik  bewaarheid  en  reeds  vroeg 
heb   ik    daarop  niet   alleen  voor  den  regen,  maar  ook  voor 
temperatuur    en   barometerstand,   die  kansen  van  bleven  en 
afwisselen    uit   de    steeds  langer  wordende  reeks  van  waar- 
nemingen voor  Utrecht  en  andere  plaatsen  trachten  te  be- 
palen. 

Nu  en  dan  werden  daaromtrent  in  de  meteorologische 
jaarboeken  mededeelingen  gedaan,  het  uitvoerigst  in  die  van 
1887  p.  241  en  1880  p.  225,  waaruit  ik  de  volgende  ta- 
bellen samentrek  aangevuld  tot  December  1888. 

Er  bleken  big  het  nazien  een  paar  minder  beteekenende 
vergissingen  in  het  jaarboek  1880  voor  te  komen.  De 
hoogere  getallen  z^n  alle  op  nieuw  nagezien  en  bepaalde- 
l^k  de  uitkomst  van  de  laatste  dertien  jaren  herhaaldel^k 
geverifieerd. 

Er  bigkt  zoowel  uit  die  reeks  als  uit  de  vroegere  jaren  tot 
het  einde  van  1880,  dat  de  kansen  voor  het  voortdaren  van 
positieve  en  negatieve  afw^kingen  in  die  twee  reeksen  den- 
zelfden gang  hebben.  Daarom  mocht  ik  de  getallen  voor 
die  kansen  samenvoegen  in  de  op  de  volgende  bladzigde 
voorkomende  tabel. 
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Tot  28  dagen  toe  is  de  kans  van  Toortduring  voor  nega- 
tieve afbrekingen  iets  grooter  dan  voor  positieve  wat  de 
temperatuur  aangaat,  even  groot  wat  den  barometer  betrefti 
terirgl  de  kans  van  nog  langere  voortduring  voor  beide 
soorten  van  afwgkingen  gelijk  is  ten  opzichte  der  tempe- 
ratuur, maar  van  den  barometer  een  voortduring  van  de 
positieve  afw^kingen  grooter  is. 

Wij  kunnen  dus  ook  wel  de  sommen  nemen  van  de  beide 
soorten  en  zien  dan  dat  de  kans  van  voortduring,  wel  verre 
van   steeds  af  te  nemen,  eer  toeneemt  tot  minstens  25  dagen 
toe.     W]g  noemen  dit  getal  om  ergens  een  grens  te  stellen 
boven  welke  geen  waarnemingen  genoeg  in  deze  reeks  voor- 
liarden    zgn   om    er    over    te    beslissen.     Terw^l  de  getal- 
len   onder    hoofdsom    geplaatst  aangeven,  hoeveel  malen  de 
voortduring  juist    n  dagen    geduurd  heeft,    meldt  de  vierde 
kolom    (aantal)    hoe    dikwerf  minstens   n   dagen  achtereen 
de    afw^king  dezelfde  was,  namelyk  als  men  opmerkt,  dat, 
indien  zekere  toestand  n  dagen  duurt,  hg  ook  2  malen  n — 1, 
3   malen  n — 2  dagen  geduurd  heeft,  enz. 

Stonden  de  kansen  gelijk  dan  zou  elk  volgend  getal  in 
deze  rg  half  zoo  groot  zgn  als  het  onmiddellijk  voorgaande 
getal.  Die  getallen  nemen  lang  zoo  snel  niet  af.  Dit 
onderzoek  is  nu  tot  1888  voortgezet.  Voor  thermometer 
en  barometer  ziet  men  het  nog  ten  overvloede  voor  elk 
jaar  afzonderlijk  bevestigd  uit  de  tabellen  D  en  E  der  me- 
teorologische jaarboeken,  die  telkens  den  duur  aangeven, 
zeer  dikwgls  tot  over  de  20  klimmende;  wat  anders  niet 
voor  zou  komen  in  een  veertigjarig  tijdperk.  De  getallen  van 
een  opvolging  van  n  dagen  zouden  wezen: 

n  -{-  {n  —  1)  r  +  {n  —  2y  +   —  2  {n  ~  p)r  =: 

o 

-V3r+   f  ^^   =(73Ï7    I    ^       -n(r-l)-r}. 

»-t- 1 
Dus  zouden,  voor  r  =  2,  2       —  (n  +  2)  dagen  noodig 

zgn,    dat    is    bgv.  57  om  de  voortduring  8  keeren  twee,  4 

keeren  drie,  2  keeren  vier,  1  maal  vgf  dagen  te  doen  duren. 
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Het  aantal  malen  dat  deze  toestanden  eenmaal  roorge- 
komen  zyn  is  natuurlijk,  van  1  Januari  1876 — 31  Decem- 
ber 1888,  gel^k  4749.  Yoor  den  thermometer  en  barometor 
liep  het  aantal  dagen  slechts  tot  30  December,  omdat  toen 
weder  een  nieuwe  reeks  volgde ;  voor  den  barometer  zon  ik 
nog  een  voortduring  van  26  dagen  hebben  kunnen  toevoegen, 
die  op  17  Januari  1876  eindigde. 

Men  ziet  dat  in  alle  kolommen  de  getallen  veel  langza- 
mer dan  met  de  helft  afnemen,  vooral  als  een  toestand  reeds 
eenigen  t^d  heeft  voortgeduurd  en  men  kan  veilig  v jf  tegen 
een  wedden  dat  den  volgenden  dag  weer  even  als  op  den 
tegenwoordigen  te  veel  of  te  weinig  warmte,  te  ho(^e  of 
te  lage  drukking  zal  worden  waargenomen.  Dat  komt  ook 
overeen  met  het  aantal  afwisselingen  dat  volgens  D  en  JE 
in  een  jaar  gemiddeld  slechts  ruim  60  bedraagt,  terw^l  300 
malen  een  toestand  dezelfde  bl^ft  als  die  van  den  vorigen  dag. 

Voor  den  regen  hebben  w^  een  soortgel^ke  tabel  ont- 
worpen en  wel  voor  elke  maand  des  jaars  afzonderlek  als 
vervolg  op  de  tabel  in  het  jaarboek  1873  p.  284;  maar 
bovendien  hebben  wg  nu  nog  aangegeven  de  dagen  waarop 
minder  dan  0.5  m.m.  water  gevallen  is.  (Jit  de  tabel  uitvoerig 
in  het  jaarboek  1888  p.  283  voorkomende,  ziet  men  dat  het 
aantal  dier  dagen  betrekkelyk  gering  is  en  men  zal  wel  niet 
meenen  dat  wij  verkeerd  handelden  door  wegens  zulk  een 
dag  noch  de  reeks  der  r^endagen  noch  die  der  droge 
dagen  af  te  breken. 

Daar  de  verschillende  maanden  bgna  gelyke  uitkomst 
geven  achtten  wij  het  hier  genoegzaam  de  algemeene  uitkomst 
te  vermelden.  Een  uitvoerige  tabel  was  daarvoor  niet  noodig. 
Die  komt  daarenboven  voor  in  1888  p.  283.  Slechts  merk 
ik  op  dat  van  April  tot  en  met  September  de  r^en  nooit 
meer  dan  15  dagen  volhield,  terw^l  het  aantal  opvol- 
gende droge  dagen  in  November  slechts  drie  malen  acht 
bedroeg,  in  Maart  eenmaal  26,  in  September  18,  in  October 
17,  telkens  zonder  dat  iets  viel. 

De  reeksen  van  80  en  29  droge  dagen  in  Juni  en  Au- 
gustus bevatten  ieder  slechts  eenmaal  één  twgfelachtigen 
dag. 
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Het  onderzoek  over  1849-1873,  zie  jaarboek  1878  p.  284 
*te™t  daarmede  overeen,  behalve  dat  toen  April  en  Jnni 
ieder  één  lange  'reeks  van  regendagen  hadden,  October 
muntte    toen  in  beide  opzichten  nit. 

Voor  den  barometer  herhaalde  ik  dergelgk  onderzoek  niet  zoo 
uitvoerig.  De  40  jaargemiddelden  geven  19,  de  40  tijdperken 
van  t^wree  jaren  15  afwisselingen.  Als  eens  voor  het  zuider 
lialfiroxid  de  afwgkingen  gegeven  zullen  z^n,  zooals  die 
welke  liet  jaarboek  1879  II  levert,  zal  van  eene  schommeling 
der  lucht  tosschen  de  beide  halfronden  en  in  verschillende 
meridianen  iets  kannen  blaken. 

Voor  langdurige  baroraeterafwgkingen  schijnt  de  compen- 
satie vrij  spoedig  te  komen,  vrant  de  481  maanden  gaven 
237    afwisselingen. 

Voor   temperatuur   hebben   wij   ook   nog  onderzocht  hoe 

dikwerf  de  opeenvolgende  decaden  der  maanden  telkens  van 

1 — 10,  11—20,  21—30  of  31    en    dan   weder  van  1—10, 

enz.   genomen,  van  teeken  wisselden,  voorts  hoe  dikwerf  dit 

de  opeenvolgende  maanden  deden. 

Van  de  792  decaden  in  1867 — 1888  hadden  wg  voorde 
temperatuur  338  afwisselingen.  Met  uitzondering  van  1870 
en  1875  kwam  in  elk  jaar  een  opvolging  van  6  of  meer 
decaden  voor.  In  1884  was  dit  12  maal  in  1872  13  maal 
en  in  1874,  16  maal  het  geval.  Van  de  481  maanden  De- 
cember 1848 — December  1888,  die  480  afwisselingen  had- 
den kunnen  geven,  is  dat  slechts  202  malen  het  geval 
geweest. 

Ten  opzichte  der  temperatuur  is  dit  ook  vroeger  voor 
eenige  buitenlandsche  plaatsen  onderzocht,  zie  Archives  Neer- 
landaisesj  Tomé  XY,  p.   102. 

Tot  zoover  sch^nt  dus  steeds  meer  kans  te  bestaan  voor 
bleven  dan  voor  veranderen.  Yoor  welke  t^dperken  zal  dit 
ophouden  ?  Eens  moet  het  ophouden ;  want  daar  er  volgens 
onze  verwachting  en  volgens  de  overmaatstabellen  toch 
compensatie  moet  komen,  zoo  moet  voor  zekere  t^dperken 
de  kans  van  voortduren  geringer  worden* 
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Om  dat  nu  geniakkelgk  voor  tgdperken  van  twee,  yier, 
acht  maanden  te  kunnen  onderzoeken  hebben  wg  de  afirg- 
kingen  op  de  volgende  wgze  gerangschikt,  gel^k  het  schema 
hier  tegenover  aangegeven  zulks  doet  zien.  Kolom  1  geeft 
de  afwgkingen  van  ieder  der  opvolgende  maanden  met  baar 
teeken,  kol.  2  en  3  die  van  elk  tweetal  maanden,  waamit 
w^  op  soortgelgke  w^ze  die  van  een  achttal  maanden  knn- 
nen  afleiden.  Eol.  8  geeft  de  afwijkingen  van  ieder  der 
maanden,  maar  vier  regels  lager,  zoodat  ze  opgeteld  bg  de 
waarde  der  afwgking  der  vier  vorige  maanden  de  waarde 
van  de  afwgking  van  elk  volgend  vgftal  in  de  kolommen 
9 — 13    geven. 

Hieruit  zouden  wg  ook  die  van  elk  tgdperk  van  achten 
tien  maanden  kunnen  ?inden,  maar  wg  hadden  reeds,  uit  de 
jaargemiddelden,  40  tgdperken  van  twaalf  maanden  en  door 
die  op  dezelfde  wgze  te  behandelen  die  van  twee  jaren  ook 
40  in  getal.  Mocht  men  bgv.  b^eeren  de  opvolgingen  van 
acht  tot  acht  maanden  te  willen  kennen,  zoo  heeft  men  in 
die  zelfde  tabel  slechts   achtereenvolgens   op  te  teekenen  de 
teekens  van  de  sommen  van  de  twee  eerste  getallen  in  ko- 
lom 7,  4,  5,   en  6,  dan  het  teeken  van  het  tweede  en  derde 
getal  in  kolom  7,  dan  de  teekens  van  het  tweede  en  derde 
getal   in    kolom   4,   5    en    6    enz.    welke    zgn   •{-,   -f^f  "hf 
— ,  — ,  — ,   — ,  enz.     Op   overeenkomstige   wgze   zou  men 
uit    de    kolommen    9 — 13    verkrggen    + ,    -J-,    — ,    — 1, 
—  1  enz. 

De    uitkomst    is   voor   de    afwisselingen    in  onderstaande 
tgdperken. 

Het  schgnt   dus,  dat  een  tgdperk 

Van  1  maand     202       van   vier   maanden  de  grootste  kans 

»     2  maanden  205       heeft   in   het    volgende  tijdperk  het- 

>  3         if        211       zelfde   teeken   te    hebben;    waarmee 

>  4         »         183       overeenstemt    dat    de    veertig   jaren 

>  5        >         207       19  en  de  39  tgdperken  van  2  jaren 

21  afwisselingen  aantoonen. 
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Wg  eindigen  met  de  beantwoording  der  vraag:  in  lioever 
heeft  men  eenig  recht  afwisseling  of  overeenkomst  van  tem- 
peratuur te  verwachten  na  een  halfjaar,  gelyk  Dr.  HsL.i^Ainf 
voor  Berlgn  heeft  onderzocht ;  met  andere  woorden,  of  men 
na  een  zachten  of  strengen  winter,  meer  kans  heefb  eea 
heeten  of  koelen  zomer  te  verwachten  dan  wel  omgekeerd. 
Wg  beschikken  over  146  jaren,  106  te  flaarlen  en  Zwa« 
nenburg  en  40  te  Utrecht.  Afzonderlgk  is  onderzocht^  of 
beide  reeksen  overeenkomstige  uitkomsten  gaven,  anders  toch 
zouden  die  nog  minder  gewicht  hebben  dan  die  men  er 
misschien  nu  aan  toekennen  mag.  Wg  zouden  ze  dan  ook 
niet  gelgk  nu  hebben  mogen  vereenigen. 

Wg  noemen  een  winter  streng  of  zeer  zacht  als  de  som 
der  afwgkingen  in  December,  Januari  en  Februari  minder 
dan  —  5  C?'  of  meer  dan  +  5  C°  bedraagt;  een  winter 
koud  of  zacht,  als  ze  door  binnen  de  genoemde  grenzen, 
ligt.  Voor  de  zomers  hebben  wg  de  grenzen  op  drie  en  een 
halven  graad  ter  weerzgde  van  de  normaal  aangenomen  en 
noemen  dus  den  zomer  heet  of  zeer  koud  als  de  som  van 
de  afwgkingen  in  Juni,  Juli  en  Augustus  buiten  die  grenzen 
ligt,  enkel  koel  of  warm  als  zij  daarbinnen  blgft. 

Er  is  wel  weder  iets  willekeurigs  in  het  stellen  dezer 
grenzen,  maar  wie  zal  ze  stellen  zonder  willekeur?  Ook 
kan  men  aanvoeren  dat  wg  zei  ven  bewezen.  Jaarboek  1858, 
dat  van  de  zes  opvolgende  maanden  November — Maart 
ieder  de  laagste  temperatuur  kan  hebben  en  dus  juist  No- 
vember of  Maart  een  winter  wel  eens  tot  een  kouden  of 
strengen  zou  kunnen  stempelen,  dien  wg  nu  zacht  of  enkel 
koud  noemden;  maar  dien  geringen  invloed,  want  die  ge- 
vallen komen  toch  slechts  zeer  zeldzaam  voor,  zal  men 
slechts  later  met  vrucht  kunnen  en  dan  behooren  te  onder- 
zoeken. 

Wg  blgven  dus  voorioopig  bg  onze  terminologie  en  vin- 
den dan  de  volgende  getallen 

28  zeer  warme    winters  gaven  19  warme,     9  koude  zomen 
47  warme  >  >       28      >        24       >  > 

7$      »  »  »       42       >        83      »  > 
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-45   koude  zomers  ga 


26  zeer  koude 
71   koude 


> 


53   ^warme  i 

12  zeer  warme  » 

65  ^warmc  > 

66  koude  » 

13  zeer  koude  > 
79  koude  » 


eu    18  warme   27  koude  zomers 


6 
24 

30 

3 

33 

36 

5 

41 


> 
> 


20 

47 

23 

9 
32 

30 

8 

38 


» 
> 


» 
» 


» 
> 

winters 

> 
> 

» 


Men  ziet  dat  althans  de  zomers  weinig  licbt  geven  om- 
trent het  karakter  der  volgende  winters  en  dat  alleen  koude 
winters  meer  waarschynlijkheid  geven  dat  weder  een  koele 
of  kalf  koude  zomer  volgen  zal. 

Bladzijde  151  geeft  gelegenheid  die  warme  en  koele  zomers 
gemakkel^k  te  onderkennen  aan  het  grooter  of  kleiner  zgn 
van  de  getallen,  die  voor  het  einde  van  een  Augustusmaand 
opgegeven  zgn,  dan  die,  welke  op  het  einde  van  de  vooraf- 
gaande Meimaand  betrekking  hebben. 

Algemeen  kan  men  de  afwgkingen  van  iedere  maand  uit 
de  overmaatstabellen  afleiden,  met  inachtneming  van  de  op- 
merkingen, op  bladz.  136  en  137  vervat.  Ook  zie  men  de 
Marche  annuelle  du  Therroomètre  et  du  Baromètre  en  Nêer- 
lande.   1876.  p.  V. 
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30.37 

7.58 

]8 

6.24 

11.33 

0.13 

11.39 

30.16 

5.90 

^1 

7.12 

9.79 

0.91 

16.39 

13.16 

9.60 

i6 

3.65 

e.eo 

3.77 

11.63 

8.37 

9.66 

n 

5.75 

9.69 

0.98 

13. 03 

7.36 

16.91 

t^ 

3.58 

7.83 

l.H 

13.18 

10.81 

33.89 

» 

3.62 

4I.08 

2.10 

8.19 

3.17 

9.80 

^ 

3.92 

3.51 

2.96 

7.79 

10.33 

8.60 

14 

4.22 

3.19 

2.47 

8.18 

1.33 

0.19 

n 

2.64 

5.39 

4.10 

3.97 

7.18 

10.83 

Kr 

3.12 

0.33 

2.70 

3.35 

1.79 

3.45 

§4 

5.47 

1.37 

0.26 

1.21 

0.85 

21.35 

S| 

9.94 

1.13 

2.41 

7.33 

7.72 

3i.48 

pS 

12.07 

1.39 

3.33 

2.06 

1.33 

36.32 

m 

12.29 

1.71 

0.66 

1.04 

0.60 

28.19 

\M 

13.85 

1.16 

3.85 

1.83 

0.90 

24.68 

113 

16.02 

1.96 

3.06 

4.84 

5.49 

28.86 

.47 

15.11 

5.09 

3.03 

6.89 

3.48 

27.68 

.46 

13.76 

4.02 

5.08 

1.33 

6.40 

16.72 

.69 

14.24 

6.23 

0.98 

0.64 

1.19 

22.93 

.73 

13.72 

4.24 

2.22 

0.52 

1.74 

26.05 

17 

13.57 

5.79 

0.28 

5.11 

5.58 

21.19 

.36 

12.70 

1.65 

3.05 

6.06 

3.61 

20.28 

M     I 
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1 

TABEl 

ni. 

1 

OVERMAAT    DER    MORGEN  -« 

VAN    IBDEE    DKa    1 

^ 

Januari. 

Febroori. 

Maart. 

April. 

Md.              M 

lgt9 

U.82 

a,9s 

S.SA 

5.98 

0.3( 

, 

5Ü 

I.OA 

s.a4 

8.54 

9.15 

2.11 

51 

O.OB 

§  a« 

4.75 

1(.15 

0.75 

S> 

3.  Il' 

7.S3 

11  07 

6.üi 

1.31 

53 

7.9Ü 

II, NI 

13  39 

8,68 

2.01 

51 

tO.51 

3.» 

33  37 

3.70 

4,23 

55 

5.09 

i.ii 

16.94 

0.67 

7.31 

5(j 

(-2.87 

1  AO 

aa.40 

3,88 

(1.21 

57 

17.3:! 

64» 

SS  70 

7.22 

10. 7t 

1 

5S 

7.13 

S  «8 

31  91 

6.U0 

tl. 08 

59 

0.O6 

8.S7 

31.96 

9.92 

11. tó 

liO 

5  5(i 

7.ÏS 

18.36 

10.6* 

12.29 

til 

0.43 

e  41 

13  A4 

5.63 

9.89 

&2 

Ü.59 

9  os 

7.BO 

3,52 

t0.6i 

63 

i.2Ü 

1«.S7 

5.79 

2.56 

9.19 

16 

6i 

a.§7 

16  34 

O  60 

1.55    1      8.63 

H 

65 

5.77 

13.1? 

2.63 

7.0A           7,90 

66 

7.11 

6.53 

8.U8 

7  40          7.05 

67 

U.77 

B.§A 

11.31 

3.47           T.6i 

4 

68 

15.12 

11. AA 

1".78 

a.AO          5.01 

» 

69 

10.76 

10.  HA 

15.08 

5  33    1      7.80 

1. 

7U 

9.Ü7 

e  e? 

13.66 

16  96          «.92 

11.31 

■  «.69 

9.96 

8.06 

2,28 

ï-2 

17  22 

11.36 

12.2-2 

7.S6 

3.30 

•\ 

73 

2(1.81 

■  3.45 

14,33 

7  OA 

3.68 

9. 

74 

18.10 

■  6.34 

8.73 

•  18 

i.U 

18.37 

■  S  AS 

3.71 

•  lO. 

^i-J3 

76 

9.70 

■  4  45 

(3,59 

9.»t^^M^    1 

II. 3i 

11. lO 

19,(18 

^JL.^K 

78 

1.92 

1S.S4 

(8  22 

amt^^m  F 

79 

6.15 

»  33 

16,56 

J^^^V 

m 

4.11 

6  63 

10.9» 

^^^■p 

m 

t.07 

3  «7 

(1,72     . 

»i 

UÊÈS 

S-4§ 

9,72  J 

^^^V*^ 

83 

ïHL 

13  58 

iU.9fi^ 

^^■PS  1 

8* 

^1k 

1«  SA 

ui.v^M 

f  7  J 

■ 

(  163) 


IBAFWIJKINGEN   TE   OTEEOHT 


Jn   KN    TAN 

HET   JAAK 

AagostoB. 

Ootober. 

December. 

Jw. 

.„ 

0.31 

O. SS 

o  03 

0.68 

S.91 

0, 37 

3.00 

2.5Ü 

0.72 

S.68 

8. IS 

o.ea 

7.3S 

2.3i 

2.91 

11. 4S 

16.19 

■J.ua 

A.77 

4.08 

8.37 

7.39 

3  58 

t.96 

A  SI 

G.98 

2.22 

7.77 

12.21 

(1.47 

■O. 51 

7.53 

4.79 

3-64 

0,.i2 

1.S9 

14. §7 

13.06 

1.48 

3.S5 

2.26 

O.-Xi 

■  1-04 

5.71 

0.18 

0.81 

6.86 

o. 01 

11  5« 

5.49 

6.30 

9  1? 

10.8B 

o  SS 

13  §1 

2.99 

7.»1 

B  54 

30  78 

1.71 

11.54 

7. on 

9.64 

6  51 

S8  9B 

3.91 

lO.l» 

4.27 

9.48 

0.17 

1    83 

-2.30 

7   SB 

0,»8 

4.7« 

4.61 

7.68 

2,83 

».40 

0. 84 

4.»6 

a.6S 

3   75 

3.36 

6  77 

0.30 

9.0I 

8.18 

13   13 

I.O* 

6.50 

O.Ol 

7  37 

1S.X3 

SS  6S 

3.2t 

■  3.60 

5.80 

7.70 

«0. 54 

8«  7« 

7.58 

S.8S 

O.Ki 

e. 68 

SO.37 

?  58 

6.24 

II    «3 

0.13 

14,39 

SO.16 

5  BO 

7.12 

9.79 

0. 94 

16.39 

IS-ltt 

B.60 

1         3.SS 

s.eo 

S,?7 

14.63 

8  3? 

9  66 

1          5.75 

0.«9 

0.98 

IS. OS 

7  S« 

1691 

3.58 

7.83 

1.44 

13.48 

10.81 

S3.8» 

3.62 

4. OS 

2.10 

8.49 

S.4? 

9.80 

3.92 

3. 54 

2.9G 

7  79 

lO.SS 

8.60 

i         i.a 

3.19 

2.47 

8.18 

4.3S 

0.1'J 

r        'j.fit 

5.S9 

^0 

3.97 

7.48 

19. 8S 

r         3.12 

O.S3 

3.S5 

1.79 

3.45 

i             5.47 

187  . 

1.21 

0.8JL_ 

21.35 

1             9.94 

i.isi 

■  Ml 

7.33 

iJÊÊ 

3(.«l 

i           12.07 

l.SflA 

!■ 

a.iHi 

JF 

%  36.32 

i          i2.'i'J 

1.79 

l-Ot 

S 

28.19 

8           13.85 

'-■A 

1.83 

lm 

2t.6S 

t           16  02 

<-^H 

4,8i 

28.86 

'       ^      ' 

s.^l 

li.m 

^^^^ 

27.68 

ï 

6^H 

1 

i.:m 
o.i;i 

7 

16.72 
22,93 
26.05 
21.19 

^.28 
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TABEL  lY. 


OVERMAAT     DER     BABOMBi 


AOHTUIBl 


JanoAri. 

Febmaii 

Maart 

ApiiL 

MeL 

i 

1849 

0.82 

9.19 

9,9S 

9.97 

9.W 

1 

50 

4.78 

4.10 

9.79 

9.99 

4.U 

51 

7.1« 

9.94 

5.45 

9.75 

5.11 

52 

19.98 

19.59 

18.95 

99.99 

93.43 

J 

53 

1.20 

9.88 

8.67 

11.34 

12.04 

t 

54 

14.85 

10.79 

0.80 

4.18 

1.93 

55 

5.00 

9.91 

5.02 

1.99 

5.07 

1 

56 

10.04 

7.10 

0.64 

3.85 

7.75 

< 

57 

11.31 

6.36 

6.97 

10.31 

9.84 

1 

58 

91 .08 

99.91 

91  49 

99.95 

93.31 

•f 

59 

97.97 

98.99 

98.91 

94.99 

93.M  lÜ 

60 

99.97 

99.18 

18.58 

17.89 

16.M 

u 

61 

7.89 

9.45 

1.79 

9.74 

9.14 

i 

62 

9.96 

9.99 

9.99 

5.59 

4.75 

n 

63 

0. 14 

7.99 

9.19 

7. 98 

8.33 

i 

64 

91. 90 

90.97 

14.98 

18.99 

i§.M  im 

65 

19.98 

9.81 

7.78 

19.98 

14.01 

19 

66 

95.49 

18.78 

19.99 

19.98 

14.33 

19 

67 

0.08 

9.94 

0.99 

4.92 

5.5f 

1 

68 

5.95 

7.95 

8.49 

8.51 

11.14 

19 

69 

14.99 

19.99 

9.09 

19.89 

8.10 

m 

70 

11.95 

10.97 

19.99 

17  79 

90.00 

iii 

71 

14.97 

17.98 

91 .98 

18.18 

99.§t 

iw 

72 

17.98 

19.99 

14.40 

19.99 

13.3§     ll| 

73 

13.39 

11.30 

13.41 

13.62 

UM 

»( 

74 

5.89 

3.00 

9.90 

1.79 

1.37 

H 

75 

0.46 

1.75 

9.77 

9.99 

11.34     l#l 

76 

19.49 

15.99 

5.51 

4.99 

8.30       M 

77 

5.09 

8.44 

13.93 

17.19 

19.19        iti 

78 

17.93 

10.19 

9.33 

11.10 

U.34       iL'i 

79 

32.71 

42.32 

40.66 

47.04 

45.95 

U.( 

80 

26.36 

28.97 

23.31 

24.69 

^2.02       2iJ 

81 

29.33 

33.08 

33.90 

33.23 

29.57 

82 

14.25 

7.6i 

5.64 

8.34 

5.51 

l.t 

83 

28.18 

24.08 

25.32 

22.92 

23.09       2J.« 

84 

24.71 

24.04 

23.10 

25.72 

24.48 

23.H 

85 

16.27 

21.17 

18.62 

22.06 

25.94 

^.8 

86 

30.23 

27.15 

25.15 

24.99 

21.36    /  2SM 

87 

23.11 

23.63 

20.79 

19.78 

19.55       f 

15.11 

88 

14.12 

16.08 

25.32 

26^ 

24.12    )  i 

85./< 
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IJ  KINGEN    TE    UTRECHT. 


XIKDB    VAN 


An^postiiB. 


3. «9 
ft.04 


t# 

«.•8 

K§ 

ie.  88 

w 

15.33 

IPS 

1..57 

tn 

4.01 

AO 

7.62 

Us 

6.31 

b; 

94.39 

ae.as 

«5 

7.59 

Mm 

5.99 

M9 

0.97 

.»o 

9.99 

.ftO 

90.89 

.95 

£9.78 

.»8 

7.91 

.38 

i.04 

^.8« 

15.97 

i.io 

19.57 

1.39 

91.99 

i.15 

18.39 

^89 

10.89 

1.93 

U.25 

1.48 

5.18 

1.8» 

11.49 

I.II8 

10.90 

1.06 

21.41 

ft.6-2 

B.eo 

19.09 

55.73 

i.96 
1.10 

26.18 

30.66 

1I.72 

11.89 

K.39 

25.48 

p.8'1 

22. i8 

i.06 

20.56 

i.89 

26.37 

p.90 

13.15 

ID.64 

29.77 

September. 


Ootob». 


9.99 

8.35 

9.49 

14.83 

15.89 
9.85 
9.35 
11.45 
5.7ï* 
99.57 
34.09 
9.18 
9.77 
1.98 
7.09 
90.55 
93.88 
3.13 
1.63 
14.53 
13.38 
I  94.38 
19.49 
7.07 
14.79 
4.83 
13. 50 
5.14 
20.27 
19.34 
55.56 
25.73 
31.24 
15.01 
28.61 
21.41 
22.77 
24.38 
14.70 
25.63 


3.59 

5.51 

9.94 

13.97 

18.77 
9.98 
5.18 
4.10 
5.57 
99. 07 
30.09 
8.97 
7.39 
9.54 
9.59 
90.91 
18.19 
8.77 
1.60 
15. 90 
15.91 
90.93 
18.88 
3.53 
15.65 
5.39 
11.87 
9.54 
17.83 
21.49 
50.93 
27.29 
29.05 
15.80 
27.64 
19.36 
28.83 
25.62 
12.76 
22.30 


Noyember. 


3.59 
4.79 
7.45 
8.91 

12.62 
9.71 
1.87 
2.80 
9.91 
30.41 
39. 09 
8.81 
9.90 
9.74 
10.57 
18.57 
18.45 
7.75 
9.11 
17. 90 
13.45 
18. 09 
90.34 
1.46 
16.35 
5.71 
7.99 
5.89 
22.29 
27.61 
45.66 
26.27 
26.78 
22.47 
29.69 
13.80 
28.14 
25.50 
17.35 
23.25 


December. 


9.91 

8.19 

19.19 

3.58 

12.24 
0.42 
2.26 
6.86 
19.89 
30.78 
98.99 
1.83 
7.98 
3.75 
13.15 
99.99 
99.79 
7.58 
5.90 
9.90 


19.91 
93.89 

9.80 

8.60 

0.19 

10.89 

3.45 
21.35 
34.48 
36.62 
28.19 
24.68 
28.86 
27.68 
16.72 
22.93 
26.05 
21.19 
20.28 
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f 
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>ENTE    UTRECHT 


^T£ 

ISN    VAlf 

HBT  JAJlR, 

JL 

Augufltus. 

September. 

October, 

NoTember. 

December. 

Jaar. 

1.8 

39.7 

35.3 

39.7 

5.4 

39.9 

37.1 

».3 

3.3 

63.7 

33.7 

5.1 

59.9 

154.7 

1.4 

9.3 

103.8 

5.2 

59.5 

14.4 

91.9 

i.9 

4^9.3 

83.9 

137.3 

93.7 

37.9 

437.7 

19 

dO.8 

65.4 

151.4 

38.3 

8.3 

479.5 

^4 

94.9 

75.9 

194.3 

43.9 

99.4 

599.9 

t'^ 

2.8 

i21.2 

341.4 

11.7 

73.1 

539.9 

I-9 

4.9 

115.8 

193.3 

59.4 

93.9 

593.9 

•  « 

37.0 

115.3 

143.5 

39.9 

13.9 

543.7 

•  .1 

99.7 

149.1 

133.4 

13.6 

33.9 

393.9 

ft.l 

19.1 

135.5 

119.9 

21.1 

19.9 

393.3 

t.s 

7.9 

129.1 

95.1 

25.8 

16.2 

344.5 

•.8 

3.3 

97.6 

34.9 

5.7 

60.6 

399.9 

tft.l 

2-2.3 

124.7 

45.3 

41.1 

64.9 

199.3 

St.6 

36.6 

109.6 

1.1 

62.5 

59.8 

72.6 

57.0 

33.0 

97.2 

40.7 

87.2 

112.4 

311.5 

^8.4 

49.9 

155.7 

37.0 

121.4 

164.5 

299.9 

»e.4i 

51.9 

99.4 

99.8 

65.8 

143.2 

185.9 

MI.O 

3.4 

86.6 

109.0 

91  9 

131.4 

198.4 

W.9 

17.9 

131.9 

122.3 

123.6 

97.5 

332.6 

»».9 

39.9 

121.4 

96.2 

102.3 

93.5 

235.3 

19.9 

113.9 

142.4 

55.9 

117.1 

43.5 

202.6 

11.4: 

51.9 

118.2 

58.5 

131.0 

62.7 

261.1 

le.e 

44.9 

76.5 

4.9 

103.1 

18.8 

83.0 

W.9 

33.9 

38.1 

1.9 

136.1 

67.7 

205.3 

15.]. 

3.5 

14.5 

18.5 

97.8 

78.9 

209.8 

B9.a 

79.3 

34.9 

52.9 

49.3 

113.1 

130.5 

t7.5 

59.3 

191.3 

91.7 

53.3 

117.1 

125.3 

i5.« 

195.9 

73.3 

97.9 

27.4 

110.1 

3.3 

10.4 

137.9 

57.4 

109.7 

19.1 

122.6 

39.9 

M.8 

153.3 

33.3 

122.8 

7.2 

151.9 

39.9 

10.3 

131.3 

55.9 

67.6 

13.1 

95.5 

119.5 

90.3 

197.9 

54.7 

92.8 

18.4 

55.4 

195.1 

M.a 

194.7 

73.7 

90.4 

13.9 

30.7 

439.1 

§4.7 

159.5 

99.9 

88.6 

39.5 

36.6 

359.5 

15.1 

134.1 

54.3 

93.6 

35.5 

2.6 

394.3 

46.8 

99.9 

97.9 

8.2 

19.1 

35.3 

319.9 

«3.6 

49.9 

19.7 

21.9 

7.9 

4.9 

333.9 

1.0 

1.7 

1.5 

0.0 

0.4 

0.2 

1.7 

TABEL  VI. 


(  iSft  > 


Q  ^  ^ï.^  K   A.  T 


(  159) 


EN     TB    DTKEOHT. 

DB    V&M 


1 

1  Aiigustufl, 

1 

September. 

Octiibcr. 

November. 

Deyewber. 

»          a.i 

33.2 

6.5 

3.1 

37.1 

I     las.o 

is«-a 

ICO.O 

131.1 

154.7 

»      ie4.-i 

1S4-3 

83-4 

136.8 

Ol.B 

•       »3a   6 

«53  5 

3B7-0 

483.1 

437.7 

1     as-ft.e 

553-1 

567.  a 

511.8 

476  5 

1     «es. 8 

4as.3 

495.  S 

500.9 

508  6 

i       583   S 

5SS-3 

SOO  4 

338.  S 

330.B 

K       ttl«  3 

«17.7 

3B8,a 

603.S 

398. 0 

m     4ttt.« 

4««.l 

4SS.4 

39V.O 

343  7 

i     1   3S4S.4 

334. e 

314.3 

874. 0 

«83.6 

1»  {  se«.3 

«39  6 

«74.4 

866  O 

«BS.  3 

B     ,  «SS-8 

305  8 

«83,4 

878. 7 

814  5 

M    1   a7«-3 

303  8 

833.3 

«53.4 

SOO.  O 

U        ■-*«  5 

110.4 

140.0 

164.  B 

100.3 

Ko            ^.3 

12.2 

56.3 

77.9 

72.6 

.4           2IH.8 

192.4 

234.4 

258.9 

311.5 

t.8 

t38.8 

217.3 

213.6 

217.8 

299.9 

.3 

236,3 

201.0 

262.8 

207.2 

185.9 

.1 

187.7 

174.9 

184.1 

2t0.2 

198.4 

S 

•176.2 

321.5 

334.8 

366.0 

332.6 

,8 

297.2 

266.7 

26U.6 

239.3 

235.3 

.5 

257.1 

278.1 

237.8 

252.6 

202.6 

.i 

im.e 

225.4 

228.0 

241.9 

261 . 1 

.fi 

259.8 

218.1 

151.8 

126.9 

83.0 

.0 

1S8.0 

119.6 

123.4 

156.4 

205.3 

-9 

270,0 

217.4 

236.9 

198.6 

209.8 

S.d 

1:20.8 

110.4 

144 .8 

96.3 

130.5 

i.8 

154.8 

78.5 

117.3 

121.3 

125.3 

!.:> 

4.5 

24.5 

30.7 

4.8 

S.S 

14    ;      38* 

S3.6 

11.8 

4B.3 

36.8 

k.7        ■!«.» 

»5.9 

8S.6 

05.3 

36. 0 

i..i         J3.a 

21.4 

33. 0 

54.1 

116.5 

t  3   ,  soa. O 

SOI.  7 

170.5 

143. 0 

183.1 

17    1  3ei.8 

370.8 

38S.B 

414.4 

436,1 

S  »    1  343.7 

337  » 

339.7 

364.4 

338.5 

13    1  tOO  9 

178.3 

S73.3 

S60.3 

«94.3 

s.tf     iei.1 

174. e 

SSO.0 

S3s.a 

sie.9 

>  1   1  aes.3 

S17.S 

soa.  3 

103.S 

a«3.6 

».« 

1.9 

20.1 

1.8 

1 

6.4 

1.7 
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OVERMAAT     VAN   Til 


7.72 

1»? 

17.97 
21.3'2 
39.93 
i3.25 
31.72 
31.41 
24.37 
10.07 
35.39 
23.04 
19.55 
31.79 
22.44 
19,86 
20.93 
2.27 
2.13 
11.54 
at  02 
5.19 
0.90 

O  ei 

3.41 

a.ao 

4.06 

4. es 

14.93 
12.49 
17.53 
11.64 
10.98 
4.55 
7.76 
10.95 
23.06 


43,32 
31.90 
32.16 


20.85 
21.10 
31.81 
20.51 
16.11 
18,39 

i,ae 

5.05 
15.33 

18.72 
6.82 
0,83 
2,01 

2.80 

5.eo 
e.  «4 

3.18 

13. 7Ü 

13.25 

I    16.51 

13.48 

8.95 

I       1.29 

I     11.55 

11.47 

27.^ 


s.os 

3.65 
3.22 
7.92 
6.98 
17,00 
32.39 
39.14 
43.41 
35.72 
29  33 
27.52 
36.23 
31. 4« 
18.90 
20.23 
38.11 
20.71 
18.01 
16.89 
O  3$ 
6.49 
12.57 
16.4!) 


11.89 
(2.77 
13.19 
16.76 
6  85 
1.30 


S.B0 

2.91 
4.00 
10.26 
8.91 
16.33 
34.41 
39.07 
44,33 
36.30 
30.-23 
29.31 
37.68 
29.54 
17.96 
20.72 
35.07 
19.39 
18.00 
16.93 

a.ia 


a.ie 

2.99 
1.5S 
3.BÏ 

8. e* 

o. 74 

11.18 
14.  (S 
12-66 
16.21 
7.67 

e.aa 

12.41 
14.56 
31.61 
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TUUR     TE    UTRECHT. 


ner  suidb  yam 


IL 

September. 

Ootober. 

NoTember. 

December. 

mm 

3.39 

3.13 

3.33 

1.31 

0.40 

49 

5.72 

7.25 

9.46 

7.38 

6.50 

16 

8.31 

9.60 

8.73 

10.91 

10.37 

.73 

8.24 

8.80 

10.14 

6.67 

2.22 

,re 

10.96 

11.57 

11.06 

12.56 

18.05 

l95 

19.51 

19.46 

20.09 

21.61 

19.50 

.70 

37.61 

37.63 

38.66 

38  24 

41.23 

32 

42.46 

43.55 

41.63 

44.26 

41.56 

u47 

37.41 

35.85 

34.09 

33.28 

30.74 

«44 

34.67 

32.85 

32.9Ö 

36.90 

36.29 

JS9 

23.47 

24.21 

23.18 

24.09 

26.32 

.34 

35.65 

36.14 

36.14 

33.99 

35.88 

.20 

37.45 

37.65 

35.97 

36.03 

35.24 

.84 

30.37 

29.77 

28.18 

28.42 

26.24 

.99 

19.85 

21.82 

20.40 

19.69 

16.79 

.15 

26  27 

26.81 

27.50 

28.79 

31.72 

.98 

32  52 

29.75 

28.93 

26.98 

26.52 

.23 

21.97 

22.12 

22.39 

20.97 

18.97 

.27 

19.31 

18.77 

19. 29 

18.68 

19.98 

.38 

6.67 

5.31 

6.02 

6.50 

2.49 

.08 

2.5i 

1.85 

2.65 

2.25 

3.11 

.07 

5.9i 

6.74 

7.40 

7.04 

10.96 

.71 

15.86 

17.64 

17.63 

20.40 

22.86 

.10 

13.37 

13.34 

13.34 

10.97 

8.41 

84 

4.31 

5.70 

5.94 

5.13 

3.64 

.31 

o.oe 

0. 33 

1  33 

0. 91 

1.83 

L99 

o. 33 

1.A4 

0.30 

1.04 

1.23 

L13 

2.00 

3.40 

1.84 

2.27 

OOI 

1.43 

3.33 

0.30 

0.10 

3.13 

3.43 

K44 

3.33 

3  30 

9.34 

9.00 

7.33 

k41 

5.04 

5.48 

5.88 

7.40 

13.30 

1.97 

11.16 

9.94 

11.48 

11.31 

8.41 

L77 

17.24 

18.34 

21.83 

19.13 

18.73 

ÏM 

16.40 

17.00 

17.15 

16.78 

16.63 

(.09 

16.57 

17.12 

17.05 

15.98 

15.04 

r.16 

5.20 

3.75 

3.53 

4.14 

2.94 

1.32 

3.41 

4.78 

6.38 

7  31 

7.19 

1.87 

13.67 

11.93 

10.92 

8.84 

9.39 

5.86 

16.62 

18.46 

20.96 

21.25 

22.20 

5.36 

37.28 

■ 

38.16 

39.87 

39.04 

37.87 

' 

1 
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TABEL  ni. 


OVERMAAT   DER   MORGEN-Bl 


VAN   lEDBB.    DJS&   ICAAXQ 


JanuAri. 


FebroBii. 


Maart 


Aptil. 


Mei. 


18i9 
60 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
()0 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 

ai 

85 
86 
87 
88 


0.82 

1.05 

0.09 

3.12 

7.90 
10.51 

5.09 
12.87 
17.32 

7.13 

o.oe 

5  5() 
0. 43 

0.59 
4.20 

5.77 
7.11 
14.77 
15.42 
10.76 
9.07 
11.31 
17  22 
20.81 
18.10 
18.37 
9.70 
11.34 
7.92 
6.15 
4.11 
9  97 
13  40 
14. 08 
17. 05 
17  80 
lO  30 
13.14 
30.31 


•  .•3 

3.34 

3.33 

7.37 

0.81 

3.35 

1.4i 

1.50 

e. 45 

3. 33 

3.97 

7.73 

3.41 

9.03 

13.37 

13  34 

13.17 

3.53 

3.35 

11.55 

10.35 

9  97 

13.33 

11.33 

13.45 

13.34 

13.55 

14.45 

11. lO 

13.34 

9.33 

3.33 

3  37 

9.43 

13.53 

14.35 

9.35 

13.43 

11.91 

9.95 


I 


3.35 

3.54 

4.75 

11. 07 

13.33 

33.37 

13.94 

33. 40 

33.79 

31.91 

31.33 

13.33 

13.54 

7.30 

5.79 

O  eo 

2.63 

8.08 

11.31 

10.78 

15.08 

13.66 

9.96 

12.22 

14.33 

8.73 

3.71 

13.59 

19.08 

18  22 

16.56 

10.90 

11.72 

9.72 

10.96 

10.02 

7.47 

5.47 

2.63 

11.87 


5.98 
9.45 
11.15 
6.01 
8.68 
3.70 
0.67 
3.88 
7.22 
6.00 
9.92 
10.64 
5.63 
3.52 
2.56 
1.55 
7.05 
7  40 
3.47 
3.50 
5  33 
10.93 
3.03 
7.33 
7.05 
3  13 
9.10 
3.31 
4.95 
3.13 
3.20 
i.58 
3.91 
6.61 
4.21 
6.83 
10.27 
10.11 
9.10 
10.62 


0.31 
2.11 
0.75 
1.31 
2.01 
4.23 
7.31 
11.21 
10.74 
11.08 
11.4^2 
12.29 
9.89 
10.64 
9.19 
8.63 
7.90 
7.05 
7.64 
5.01 
7.80 
4.92 
2.28 
3.30 
3.68 
4.14 
2.29 
1.35 
0.65 
3.89 
2.80 
0.13 
3.53 
e. 33 

e. 19 

7.43 
3.55 
4.13 
4.41 
7.13 


^4 

3^ 

4J 

M 

3.1 
5.1 
4.fl 
3.1 

0.3 

8. 
10. 
11. 

6. 
6. 

•I 

3.MI 


0.31 

3.31 

3.43 
4.33 


3. 
O.M 

1.93 

2.0S 

i.S9 

4.35 

3.71 

2.62 

i.11 

0.$§ 

0.75 
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ÏRAFWIJKINGEN   TE   UTRECHT 


CTS    EK    TAM   HET   JAAB. 


Augustus. 

September. 

Ootober. 

NoTember. 

December. 

Jaar. 

O.  va 

0.31 

9.99 

9.93 

0.68 

9.91 

o. 37 

9.00 

2.56 

0.72 

9.99 

9.19 

o.e« 

7.99 

2.32 

2.91 

11.49 

19.19 

2.09 

5.77 

4.08 

8.37 

7.39 

3.59 

1.96 

5.91 

6.96 

2.22 

7.77 

12.24 

0. 47 

10.51 

7.53 

4.79 

3.94 

0.42 

\ 

1  .99 

14.97 

13.06 

1.48 

3.95 

2.26 

\ 

0. 23 

11.94 

5.71 

0.18 

0.81 

6.86 

1 

0. 91 

11.59 

5.49 

9.39 

9.17 

19.99 

0. 99 

13.91 

2.99 

7.94 

9.54 

39.79 

1.71 

11.54 

7.06 

9.94 

9.51 

99.99 

3.91 

19.19 

4.27 

9.49 

0.47 

1.93 

2.50 

7.99 

9.99 

4.79 

4.91 

7.99 

2.85 

9. 49 

9.94 

4.99 

5.99 

3.75 

3.36 

9.77 

9.39 

9.91 

9.19 

13.13 

1.04 

9.59 

0.04 

7.37 

19.93 

99.99 

3 

3.21 

13.99 

5.80 

7.79 

99.54 

99.79 

0 

7.58 

9.99 

0.16 

9.99 

99.37 

7.59 

8 

6.24 

11.93 

0.13 

14.39 

99.19 

5.99 

li 

7.12 

9.79 

9.94 

19.39 

19.19 

9.90 

S 

3.65 

9.99 

9.77 

14.93 

9.37 

9.99 

n 

5.75 

9.99 

0.98 

19.99 

7.99 

19.91 

» 

3.58 

7.93 

1.44 

13.49 

19.91 

93.99 

k2 

3.62 

4.99 

2.10 

9.49 

9.47 

9.80 

p 

3.92 

9.54 

2.96 

7.79 

19.99 

8.60 

U 

4.22 

9.19 

2.47 

9.19 

4.99 

0.19 

17 

2.64 

5.99 

4.10 

3.97 

7.49 

19.99 

P 

3.12 

9.93 

2.70 

3.95 

1.79 

3.45 

M 

5.47 

1.37 

0.26 

1.21 

0.85 

21.35 

11 

9.94 

1.19 

2.41 

7.33 

7.72 

3i.48 

K 

12.07 

1.99 

9.99 

2.06 

1.99 

36.32 

<5 

12.29 

1.74 

9.99 

1.04 

0.60 

28.19 

i6 

13.85 

1.19 

9.95 

1.93 

9.99 

24.68 

13 

16.02 

1.96 

9.99 

4.84 

5.49 

28.86 

.47 

15.11 

5.09 

3.93 

6.89 

3.48 

27.68 

.46 

13.76 

4.02 

5.99 

1.33 

6.40 

16.72 

.€9 

14.24 

6.23 

0.98 

0.64 

1.19 

22.93 

.73 

13.72 

4.24 

2.22 

0.52 

1.74 

26.05 

J87 

13.57 

5.79 

0.28 

5.11 

5.58 

21.19 

.36 

12.70 

1.65 

3.95 

6.06 

3.61 

20.28 

(  1&4  ) 

TABEl  IT. 

0  V  E  E 

MAAT     DB 

R     B  A  R  0  M  S^ 

ACHTUm 

Januari. 

Fabruari. 

Maart. 

April. 

Md 

1849 

0.82 

•.19 

8.95 

a.97 

».m 

SO 

4.78 

4.10 

9.79 

•  33 

*.i* 

51 

7.1« 

9.S4 

a.4» 

a.75 

5.11 

53 

M.98 

IS  5a 

18.8» 

93.99 

aa.M   1 

53 

1.20 

9.S8 

8.67 

n.34 

12.0i 

54 

14.85 

10.79 

0.80 

4.18 

lts 

55 

ft.OO 

9.ai 

5.02 

1.99 

5.07 

56 

10.04 

7.10 

0.64 

3.% 

7.7S 

57 

11.31 

6.36 

6.97 

10.31 

9.« 

58 

•  1.08 

saai 

ai  4s 

S3.95 

as.ii    a 

59 

13.97 

a8.s« 

36.  ai 

34.39 

aa.M    1 

60 

sa.  37 

SS.  18 

16.58 

17.89 

la.N    1 

61 

7.8» 

•  «A 

1.73 

9.74 

9.14 

62 

•.«e 

•  sa 

3.39 

a.50 

4.7» 

63 

o. 1-1 

7.9a 

•  .IS 

7.06 

§.U 

6i 

»i.»o 

so.a7 

14.38 

18.3» 

li.Wt     1 

65 

IS. «8 

9.81 

7   78 

13.38 

1401     1 

66 

Sft.4S 

18.78 

13.33 

13.98 

■4.U     1 

67 

Ü.Oi* 

S.S4 

0.99 

4.92 

5.51 

68 

S.Sft 

7.9A 

8.48 

8.51 

11  M     1 

69 

14.S8 

IS.  39 

9.99 

19.89 

8.W 

70 

11. 3A 

10.97 

13.99 

17  7S 

a»,«p    * 

71 

14.67 

17.36 

31. OS 

18.18 

•081     11 

72 

17.98 

19. •• 

14. 40 

13  «0 

IS. 58     U 

73 

13.39 

11.30 

13.41 

13.62 

u.vo     u 

74 

5.89 

3.00 

s.ae 

1.73 

i.s:     « 

75 

0.46 

1.7a 

9.77 

9,99 

11  .H     M 

76 

19.49 

ia.  39 

5.51 

49* 

gtê     8 

77 

5.09 

8.44 

13.93 

17.19 

ISI.19       « 

78 

17.93 

10.19 

9.33 

11.10 

J4.M       H.Ï 

79 

32.71 

42.32 

40.66 

47.04 

45.95       Ö.I 

80 

26.36 

28.97 

23.31 

24.69 

22.02       M.1 

81 

29.33 

33.08 

33.90 

33.23 

2Ï.57     a.( 

82 

14.25 

7.61 

5.64 

8.34 

^■Si       li 

83 

28.18 

2i.08 

25.32 

22.92 

^■•^    «i 

84 

24.71 

24.04 

23.10 

23.72 

2(.tó       a.| 

8S 

16. '27 

21.17 

18.62 

22.06 

35.91       M.8 

86 

30.23 

27.15 

25.15 

24.9» 

2(.3J       «.« 
19,6S       fi-t' 

Ï4.13     a.ti 

87 

23.11 

23.63 

20.79 

19.78 

88 

14.12 

16.06 

25.32 

26.84 
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Ér  IJ  KINGEN    TB    UTRECHT. 


■K  SOn>B   VAK 


AnguatiiB. 


7 

«e 


MO 


1.06 
1.62 
k.60 
k.96 
i.10 
.7-2 
.39 
.8H 
.08 
.89 
.30 
.64 


3. 1^9 
&.€» 

15.33 

m.57 

4.01 
7.62 
6.31 

ae.ae 

7.59 
5.97 
o. 97 


ie.  79 

7.91 

4.04 

15.97 

19.57 

91.99 

19.99 

19.99 

14.25 

5.19 

11.49 

19.99 

'21.41 

19.09 

55.73 

26.18 

30.66 

11.89 

25.48 

22.48 

20.56 

26.37 

13.15 

29.77 


September. 


Oetober. 


9.99 
9.95 
9.49 

14.99 
15.89 
9.95 
9.95 
11.45 
5.7:^ 

99.57 

94.99 
9.19 
9.77 
1.99 
7.99 

99.55 


9.19 

1.63 
14.59 
19.99 
94.99 
19.49 
7.97 
14.79 
4.99 
19.59 
5.14 
20.27 
19.34 
55.56 
25.73 
31.24 
15.01 
28.61 
21.41 
22.77 
24.38 
14.70 
25.63 


9.59 

5.51 

9.94 

19.97 

18.77 
9.99 
5.18 
4.10 
5.57 
99.97 
99.99 
9.97 
7.99 
9.54 
9.59 
99.91 
19.19 
9.77 
1.60 
15.99 
15.91 
99.99 
19.99 
9.59 
15.65 
5.99 
11.97 
9.54 
17.83 
21.49 
50.93 
27.29 
29.05 
15.80 
27.64 
19.36 
28.83 
25.62 
12.76 
22.30 


NoTember. 


9.59 
4.79 
7.45 
9.91 

12.62 
9.71 
1.87 
2.80 
9.91 
99.41 
99.99 
9.91 
9.99 
9.74 
19.57 
19.57 
19.45 
7.75 
9.11 
17.99 
19.45 
19.99 
99.94 
1.46 
16.35 
5.71 
7.99 
5.99 
22.-29 
27.61 
45.66 
26.27 
26.78 
22.47 
29.69 
13.80 
28.14 
25.50 
17.35 
23.25 


Deoember. 


9.91 

9.19 

19.19 

9.59 

12.24 
0.42 
2.26 
6.86 
19.99 
99.79 
99.99 
1.99 
7.99 
9.75 
19.15 
99.99 
99.79 
7.59 
5.99 
9.99 


19.91 
99.99 

9.80 

8.60 

0.19 

19.99 

3.45 

21.35 

34.48 

36.62 

28.19 

24.68 

28.86 

27.68 

16.72 

22.93 

26.05 

21.19 

20.28 


TABEL  T. 


(  156  ) 


OVERMAAT 


VAN   IBDEK    DEB 


Januari 


Februari. 


Maart. 


April. 


MeL 


18i9 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 


9.8 

O.H 

12.9 

99. 1 

57.4 

71.7 

65.5 

75.7 

91.8 

71. e 

47.5 

511.5 

17.1 

99.1 

15.4 

15.5 

12.8 

1.6 

90.a 

99.11 

11.11 

5.9 

11.3 
1.4 

12.7 

12.3 

1.7 

33.4 

18.9 

95. e 

93.7 

10.1 

29.2 

37.2 

48.4 

16.2 

15.4 

94.9 

1.9 


95.1 
79.9 

eo.o 

93.5 
93.9 
118.9 
99.9 
117.4 
79.9 
99.7 
59.9 
51.9 
31.7 
9.7 
2.8 
19.7 
7.0 
18.9 
99.9 
19.4 
49.7 
9.7 
8.5 
6.0 
19.5 
29.7 
41.3 
3.4 
44.9 
41.4 
48.8 
49.9 
73.9 
55.8 
54.7 
97.4 
49.3 
95.9 
1.0 


12.1 

13.7 

11.7 

14.8 

3.0 

33.6 

48.0 

75.3 

80.8 

102.6 

41.5 

1.4 

19.4 

5.5 

17.4 

14.3 

17.4 

16.9 

30.6 

9.6 

23.8 

12.4 

36.7 

47.5 

70.8 

51.1 

60.7 

34.3 

13.2 

13.8 

16.1 

23.7 

5.9 

97.9 

99.7 

18.5 

•    9.5 

19.7 

0.0 


97.7 

87.9 
119.9 

89.7 
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147.9 
139.5 
199.7 
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194.4 
194.9 
199.9 
999.9 
188.5 
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119.5 
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199.9 
193.9 
195.9 

84.5    I 

113.8  I 

199.9  I 
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73.9 

51.4 

79.4 

91.5 

57.5 

194.9 

94.9 

79.4 

93.9 

57.3 

37.3 

19.8 

0.4 
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0.6 
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3M 

13. 0 

^Ê 
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^ 
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^ 
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^ 
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i9 
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aS 
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4^1 
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ns 
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j^i9 

43.1 
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4n 
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59I 
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^^1 
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|B 
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^1 
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il 
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il 
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#1 
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48.8 
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31.5 

90.9 

3.5 

43.9 
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ifi. 

Augustus. 

September. 

October. 

NoTember. 

December. 

Jaar. 

».8 

39.7 

35.3 

39.7 

5.4 

66.0 

67.1 

(.3 

3.6 

63.7 

33.7 

5.1 

59.6 

154.7 

1.4 

9.3 

103.8 

5.2 

56.5 

14.4 

91.6 

r: 

d9.3 

83.9 

137.6 

63.7 

67. 0 

467.7 

SO.6 

65.4 

151.4 

66.6 

8.3 

476.5 

b.4 

94.9 

75.9 

194.3 

46.9 

60.4 

596.6 

1.1 

'2.S 

121.2 

641.4 

11.7 

73.1 

530.9 

1.9 

4.0 

115.8 

166.6 

56.4 

66.6 

596.9 

|.« 

37.0 

115.3 

146.5 

66.9 

16.6 

543.7 

•  .1 

99.7 

li9.1 

166.4 

13.6 

66.6 

663. 0 

•  1 

16.1 

135.5 

116.9 

21.1 

16.0 

666.3 

».» 

7.6 

129.1 

95.1 

25.8 

16.2 

644.5 

•.» 

3.3 

97.6 

64.6 

5.7 

60.6 

609.0 

«.1 

2-2.3 

124.7 

45.6 

41.1 

64.9 

100.3 

2.6 

36.6 

109.6 

1.1 

62.5 

59.8 

72.6 

57.0 

33.0 

97.2 

40.7 

87.2 

112.4 

311.5 

^9.4 

46. 0 

155.7 

37.0 

121.4 

164.5 

299.9 

f6.4 

51. 0 

99.4 

99.8 

65.8 

143.2 

185.9 

MI.O 

3.4 

86.6 

109.0 

91  9 

131.4 

198.4 

M.8 

17.0 

131.9 

122.3 

123.6 

97.5 

332.6 

»s.o 

60.6 

121.4 

96.2 

102.3 

93.5 

235.3 

t9.8 

113. 0 

142.4 

55.9 

117.1 

43.5 

202.6 

11.4 

51.6 

118.2 

58.5 

131.0 

62.7 

261.1 

M.e 

44.6 

76.5 

4.6 

103.1 

18.8 

83.0 

te. 8 

33.6 

38.1 

l.O 

136.1 

67.7 

205.3 

Pö.l 

3.5 

14.5 

18.5 

97.8 

78.9 

209.8 

19.3 

79.3 

64.9 

52.9 

49.3 

113.1 

130.5 

47.5 

59.3 

101.6 

91.7 

53.3 

117.1 

125.3 

15.6 

105.0 

76.6 

97.9 

27.4 

110.1 

6.6 

10.4 

137. 0 

57.4 

109.7 

lO.l 

122.6 

66.6 

M.§ 

153.6 

33.6 

122.8 

7.2 

151.9 

36.0 

il9.3 

161.3 

55. 0 

67.6 

13.1 

95.5 

110.5 

•0.3 

167.6 

54.7 

92.8 

18.4 

55.4 

165.1 

M.3 

194.7 

76.7 

90.4 

13.6 

30.7 

439.1 

S4.7 

159.5 

66.9 

88.6 

36.5 

36.6 

356.5 

15.1 

134.1 

54.3 

93.6 

65.5 

2.6 

694.3 

46.3 

66.6 

67.6 

8.2 

16.1 

35.3 

619.9 

13.6 

49.6 

19.7 

21.9 

7.6 

4.9 

663.6 

l.ü 

1.7 

1 

1.5 

0.0 

0.4 

0.2 

i 

1.7 

1 
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O  V  E  E  M  A  AT  ^ 


TOLa 


Januari. 

Februari. 

Maart. 

April. 

Mei 

i 

1849 

9.8 

15.9 

9.9 

30.9 

f5.§ 

1 

50 

47.5 

191.9 

190.9 

199.9 

167.9 

11 

51 

141.9 

199.9 

147.4 

179.1 

169.9 

52 

las.e 

199.1 

179.9 

149.3 

170.0 

M 

53 

4117  .o 

499.5 

449.7 

517.5 

503.4 

41 

54 

499.9 

519.7 

499.1 

479.9 

4§5.§     ëê 
535.8     51 

55 

599.4 

579.5 

559.1 

541.9 

56 

541.1 

559.5 

599.9 

594.4 

631.3     dl 

57 

609.0 

579.9 

595.1 

599.9 

537.3     M 

58 

999.5 

919.9 

991.4 

977.4 

357.0 

9i 

59 

958.9 

949.9 

397.3 

337.5 

304.0 

IK 

60 

971.9 

999.5 

399.4 

319.9 

333.3 

3K 

61 

905.1 

185.9 

999.9 

994.9 

311.0 

m 

62 

914.0 

199.9 

179.1 

159.9 

138.3 

lÜ 

63 

91.9 

74.1 

97.9 

59.9 

30.3 

u 

64 

101.5 

118.4 

115.3 

144.8 

f63.4 

15| 

65 

308.8 

296.6 

299.2 

329.5 

337.1 

3^ 

66 

288.7 

263.4 

262.9 

267.0 

280.9 

29) 

67 

164.0 

168.3 

174.0 

161.5 

186.0 

!3 

68 

195.9 

201.5 

180.5 

178.4 

196.3 

2l 

69 

343.8 

310.5 

324.5 

341.8 

258.1 

^ 

70 

241.0 

2n.o 

265.6 

287.0 

309.3 

.  ^ 

71 

219.8 

242.0 

266.3 

237.0 

272.1 

^ 

72 

248.4 

246.0 

256.8 

267.4 

267.3 

M  AA 

73 

97.1 

10.5 

133.8 

133.8 

108.6 

74 

204.9 

215.1 

195.4 

225.0 

194.5 

9 

75 

199.2 

210.8 

220.4 

242.6 

257.3 

76 

162.2 

124.3 

97.9 

78.9 

85.9 

99 

IA 

77 

73.7 

25.7 

4.6 

13.5 

20.4 

1(4. 

78 

9.9 

9.4 

93.4 

99.4 

75.0 

tt 

M 

f» 

79 

94.9 

49.9 

19.4 

59.1 

43.0 

80 

9.9 

6.6 

14.2 

23.8 

62.2 

81 

91.4 

195.9 

154.9 

139.4 

175.4 

SI* 

•9»! 

mmm.: 

82 

177.1 

179.9 

999.9 

915.9 

318.3 

83 

497.9 

415.9 

419.9 

974.9 

361.7 

84 

999.7 

979.4 

959.9 

999.9 

333.7 

85 

995.1 

997.9 

991.9 

979.5 

,71.»  im^ 

^  mm   Ék        «AA  * 

86 

999.9 

955.5 

999.7 

949.5 

87 

199.9 

154.4 

143.7 

149.1 

147.0 

EW»«' 
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EN     TE     UTRECHT. 
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Scptrniber. 
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I 

ïl.2 

6.5 
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9        ISS.O 

IS8  e 
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131.1 

154.7 
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i     S3s.e 
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435.1 
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K      se3.« 
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II      ems.a 
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•      4oi.e 
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433. 4 
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543? 
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314.5 
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SS3-0 
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S7»  6 
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366.6 

S6«  a 

l«     1  »»8-8 

ao5.« 

383.4 

378.7 

344  5 

M       a7S.3 

303  9 

333. 3 

853.4 

«O0.O 

^        146.5 

iie.4 

149. 0 

104.6 

loo.a 

lo 

27.3 

12.2 

56.3 

77.9 

72.6 

'.* 

au -8 

199.4 

2:u.4 

258.9 

311.5 

'.8 

158.8 

217.3 

213.6 

247.8 

29».  9 

t.3 

256.3 

201.0 

2(i2.8 

207.2 

183.9 

'1 

187.7 

J7t.9 

184.1 

210.2 

198.4 

t.8 

276.2 

321.5 

334.8 

366.5 

332.6 

».e 

297.2 

286.7 

26i).6 

23». 3 

235.3 

t.s 

237.1 

278.1 

237.8 

252.6 

202.6 

h* 

2*9.6 

225.4 

!£!8.l) 

24t.9 

261.1 

\.6 

239.8 

218.1 

154.8 

126.9 

83.0 

1-0 

158.0 

119.6 

123.4 

136.4 

205.3 

».9 

270.0 

217.4 

236.9 

198.6 

209.8 

«■6 

120.8 

110.4 

144.8 

96.3 

130.5 

tt.8 

154. H 

78.5 

117.3 

121.3 

125.3 

H.2 

*.a 

21.5 

30.7 

4.8 

3.3 

•  .4 

3S.4 

S3.6 

11.8 

49. a 

ae.8 

•  ï 

iia.9 

»5.7 

8». 6 

65.3 

aso 

ii.:i 

a.2 

21.4 

33  6 

54.1 

110.5 

«7 

«OB.O 

•01.7 

176.5 

145.9 

185.1 

«  3 

361.8 

37». 8 

383.» 

414.4 

439.1 

8  9 

343.? 

337.9 

339.7 

364.4 

358.5 

•  3 

sso.o 

378.3 

373.3 

S60.3 

394.3 

16  tt 

iei.1 

174.6 

S60.0 

S53.9 

319.9 

«  1 

•85  3 

C17.S 

coa.5 

193.3 

333.6 

•  .« 

1.9 

20.1 

1.8 

6.4 
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PROCES-VERBAAL 


YAH  BB 


GEWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  28  Februari  1889. 


Tegenwoordig    de   Heeren:    van    de   Sakde    Bakhützen, 
Voorzitter,    Rauwenhoff,    Buys    Ballot,    van  dee  Waals, 

MiCHABLIS,  SCHOLS,  VAN  DiESEN,  StOKYIS,  PlACE,  FeANCHI- 
MOKT,  VAN  DOBP,  HoEK,  BlE&ENS  DE  HaAN,  Su&INGAB,  Ea- 
MKRLIK6H      OnNES,      MaG      GiLLAVBT,      Lo&ENTZ,      EoBTEWEO, 

BeuEBiNCK,   VAN  Bemkelen,  Zaaijeb,  Hoffmann,  Hübbecht, 

SCHOTJTE,     BbUTEL    DE   LA    BlVliiEE,    BaBHB,    DE   VbIES,    PeKEL- 

SABiNo,  Zeeman,  Fobsteb  en  C.  A.  J.  A.  Oüdekans,  Secretaris. 

—  Het   Proces- Verbaal  der  vorige  Zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  Worden    gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  H.  G.  Rogge,  Bibliothecaris  van  de  Universiteits- 
Bibliotbeek  te  Amsterdam,  31  Januari  1889;  2^.  A.  J. 
VAN  Pesch,  Inspecteur  van  de  Bibliotheek  van  het  Wis- 
kundig Genootschap  »Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles 
te  boven"  te  Amsterdam,  81  Januari  1889;  S^.  G.  F. 
Westebman,  Directeur  van  het  koninkl^k  zoölogisch  Ge- 
nootschap » Natura  Artis  Magistra"  te  Amsterdam,  2  Fe- 
bruari 1889;  40.  G.  C.  W.  Bohnbnsieg,  Conservator  van 
Teyler's  Stichting  te  Haarlem,  6  Februari  1889;  5".  A.  J. 
Enschedse,  Bibliothecaris  van  de  Stads-Bibliotheek  te  Haar- 
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lem,    2    Februari    1889;   60.  W.  P.  C.  van  Laak  jr.,  Bi- 
bliothecaris  van  de  Gemeente- Bibliotheek  te  Arnhem,  1889 ; 
7^.    Tebub,    Directeur   van  *s  Lands   Plantentain  te  Buiten- 
zorg,    16    Januari    1889;    8^.    Feakkot,    Secretaris  van  de 
Académie    Hongroise   des  Sciences  te  Budapest,   28  Januari 
1889;    9^.    GiLBBRT,    Bibliothecaris  van  de  Üniversitats-Bi- 
bliothek    te  Greifewald,  8  Februari  1889;  lO».  A.  db  Caiï- 
DOLLB,    Genève,    1888;  11^  J    B.  db  Bossi,  Rome,   12  Fe- 
bruari   1889;    12^.    den  Secretaris  van  de  reale  Accademia 
delle  Scienze  te  Bologna,  1889;  13^.  A.  Oolialdro,  Secre- 
taris   van   de  reale  Accademia  delle  Scienze  fisiche  e  mate- 
matiche  te  Napels,  23  Januari  1889;  14^.  H.  G.  Zeuthbn, 
Secretaris  van  de  Académie  royale  des  Sciences  et  des  Let- 
tres te  Kopenhagen,  20  December  1888;   15^.  den  Secreta- 
ris van  de  Société  royale  norvégienne  des  Sciences  te  Dront- 
heim,    18  Januari  1889;  16^.  H.  Wild,  Directeur  van  het 
Observatoire  physique  central  te  St.  Petersburg,  25  Januari 
1889;  17®.  W.  Schlutbe,  Bibliothecaris  van  de  üniversifcsfc 
te  Dorpat,  15  Februari  1889;  IS^.  Weipeet,  Bibliothecaris 
van    de    deutsche   Gesellschaft  für  Natur-  und  Yölkerkande 
Ostasiens  te  Tokio,  1  December  1889 ;  aangenomen  voor  be- 
richt. 

—    Voorts   Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

P.    M.    J.    DB    GoEJB,    Leiden,    Januari    1889;  2^.  Buts 
Ballot,   Directeur  van  het  Koninklijk  Nederlandsch  meteo- 
rologisch   Instituut   te   Utrecht,  28  Februari  1889;  3^.  H. 
Lbbmans,  Directeur  van  de  Service  de  la  Statistique  générale 
te    Brussel,  17  Februari  1889;  4^.  Förstekann,  Archivaris 
van    de    kon    sachsische   Gesellschaft  der  Wissenschaften  te 
Leipzig,    1,    10  December  1888;  5^.  H.  Knoblaucu,  Voor- 
zitter van  de  kais.  Leopoldinisch-Garolinischen  Akademiete 
Halle  a/S,  30  Januari  1889;  6».  A.  S.  Rillicu,  Secretaris 
van  de  Société  de  Physique  et  d'Histoire  naturelle  te  Genè?e, 
10    Februari    1889;    7^.  den  Secretaris  van  de  reale  Acca- 
demia   delle    Scienze    te    Bologna,    1889;    8^.  E.  Fbbgou, 
Secretaris    van    de    reale    Accademia  delle  Scienze  fisiche  e 
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mafcematiclie  te  Napels,  Augustus  1888;  9^.  H.  Wild, 
Directeur  van  het  physikalisch  Central-Obseryatorium  te 
St.  Petersburg,  September  1888;  10^.  J.  V.  Beide,  Biblio- 
thecaris yan  de  public  Library  te  Melbourne,  8  October 
1888 ;  ^waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelgke 
daiLkbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boeker^. 

—     Ingekomen    zgn:    1^.    mededeelingen    van  de  Hoeren 
J.     A.     C.    OxJDEMANS    en    A.  C.  Oudemans  ib.,  dat  zg  ver- 
hinderd   zgn    de    Vergadering    bg    te  wonen;  2®.  een  brief 
van    den  Heer  Dr.  F.  Tesah  uit  Praag,  ter  begeleiding  van 
eene   gedrukte   Latijnsche  verhandeling :  » Analysis  gravitatis 
terrestris",  met  het  verzoek,  daarover  een  oordeel  te  willen 
uitspreken.     De  Voorzitter  doet  opmerken,  dat  art.  10  van 
het    Reglement   van  Orde  der  Afdeeling  het  uitbrengen  van 
eenig    oordeel    over    gedrukte  stukken  verbiedt,  zoodat  aan 
het     verzoek     ?an    Dr.    Tesar    niet    kan    worden    voldaan. 
Wordt    besloten,  genoemden  Heer  van  een  en  ander  kennis 
te     geven ;    30.    een  brief  van  den  Heer  Dr.  Jan  db  Vbies, 
leeraar    aan    de    H.  B.  S.    te  Kampen,  ter  begeleiding  van 
een    opstel:  »Over  vlakke  configuraties,  welke  uit  de  oscu- 
latiegroepen  der  kubische  kromme  kunnen  gevormd  worden*', 
met  verzoek,  daaraan  eene  plaats  te  willen  verleenen  in  de 
werken  der  Akademie.     De  Heeren  Sühoüte  en  Biebens  de 
Haan    verklaren    zich,    op   verzoek    des  Voorzitters,  bereid, 
daarover  verslag  uit  te  brengen. 

—  De  Heeren  Bie&ens  de  Haan  en  van  den  Bebo  bren- 
gen verslag  uit  over  de  in  December  aangeboden  verhande- 
ling van  den  Heer  Dr.  Jan  de  Vbibs,  en  de  Heeren  van 
Bemvelen  en  Mabtin  over  de  in  November  aangeboden 
verhandeling  van  den  Heer  J.  Reindebs.  Omtreut  beide 
wordt,  op  voorstel  van  Heeren  adviseurs,  besloten,  ze  in  de 
werken  der  Akademie  op  te  nemen. 

—  De  Heer  van  deb  Waals  deelt  eenige  uitkomsten  mede, 

verkregen    bg    het  zoeken  naar  een  molekulair-theorie  voor 

een  mengsel  van  twee  stoffen. 

11» 
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6g  de  theorie  voor  een  enkele  stof  was  te  yinden  ge- 
weest :  1^.  een  betrekking  tusschen  druk,  yolome  en  tem- 
peratuur, en  2^.  een  regel  omtrent  de  phasen,  die  coëxisteeren 
kunnen. 

Ditzelfde  zal  ook  bg  de  theorie  van  twee  stoffen  het 
geval  moeten  zgn;  maar  daarbg  krijgt  het  tweede  gedeelte, 
het  vinden  van  regels  voor  de  coexisteerende  phasen,  een 
betrekkel^k  grooten  omvang. 

Stelt  men  het  volume  door  V  voor,  den  druk  door  p, 
de  temperatuur  door  T,  het  molekulairgewicht  van  de  eerste 
stof  door  Sfi  en  van  de  tweede  door  J/2,  en  de  gewichts- 
hoe veelheden  door  Mi  (1  —  x)  en  M^  x,  dan  is  voor  elke 
willekeurige  homogene  evenwicbtsphase : 

MRT       o, 

In  deze  formule  is 

üg  =  ai  (1  —  xy  -\-  2  ai2X  {1  —  o?)  +  Og  a?* 

^n  b^  benadering 

bx  =  61  (1  —  a?)  +  ftg  a? 

De  theorie  w^st  echter  voor  bx  een  meer  samengestelde 
uitdrukking  aan,  waardoor  in  bx  een  factor  zou  moeten 
optreden,  die  door  6^2  zou  kunnen  worden  voorgesteld. 

De  regels  voor  de  phasen  die  coëxisteeren  kunnen,  wor- 
den gevonden  door  de  voorwaarden  te  zoeken  waaronder 
de  integraal 


ƒ 


V 


een  minimum  wordt;  de  integraal,  uitgebreid  over  alle 
hoeveelheden,  in  een  vat  van  gegeven  grootte  voorhanden 
(1^  de  vrije  energie).  Deze  voorwaarden  zgn. 


V. 


\dv)x 
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2«. 


-  ■^-'m.-in='' 


Deze  nitko maten  voeren  tot  de  volgende  constractie: 
Nemen  wij  3  assen,  een  V  as,  een  x  as  en  een  ^  as, 
Yolgens  de  eerste  uitzettende  het  volume,  volgens  de  tweede  x 
en  Yolgens  de  S"^^  de  vrije  energie,  dan  worden  coëxisteerende 
phasen  gevonden  door  punten  te  zoeken,  die  hetzelfde  raak- 
vlak hebben.  (De  temperatuur  wordt  standvastig  gedacht). 
De  vergelgking  voor  ifj  wordt  gevonden: 

V/=  —  jpdV+MRT[xlog.x+  {1  —  x)log.  {1 -^w)] 
of 

De  bggevoegde  functie  van  x  volgt  uit  de  entropie  winst 
der  menging.  De  tweede  variatie  der  integraal  leert  dat 
alleen  die  phasen  stabiel  z^n,  waarvoor 

d^  JV^~  [dxd  V)^^  ^ 

Het  tf/  oppervlak  kan  zeer  verschillende  gedaanten  ver- 
toonen,  afhankeliik  van  T,  Oj,  aig»  fl^»  *i»  ^2  ®^  ^la^ 

Zgn  beide  stoffen  beneden  haar  kritische  temperatuur, 
dan  vertoont  het  oppervlak  een  plooi,  waarvan  de  richting 
in  hoofdzaak  evenwijdig  aan  de  x  as  loopt. 

Al  naar  gelang  van  de  waarde  a^^  in  verhouding  tot  a^ 
en  02  en  de  overige  constanten,  kan  de  gedaante  voor  zeer 
kleine  volumes  (vloeistofvolumes)  versclullend  zijn :  1^  even- 
als voor  groote  volumes  convexo-convex ;  dan  is  er  in 
vloeistofvorm  volkomen  menging;  2°.  met  een  nieuwe  plooi 
loodrecht  op  de  eerste;  dan  is  er  slechts  partiëele menging 
mogelgk. 
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Een  model  voor  het  tweede,  meer  gecompliceerde,  gervl 
werd  door  den  spreker  vertoond. 

Door  een  raakvlak  over  het  ip  vlak  te  rollen,  zoodat 
het  telkens  in  twee  punten  raakt,  vindt  men  o.  a.  hoe  de 
druk  met  de  samenstelling,  hetzg  der  vloeistofphase,  hetzg 
der  dampphase  samenhangt. 

Onder  anderen  blgkt  daaruit  hoe  de  druk  bg  vloeistoffen, 
die  sich  slechts  gedeeltelgk  mengen,  theoretisch  zou  moeten 
voortloopen  ook  voor  die  mengsels,  die  men  niet  verwezen- 
lyken  kan.  Steeds  moet  er  een  maximum-  en  een  minimum- 
druk  z^n,  en  die  worden  dan  verkregen,  als  het  rollende 
raakvlak  door  de  punten  der  spinodale  l^n  van  de  tweede 
plooi  gaat.  Tusschen  dien  maximum-  en  minimumdrok  in, 
zgn  de  phasen  labiel.  Daarbuiten  zijn  de  phasen  stabiel, 
maar  niet  altgd  voor  groote  evenwichtsstoringen ;  vandaar 
dat  wederom,  zooals  in  zooveel  andere  gevallen,  niet  alle 
stabiele  phasen  te  verwezenlgken  zgn. 

De  Ign,  die  de  afhankelgkheid  van  den  druk  aangeeft 
voor  de  samenstelling  der  dampphase,  vertoont  een  dubbel- 
punt  en  twee  keerpunten.  In  het  dubbelpunt  is  het  raak- 
vlak, dat  over  het  ip  vlak  rolt,  rakende  aan  3  punten  — 
aangevende  de  3  coëxisteerende  phasen,  die  b^  de  gekozen 
temperatuur  mogelyk  zyn. 

De  drukking  voor  twee  coëxisteerende  phasen  moetalt^'d 
kleiner  zyn  dan  de  som  der  spanningen  van  de  verzadigde 
dampen  der  twee  samenstellende  sto£Fen.  Eerst  in  het  ge- 
val van  absolute  nt^menging,  iets  wat  als  limietgeval 
zou  kunnen  gedacht  worden,  maar  volgens  deze  theorie 
niet  mogelgk  is,  zou  de  druk  een  fractie  grooter  kunnen 
z^n.  Dat  de  proeven  nimmer  een  grooteren  druk  dan  de 
som  der  twee  afzonderl^ke  spanningen  hebben  aangetoond, 
moet  aangemerkt  worden  als  een  gevolg  van  menging,  hoe 
gering  die  ook  zg. 

—  De  Heer  Eakbklinoh  OimEs  leest  het  eerste  gedeelte 
van  het  levensbericht  van  w^len  het  lid  der  Akademie 
B.  A.  Mees,  bestemd  voor  het  Jaarboek. 

— -  De  Heer  Schoutb  biedt  voor  de  werken  der  Akademie 
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aan  eene  yerhandeling  van  den  Heer  J.  Gabdinaal,  leeraar 
aan  de  H.  B.  S.  te  Tilburg:  »Het  construeeren  van  gebo- 
gen oppervlakken  door  middel  van  vlakke  doorsneden". 
Op  verzoek  des  Voorzitters  zullen  de  Heeren  Scuoutb  en 
BisR£Ms  BE  Haak  de  Afdeeling  daaromtrent  dienen  van  be- 
richt  en   raad. 

—  Voor  de  Boeker^  der  Akademie  worden  aangeboden, 
door  den  Heer  Schols:  twee  nieuwe  stukken  van  >  Water- 
bouwkunde*' door  Hekket,  Teldebs  en  Schols,  en  door  den 
Heer  Biekens  de  Haan:  Nieuw  Archief  der  Wiskunde,  Deel 
XV,  Stuk  2. 

—    Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  Vergadering. 
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OVEB  DE  DESMISCHE  CONFIGURATIE  9," 


DOOK 


.    :i:  3  ^' 


DE  HAAN  KN  F.  J.  VAN  DEN  BERG. 


(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  23  Februari  1889). 


Ondergeteekenden,  aan  wien  door  de  Afdeeling  de  beoor- 
deeling van  de  genoemde  verhandeling  werd  opgedragen, 
hebben  de  eer  zich  van  hunne  taak  te  kweten. 

Neemt  men  drie  willekeurige  punten  e^^a^^b^  &^n  op  de 
drie  gegeven  Ignen  a^  b^ ,  &i  Ci »  c^  a^ ,  en  nog  één  willekeurig 
punt  as  op  de  l^n  b^c^^  en  construeert  men  de  Paacal- 
Ign  a^&sCs,  voor  den  in  twee  rechten  beschreven  zes-hoek 
Ojfi^Cio^biCf^  ^  dan  verkrggt  men  eene  configuratie  93  il,  die 
schr^ver  de  desmüche  noemt,  ter  onderscheiding  van  twee 
andere  configuratiën  93  B  en  93  C,  die,  even  als  de  9^  A 
zelve,  reeds  in  1881  door  8.  Eaktob  werden  aangegeven. 

Onze  configuratie  bezit: 


drie  hoofd-drie-hoeken  a^  a^  03, 

^1  &2  ^3 )  ^i  <^d  ^  9  ^^^^  Ignen 
vormen  dus  de  basis  van  eene 
krommen- reeks  der  derde  klasse. 


drie  hoofd-drie-zgden  i4i^2^8' 
Bi B2  ^3,  Cl  Gj  C5;  hare  pun- 
ten vormen  dus  de  basis  Tan  een 
kronmien-bundel  der  derde  orde. 


Bepaalt  men  eene  K^  door  de  drie  punten  a»6,-cg  (voor 
1  :=  1,  2, 3)  en  een  willekeurig  punt  a"'  op  o^ö^  dan  sngdt 
K^  de  Ignen   a^  a^^   a^  03,  a^  ai  in  de  punten  a'",  a\  a",  die 
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de  tangentiaalpiinten  zgn  van  03 ,  a^ ,  o^;  deze  laatste  vonnen 
dus  een  inflexietripel.  Wanneer  de  K^  de  Ign  a^a^  in  het 
punt  Gi  raakt,  dan  zgn  ai^a^,  a^  punten  van  9-pmitige  aan- 
ntking  met  krommen  der  derde  orde,  en  zgn  dus  hoekpun- 
ten yan  een  driehoek  van  Habt. 

Xilk  drietal  collineaire  punten  eener  K^  behoort  slechts 
tot  ééne  desmische  conf.  93  -4,  in  die  JTg  beschreven.  En 
daaruit  volgt,  dat  de  Ignen,  die  twee  inflexietripels  vereeni- 
gen,  K^  snijden  in  een  derde  inflexietripel. 

Daar  drie  collineaire  punten  ook  drie  coUineaire  tangen- 
tiaalpunten  hebben,  zal  men,  uit  de  punten  eener  desmische 
conf.  93,  beschreven  in  de  serpentine  der  twee-takkige  iTg, 
de  raaklgnen  aan  de  kromme  trekkende,  raakpunten  verkrg- 
gen,  die  tot  eene  config.  (8612,  1^43)  aanleiding  geven.  Deze 
bevat  16  desmische  conf.  93  en  negen  der  vroeger  door 
schrgver  behandelde  conf.  (I24,  I63)  A. 

Vervangt  men  de  twee-takkige  K^  door  eene  één-takkige, 
dan  komt  er  eene  config.  (ISg,  863),  bevattende  vier  desmi- 
sche conf.  93  en  negen  vier-z^den. 

Nadat  schrgver  de  constructie  g^even  heeft  Yoor  conneae 
desmische  configuratiën,  toont  hg  aan,  dat  een  K^  bevat 
eene  desmische  conf.  93,  die  met  hare  connexe  samenvalt, 
en  daarom  autoconnexe  genoemd  wordt.  Deze  heeft  een  drie- 
voudig nevenpunt ;  terwgl  de  reciproke  wel  ééne  driepuntige 
diagonaal  heeft,  maar  geen  tweede,  zonder  onbestaanbaar  te 
worden.  En,  omgekeerd,  bg  eene  desmische  conf.  93  met 
drievoudig  nevenpunt,  komen  de  negen  diagonalen  drie  aan 
drie  samen  in  collineaire  punten,  de  buigpunten  eener  ^"3, 
die  door  één  hunner  wordt  bepaald;  zg  vormen  puntenqua- 
drupels,  met  de  drie  puntentripels  der  desmische  conf.  93: 
en  daarom  is  deze  autoconnexe.  Hare  hoofd-driehoeken  zgn, 
twee  aan  twee,  viermaal  perspectief  ten  opzichte  van  de 
hoekpunten  van  den  derden  driehoek  en  het  drievoudig 
nevenpunt  der  configuratie. 

Zoowel  de  hoofd-driehoeken  eener  desmische  conf.  93  met 
hunne  perspectiviteits-assen,  als  de  hoofd-driezgden  met  hare 
perspectiviteits-centra,  bepalen  telkens  diie  dergelgke  conf. 
Er  zgn    27    desmische    conf.  93,  welke  ieder  zgn  samenge- 
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steld  uit  zes  Igoen,  zes  punten,  twee  diagonalen,  tvree  neren* 
punten,  een  nevenpuntsl^n  en  een  diagonaalsn^punt  der  oor- 
spronkelgke  conf.  O3 ;  zoodat  de  27  perspectiviteitsstralen, 
die  behooren  tot  de  paarswijze  drievoudig  homologe  hoofd- 
driezyden  der  conf.  93,  elk  gaan  door  27  homologe  sn§- 
punten  van  de  zyden  der  hoofd-driehoeken,  die  evencjens 
paarsw^ze  drievoudig  homoloog  z^n. 

Het  voorgaande  leert  ons  nu  uit  eene  conf.  (3  Zp^  p  r^) 
af  te  leiden  de  conf.  (9  0-3^,  9  />  ;p  3)  die  bestaat  nit  de  3  ^ 
daartoe  behoorende  inflexietripels  en  de  Ignen,  die  hiermede 
px  desmische  conf.  vormen;  —  de  conf.  (Oarg^,  4px^)^  die 
uit  px  vierzyden  is  samengesteld; —  de  conf.  {12T^,f  16px^\ 
die  uit  px  conf.  (I24,  163)-^  bestaat;  —  verder  de  conf. 
(15^5^1,  2b pr^),  door  eene  eigenschap  der  conf.  (I55,  253^;  — 
en  eindelgk  de  conf.  (24  x^,  64  p  x^)^  door  eene  eigenschap 
der  conf.  (248,  643). 

Schr^ver  somt  nu  de  bekende  configuratiën  op,  die  in 
eene  ^^3  kunnen  beschreven  worden,  met  de  indices  2  en  3 ; 
die  van  den  vorm  713,  en  enkele  met  de  indices  4  en  5.  De 
methode  van  dit  opstel  stelt  hem  nu  in  staat,  dit  geringe 
aantal  willekeurig  te  vermeerderen,  zooals  hg  met  een  paar 
voorbeelden  toelicht. 

Deze  arbeid  is  van  dien  aard,  dat  Uwe  Commissie  U,  ook 
nu  weder,  gerust  kan  aanraden,  de  verhandeling  in  de  Ver- 
slagen en  Mededeelingen  op  te  nemen. 

Leiden  en  Hilversum^  "     D.  BEERENS  DE  HAAN. 

Februari  1889.  F.  J.  VAN  DEN  BEEG. 


OVER    DE  DESMISCHE   CONFIGURATIE  Qj, 


DOOS 


Dr.    JAN    DE    Y  B  I  E  S. 


Sedert    S.    Kantor   in  1881  *)  aantoonde,  dat  er  drie  in 

samenstelling    Yerschillende    configuraties    9^  bestaan  en  de 

middelen  aanwees,  om  hen  te  constrneeren  en  van  elkander 

te   onderscheiden,  zyn  deze  cf.  herhaalde  malen  het  voorwerp 

yan    onderzoek    geweest.     Zoo    bepaalden  Martin etti  f)  en 

ScnoENPLiEs  §)    de    groepen    van    substituties,  welke  in  elke 

dezer   cf.    de  door  de  getallen  van  1   tot  9  voorgestelde  cf. 

punten    in    elkander    doen   overgaan,    terwijl  Schroister  **) 

onlangs  bewees,  dat  ook  de  93  C,  welke  Kantor  met  behulp 

van    lineaal    en    passer   had  leeren  constrneeren,  evenals  de 

beide  anderen,  93  A  en  O3  B,  eene  lineaire  constructie  toelaat. 

In    de    volgende    §§    wensch    ik    eenige   eigenschappen  der 

door  Kantor  93  A  genoemde  cf.  te  behandelen,  welke,  naar 

het  sch^nt,  nog  niet  werden  opgemerkt. 


§  1.  Neemt  men  op  de  Ignen  61  c^,  cj  a^,  a^  fc]  achter- 
eenvolgens de  punten  02,  &2»  ^%  ^^  ^P  ^®  ^V^  ^s  ^»  ^^*  P^*^* 
Og  willekeurig  aan,  en  bepaalt  de  sngpunten  63  ^  (03  q,  o^  Cg) 


•)  IJeber  die  Conf.  mit  Ind.  8,  9  {Siit.  Wien.  Ai,,  Bd.  84,  8.  916). 
f)  Sulle  cf.  piane  /eas  {Jnn.  dt  Mat,  Ser.  Ha,  tomo  XY). 
§)  Ueber  die  regelmassigen  Cf.  n^  {Maih,  Ann.  XXXI). 
**)  Ueber  lineare  Eonstnictloiien  zur  Herstellong  der  Konfigorationen 
II,  {OÖU.  Naeh.  9,  1888). 
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en  Cs  ^  (03  &xf  ^  ^s)»  ^^^  ligg^^  ^ii  63  en  c^  in  eene  recUite, 
die  de  reeds  voorhanden  punten  en  Ignen  tot  de  cL  9s  ^ 
aanvult;  deze  rechte  is  de  Pascall^n  voor  den  in  ti^ee 
rechten  CLf^biCi  en  036303  beschreven  zeshoek  03  63  c^  03  ^i^Tj^* 
Tabel  (A)  geeft  een  overzicht  over  de  gevormde  cf. 


Lgnen 

Al 

Bi 

«1 

Cl 
«1 

^8 
«8 

^8 

O» 

^8 
«8 

^3 

^8 

c;. 

Oi 

«1 

<»3 

Os 

Punten 

h 

h 

61 

6» 

63 

6, 

h 

tl 

h 

«1 

Cl 

c« 

c« 

Cg 

«8 

«8 

«8 

Cl 

.  (A) 


De  cf.  bevat  drie  hoofddriez^den*)^i /I3  J3,  B^B^B^ 
Cl  C3  C3,  hare  punten  vormen  dus  de  basis  van  een  (AT^), 
d.  i.  een  bundel  krommen  der  derde  orde;  zg  bezit  ook 
drie  hoofddriehoeken  ai  03  03,  bi  63  63,  c^  C3  C3,  zoodat  hare 
Ignen  de  basis  van  eene  krommenreeks  der  derde  klasse 
vormen.  Wegens  de  overeenkomst  (usschen  het  stelsel  der 
hoofddriehoeken  —  die,  zooals  Eamtob  opmerkte,  paarage- 
wjjze  driemaal  perspectief  zijn  t.  o.  v.  de  hoekpunten  van 
den  derden  driehoek  als  middelpunten  —  en  het  door  Her* 
MES  f),  Stephanos§)  en  Yebonese**)  beschouwde  stelsel  van 
drie  paarsgewgze  viermaal  homologe  viervlakken,  zal  ik  deze 
93  de  ^desmische"  noemen. 

§  2.  Op  de  JTg,  welke  door  de  n^en  punten  oi  bi  ci  (t  =  1 , 2, 3) 
en  het  op  a^  a^  willekeurig  gekozen  punt  a'"  bepaald  wordt, 
is  a'"  het  tegenpunt  van  &i  c^  (3  cx,  omdat  de  Ignen  A^  en  Ai 


*)  Eene  hoofdveelzijde  (een  hoofdyeelboek)  is  het  samenstel  Tan  eene 
groep  onderling  gescheiden  cf.  lijnen  (punten),  die  samen  alle  cf.  ponten 
(lijnen)  dragen.  Verg.  mijn  opstel  #Over  vlakke  polyedrale  cf."  {FenL 
en  Meded,  3<ie  Reeks,  Deel  VI,  blz.  12). 

t)  Ausdehnung  eines  Satzes  vom  ebenen  Yierseit  aofranmliche  Figuren 
{Journal  v.  C&illb.  Bd.  56,  1868). 

{)  Sur  les  systèmes  desmiques  {BnlL  d,  teiencei  maiJL  Ser.  II,  tome  m, 
!•  partie). 

**)  Sopra  aloune  notevoli  confL  {AUi  del  f  Ace.  R.  IX). 
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de  f3  in  a^  en  a^  sngden;  daar  03  het  dubbelpunt  der  tut 
JB^    en     Q   geyormde    K^  is»  moet  a*"  dus  het  tangentiaal- 
pnnt  van  03  wezen.  Op  dezelfde  wgze  blgkt,  dat  K^  de  Ign 
a^  03     in    het   tangentiaalpunt  a!  van  aj  en  de  1^  1  a^  a^  in 
liet   tangentiaalpunt  a"  van  a^  ontmoet.    De  punten  a^  a^  03 
vormen  derhalve  een    inflexietripel,  d,  w,  z.  zgn  de  projec- 
ties der  drie  bestaanbare  buigpunten  uit  een  punt  van  K^  *)• 
De   drie  gescheiden  puntentripeU  eener   desmiache  Og  vormen 
op   elke  omgeschreven  K^    drie    infiexietripels^  die  paarsgewijze 
driemaal  perspectief  zijn  U  o.  v.  het  derde  tripel. 

Op   de    -fiTg,    die   ai  a^    in  aj  raakt,  valt  a'"  met  a^  dus 

a'   met   a^  samen,   waardoor   og  het  tangentiaalpunt  van  a^ 

en    het  2*«  tangentiaalpunt  van  ai  wordt,  dus  met  zjn  3^« 

tangentiaalpunt   vereenigd   is;    aia^a^  zgn  dan  punten  van 

negenpuntige    aanraking    met  krommen  der  derde  orde,  dus 

de  hoekpunten  van  een  der  beide  driehoeken  van  Habt  f)- 

De    (^s)»    ^*^*^    ^^^   ^^^    desmische  9^  bepaald  is^  bevat 

drie   krommen  ^   voor   welke  een  der  hoofddriehoeken  tegelijk  in 

en  om  K^  beschreven  is, 

§  3*  Liggen  drie  punten  ai,  61,  c^  eener  JTg  in  eene  rechte, 
dan  zgn  hunne  projecties  /?,  ?,  r  uit  de  bestaanbare  buig- 
punten t, »', »''  eveneens  collineair.  De  projecties  a^  en  og 
van  t'  en  i"  uit  p  vullen  ai  tot  een  inflexietripel  aan,  ter- 
wijl 61  met  de  projecties  b^  en  6g  van  i"  en  i  uit  y,  en  c, 
ipet  de  projecties  fg  en  ci  van  i  en  i'  uit  r  een  inflexie- 
tripel vormt.  Duidt  men  door  het  teeken 

12  3 
4  5  6 
7      8      9 

aan,    dat    de    n^en    punten    1    tot    9    met    de    zes    Ignen 


*)  DüBÉoi,  die  ebenen  Curven  3t«  O.  1871,  S.  291,  of  Scheobtbe,  die 
Theorie  der  ebenen  Curven  3»*'  O.  1888,  S.  282. 

t)  On  the  nine-pimct  contact  of  oubio  curves  {Trane,  Boyal  Irisk  Aead. 
1875). 
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123,  456,  789,  147,  2D8,  869  incident  zgn,  dus  met  hen 
eene  atrigonisclie  *)  (92,  63)  vormen,  dan  geeft  tabel  (B)  een 
overzicht  over  den  samenhang  tusschen  de  15  bovenge- 
noemde punten. 


(pqr 

t     i     t     ► 

«1  *S  ^8  / 

i     i'     t"   [ 

ai  bi  C2  I 


ipqr 

i  i  i   > 

a^bi  Cl  ] 
pqr 


i    f"    i' 


ai  6g  Cl 


pqr 


•"  t"  t" 


«3  h  ^2 

(pqr\ 

j  i'    i     i"  l 

l   «2  *3  Co   ] 


(B) 


p    q    r    \  (Pqr\  (pqr\ 

l   02  *2  ^8   ]  l   «8  *3   ^1    I 


«3   *1   ^3  . 


De    acht   nieuwe  lijnen  van  (B)  vormen  blikbaar  met  de 

Ign  ai  bi  c^  eene  door  tabel  (A)  voorgestelde  desmische  93. 

Elk  drietal  collineaire  punten  eener  K^  behoort  slechts  tot 
ééne  in  K^  beschreven  desmisehe  9^. 

Daar  een  inflexietripel  door  een  zyner  punten  bepaald  is, 
geldt  voorts  de  volgende,  naar  het  schynt  nog  niet  opge- 
merkte   eigenschap. 

De  lijnen^  welke  een  inflexietripel  met  een  tweede  inflejie- 
tripel  vereenigen,  snijden  K^  in  een  derde  inflexietripel. 

Drie  tot  eene  desmische  9s  behoorende  inflexietripels  zal 
ik  door  de  benaming  desmische  groep  samenvatten. 

Daar  drie  collineaire  punten  coUiueaire  tangentiaalpunten 
hebben,  vormen  de  sn^punten  van  K^  met  de  z^den  der 
hoofddriehoeKen  eener  desmische  93,  dus  de  punten  aa"a"\ 
b'b"b''\  c'c'W'j  eeue  tweede  desmische  93,  waarvoor  de  tabel 
uit  (A)  wordt  afgeleid  door  eiken  index  door  het  overeen- 
komstige aantal  accenten  te  vervangen.  Elk  op  eene  cf  dia- 


*)  dtrigoniieh  heet  eene  of.,  wanneer  zij  geen  cf.  driehoeken  bezii 
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gonaal  der  desmische  93  gekozen  puot  bepaalt  dus  eene  in 
d«3  hoofddriehoeken  dezer  cL  beschreven  desmische  93.  Hier- 
uit volgt  verder: 

Trekt  men  vit  de  punten  eener  in  de  serpentine  eener  twee" 
iaJckige  K^  beschreven  desmische  93  de  riaklijnen  naar  de 
kromme,  dan  behooren  de  raakpunten  tot  eene  cf.  (36i2,  1443^, 
welke   16  desmische  9^  en  9  c/.  (I24,   163)-4*)  bevat. 

Veriricht  7nen  dezelfde  constructie  voor  het  geval  der  een" 
takkige  K^^  dan  ontstaat  eene  (ISe»  363),  weÜce  9  vier  zijden 
en   4   desmische  %  bevat. 

De  beide  laatste  cf.  ontstaan  ook,  als  men  de  punten  der 
desmische  93  tot  puntenkwadrupels  of  tot  correspondeerende 
paren   van  hetzelfde  stelsel  aanvult. 

Wordt  elk  infiexietripel  eener  desmische  groep  met  een  bC" 
paald  tripel  van  eene  tweede  soortgelijke  groep  vereenigd,  dan 
snijden  de  27  verbindingslijnen  K^  in  de  tripels  van  eenderde 
desmische  groep. 

De  9  inflexietripels  behooren  dan  met  hunne  verbindingen 
lijnen  tot  eene  cf.  (275,  ^43),  welke  uit  6  desmische  9^  is 
samengesteld. 

§  4.  Plaatst  men  b^  de  in  §  1  gegeven  constructie  der 
desmische  93  het  punt  a^  in  de  doorsnede  der  l^nen  bzc^ 
en  oi  a^,  dan  z^n  a^  a^  a^  de  bestaanbare  buigpunten  van 
elke  om  de  cf.  beschreven  K^ ;  bi  b^  b^  en  c^  c^  C3  zyn  dan 
connexe  inflexietripels  f  j.  Deze  bizondere  93  wordt  door 
ScHBOETBB  In  z^uc  oulaugs  verschenen  theorie  der  K^  ver- 
meld §). 

Op  elke  K^^  welke  om  eene  desmische  9^  met  eene  driepun- 
tige  diagonaal  kan  beschreven  worden^  zijn  de  beide  overige 
gescheiden  puntentripels  connexe  inflexietripels ;  op  ééne  K^  zijn 
de  beide  hoofddriehoeken  met  de  driehoeken  van  Haet  identiek. 

Dit    laatste    bl^kt    hieruit,    dat    een    punt,   dat   met  zyn 


*)  De  cf.  (I24,   163)-^  heb  ik  beschouwd  in  mijn  opstel  #Over  vlakke 
conf."  {Ferêl.  en  Meded.,  3de  Eeeks,  ]}qq\  V,  blz.  105). 
t)  DüKÈGB,  1.  c.,  blz.  288. 
§)  SOHJEIOXTBB,  L  c,  blz.  283, 
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derde   tangentiaalpont   samenvalt,   uit   elk  bnigpimt  in  een 
soorigel^k  pont  wordt  geprojecteerd. 

De  punten  p,  q^  r,  uit  welke  de  punten  eener  algemeene 
desmische  Og  in  de  drie  buigpunten  worden  geprojecteerd 
(§  3),  behooren  achtereeuYolgens  tot  de  connexe  tripels  van 
oti  ft|,  ci  (t  ^  1,  2,  8).  Deze  drie  connexe  inflexietripels  be- 
palen eene  tweede  desmische  93;  dit  volgt  trouwens  ook 
uit  de  aan  het  slot  van  §  3  vermelde  eigenschap,  wanneer 
aldaar  de  tweede  desmische  groep  tot  het  buigpuntentripel 
wordt  samengetrokken.  Twee  aldus  met  elkander  verbonden 
desmische  9)  noem  ik  connexe  cf. 

De  desmische  93  eener  K^  kunnen  dus  in  connexe  paren 
gerangschikt  worden;  daarbg  blgkt,  dat  K^  óene  desmische 
93  bevat,  welke  met  hare  connexe  cf.  samenvalt:  hare 
tripels  worden  gevormd  door  de  sextactische  punten,  d.  z. 
de  9  antitangentiaalpunten  der  drie  bestaanbare  buigpunten. 
Eene  hoofddriezgde  dezer  autoconuexe  %  bestaat  uit  de  drie 
harmonische  poollgnen  der  buigpunten;  daar  deze  rechten 
naar  een  punt  convergeeren,  heeft  de  cf.  een  drievoudig 
nevenpunt,  komt  dus  reciprook  overeen  met  de  bovenge- 
noemde door  het  bezit  van  eene  driepuntige  diagonaal  ge- 
kenmerkte desmische  93. 

Eene  desmische  93  kan  geen  tweede  driepuntige  diagonaal 
bezitten,  zonder  gedeeltelgk  onbestaanbaar  te  worden;  im- 
mers uit  91  ^ax  09  as  en  S^  61*^63  volgt  q^^^g; 
door  toevo^ng  dezer  drie  Ignen  ontstaat  uit  de  93  eene 
(94, 123),  die  met  de  door  Hesse  aangewezen  cf.  der  buig- 
punten identiek,  dus  slechts  gedeeltelgk  bestaanbaar  is. 

§  5.  Komen  A-^^A^A^  in  een  punt  o  samen,  dan  bestaat 
eene  der  krommen  van  de  derde  klasse,  welke  door  Ai  Bi  d 
worden  aangeraakt,  uit  o  en  eene  kegelsnede.  Beschouwt  men 
J?i,  Ci  als  de  zyden  van  den  Brianchonzeshoek  a^Cx  63  02^351, 
dan  blgkt,  dat  de  cf.  diagonalen  ai  a^,  b^\  en  cj  c^  door 
een  punt  y  gaan.  Evenzoo  volgt  uit  den  zeshoek  ai  h^  Cg  a^  63  cg, 
dat  ai  03,  ftj  63,  C£  C3  naar  een  punt  /?,  en  uit  den  zeshoek 
09  b^  Cl  cj  hl  c^ ,    dat    de    diagonalen    a^a^ ,   bi  b^ ,  Cj  c^  naar 
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een  ptmt  a  convergeeren.  De  punten  a,  /?,  y  zijn  als  homo- 
loge snflpunten  der  t.  o.  v.  het  punt  o  perspectief  gelegen 
driehoeken  (aj  a^  03),  (63  h-^  hi^^  (c^  Cj  Cg)  collineair.  De  l^nen 
-B»»  Ci  vormen  nu  met  de  9  cf.  diagonalen,  de  as  a  /?  /,  de 
9  cf.  punten  en  de  punten  a,  ft^  y  de  door  tabel  (C)  voor- 
gestelde (12^,  163)^  *). 
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Op    de    om    deze    cf.    beschreven  tweetakkige  ^3  vormen 

«1  f>z  ^s  ^  y  ^2  ^i  ^1  /^  ®^  ^3  ^3  ^2  y  ^"^  puntenkwadrupels 
met    coUineaire   tangentiaalpunten ;    nu  z^n  evenvrel  aj  63  C3 

met  -43,  a^b^ci  met  -4i  en  a3t2?3  ™®^  ^2^^^^^^^^'  «> /^>  / 
zgn  dus  de  buigpunten  der  ir3  en  Ai  hunne  harmonische 
pooUgnen.  Van  de  geassocieerde  (12^,  I63) -4  liggen  op  elke 
Ai  drie  punten,  die  door  de  paren  der  93  van  o  harmo- 
nisch gescheiden  worden;  de  overige  3  punten  zijn  in  o 
vereenigd,  zoodat  de  omgeschreven  ^"3  iu  het  samenstel  der 
l^nen  Ai  ontaardt. 

Hieruit  volgt  deze  omkeering  der  in  §  4  gevonden  eigen- 
schap : 

Van  eene  desmürhe  9^  met  drievoudig  nevenpunt  komen  de 
negen  diagonalen  drie  aan  drie  samen  in  drie  coUineaire  pun* 
ten,  welke  de  buigpunten  der  door  een  hunner  bepaalde  K^  zijn ; 
daar  deze  buigpunten  met  de  drie  infiexietripels  der  9^  punten- 
hwadrupeU  vormen,  ie  deze  9^  autjconnex. 

De    hoofddriehoeken    der    autoconnexe  cf.  liggen  paarsge- 
wgze  viermaal    perspectief  t.  o.  v.  het  punt  o  en  de  hoek- 


*)  J.  DB  Vbies,  Over  vlakke  cf.,  blz.  107.  Be  volgorde  der  kolommen 
van  (C)  stemt  geheel  overeen  met  die  der  tabel  (B)  in  de  aangehaalde 
verhandeling. 


VXtai..  »f  XBDXP.  AÏP.  MATUVRK,  8d«  >Ï*R$  DBBL   VI, 
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punten  van  den  derden  driehoek  *).  Omgekeerd  geven  twee 
viermaal  perspectief  geplaatste  driehoeken  steeds  aanleiding 
tot  eene  autoconnexe  desmische  9^;  een  der  driehoeken  kan 
willekeurig  aangenomen  worden,  van  den  tweeden  sleclits 
een  hoekpunt  f) ;  diïö  der  perspectiviteitscentra  vormen  een 
derden  driehoek,  welke  met  eiken  der  beide  anderen  viermaal 
perspectief  ligt;  dit  laatste  schijnt  door  Schbx)eteb  niet  op- 
gemerkt te  zgn. 

De  hoofddriehoeken  eetier  autoconnexe  9^  zijn  twee  aan  twee 
viermaal  perspectief  t.  o.  v,  de  hoekpunten  van  den  derden 
driehoek  en  het  drievoudige  nevenpunt  der  cf 

Heeft  eene  desmische  93  behalve  de  driepuntige  diagonaal 
21'^  aj  «2  ^8  ^®^    drievoudig    nevenpunt  0^  A^A^  A^,    dan 
liggen  de  punten  a^  fl^y  op  ^,  en  de  door  een  hunner  be- 
paalde K^  ontaardt  in  ^  en  de  door  bi  ci  (t  =  1,2,3}  ge- 
trokken K2. 

Deze  in  dubbele  mate  bizondere  9^  kan  aldus  gecon- 
strueerd worden:  drie  in  o  samenkomende  lijnen  A^A^A^ 
worden  door  eene  vierde  lijn  91  achtereenvolgens  in  ^2'  03»  ^i 
gesneden;  het  op  Ai  gekozen  punt  //j  wordt  uit  aj  op  A^ 
in  02,  uit  ag  op  A^  in    f3    geprojecteerd ;  a^  cq  sngdt  A^  in 

63,    a^  C3    bepaalt    op  ^2  ^^^  punt  &21  ^1  ^2  ^P  -^i  ^^^  ^^ 
gende  punt  Cy 

§  6.  De  hoofddriehoeken  a|  «2  «s  ^n  b^  63  62  eener  desmi- 
sche 93  liggen  perspectief  t.  o.  v.  c^  (tabel  A) :  de  homologe 
diagonalensngpunten  2I3  952,  ^1 '^i*  \^s  zijn  dus  incident 
met  eene  rechte  C.  Uit  de  homologie  van  aia^a^  en  62^163 
met  centrum  c^  volgt  evenzoo,  dat  de  punten  8(3353,  2li552» 
SJgSSi  ^^^^  ^®"®  rechte  C"  verbonden  worden;  eindelgk  le- 
vert de  homologe  ligging  van  010303  en  63^2*1  ^^  rechte 
C"=(9l3«i,  2li553,  2I2352).    De  lijnen  C  C"  C"  vormen  met 


*)  Dat  twee  driehoeken  hoogstens  viermaal  perspectief  kunnen  zijn, 
heeft  Rqsakes  (Maih.  Jnn.  II,  S.  549)  analytisch  en  Sch&oetek  (aldaar 
S.  553)  synthetisch  bewezen. 

f)  ScHROETEE  In  de  zooeven  aangehaalde  verhandeling. 
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de  diagonalen  3ii  S5»  en  de  diagonalensn^punt 
de  door  tabel  (D)  voorgestelde  desmische  93. 
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De  Jioofddriehoehen  eener  desmische  9^  bepalen  paarsgewijze 
met  hunne  bijbehoorende  perspectiviteitsassen  drie  soortgelijke 
configuraties, 

Zyn  «1  «2  0:3,  /?!  /?2  /?3  de  hoekpunten  der  hoofddrie- 
z^den  ^1-42^3,  B^B^B^^  dan  ligt  A^A^A^  meï  B^B^B^ 

l.  o.  Y.  de  as  6g,  met  2^2  -^1  -^3  ^-  ^'  ^'  ^®  ^^  ^2»  °^®^ 
-63  B2  Bi  t.  o.  V.  Cl  perspectief.  De  overeenkomstige  centra 
y'  7'  Y*'  vormen  met  de  punten  er,-,  /?»  en  de  9  perspecti- 
viteitsstralen  Fij  ^  ai  /ij  de  desmische  93  van  tabel  (E). 
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De  hoofddAezijden  eener  desmische  93  bepalen  paarsgewijze 
met  hunne  bijbehoorende  perspectiüiteiiscentra  drie  soortgelijke  cf. 

Van  den  in  de  lijnen  C^  Q  beschreven  zeshoek  Oj  a^  c^  b^  bi  c^ 
met  de  zijden  213^52-^2^3-^3-^3  bevat  de  Pascallijn  de  pun- 
ten C33  =  (3I3  533),  /?i  =  (/?2^3)  en  «1—  t2/l3);  blijkens 
tabel  (E)  ligt  op  deze  rechte  ook  y'. 

Tet  elke  desmische  9^  behooren  27  soortgelijke  cf,,  welke 
elk  uit  6  punten  en  6  lijnen^  2  nevenpunteu  en  2  diagonalen, 
1  diugonalensidjpunt    en   1    neven  pau  tenlljn  der  oorspronkelijke 

93  zijn  samengesteld. 

12* 
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\ 


Hierdoor  is  tevens  een  verband  aangewezen  ta^cben  de 
drie  met  (Dj  en  de  drie  met  (E)  overeenkomende  9^: 

De  27  perspecttviteitsstralen^  welke  Idj  de  paarsgewijze  drie- 
voudig homologe  hoofddriezijden  eener  desmische  9^  behooren^ 
gaan  elk  door  een  der  27  homologe  snijpunten  der  zijden  txin 
de  paarsgewijze  driemaal  homologe  hoofddriehoeken. 

§  7.  De  eigenschap,  dat  drie  coUineaire  punten  eener  K^ 
steeds  ééne  in  de  kromme  beschreven   desmische  93  bepalen 
(§    ^)f    geeft    een    middel    om  uit  eene  cf.  (3  Xp^  px^)    eene 
cf.    {9  jr^p^    ^P^s)    ^f  te    leiden,  welke  samengesteld  is  uit 
de  3  :r  door  de  oorspronkelijke  cf .  pnnten  aangewezen  infle- 
xietripels    en    de    lyuen,  die  met  deze  tripels  p  x  desmische 
1*3  vormen.  Deze  constructie  vervalt   natuurlek,  wanneer  de 
(3  ;rp,  p  x^  zelve  uit  inflezietripels  bestaat;  dit  is  o.  a.  het 
geval  met  de  93  (7,  waarvan  Kantor  1.  c.  heeft  aangetoond, 
dat  hare  punten  steeds  met  eene  K^   incident  z^n*),  en  de 
toppen    vormen    van    eenen    tangen tiaalnegenhoek,  d.  w.  z. 
een    negenhoek,    waarin    elk    hoekpunt  het  tangentiaalpunt 
van  het  voorgaande  is.    Zooals  uit  tabel  (F)  bl^kt.  vormen 
de  drietallen  van  punten   1,4,7;  2,5,8;  3,6,9  drie  infle- 
xietripels,  wanneer  (t  -|-  1)  het  tangentiaalpunt  van  i  voor- 
stelt. 
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De  bovengenoemde  handelwgze  om  nieuwe  cf.  te  vinden, 
staat  niet  op  zich  zelve.  Vult  men  n.1.  de  punten  der 
(3  Xp^  p  d-3)  tot  correspondeerende  puntenparen  of  tot  punten- 
kwadrupels  aan,  dan  ontstaat  in  het  eerste  geval  eene 
(6  rf-g^,  4prf'3),  die  uit  px  vierzyden,  in  het  tweede  geval 
eene  (12  j'4,,,  IQ p  x^)y  welke  uit  px  cf  (I24,  I63)  A  is  sa- 
mengesteld. 


•)  Door  9,  B  kan  geen  eigenlijke  K^  gebracht  worden  (£1aiito&  L  c). 
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Wordt    ^3   in  de   collineaire  puuten  p^  q^  r  door  kegel- 
sneden    v^fpuntig    geraakt,    dan    liggen  de  zesde  sngpunten 
"met  K^^  p\  q\  r\  eveneens  in  eene  rechte  *;.  Nu  gaan  door 
liet    punt    p'  der  tweetakkige   K^  nog  vier  bestaanbare  K^^ 
die    elders    v^fpuntig    raken  f),  zoodat  door  elk  der  punten 
/>,  q^  T  een   puntenkwintupel  bepaald   wordt ;  uit  de  zooeven 
aangebaalde  eigenschap  volgt  evenwel,  dat  K^  door  elke  l^n, 
die  een  punt  van  het  met  p  overeenkomende  kwintupel  met 
een    punt    van    het    door  q  aangewezen  kwintupel  verbindt, 
in  een  punt  van  het  derde  kwintupel  wordt  gesneden. 

Construeert  men  door  ieder  van  drie  collineaire  punten  eener 
-^s  ^  ^jf  ^deneden^  welke  K^  elders  vijf  puntig  raken^  dan 
hehooren  de  raakpwnten  tot  eene  cf.  (l^s,  263),  die  door  eene 
van  hare  lijnen  volkomen  bepaald  is 

Deze  eigenschap  biedt  blgkbaar  het  middel  aan,  om  uit 
eene  (3  ^r^,  p  x^  door  aanvulling  van  hare  punten  tot  kwin- 
tupels  eene  {Ih  x^p^  2h^px^  te  verkregen. 

Daar  verder  twee  elkander  achtpuntig  rakende  ^3  nog 
het  derde  tangentiaalpunt  van  het  raakpunt  gemeen  heb- 
ben §),  en  van  drie  collineaire  punten  de  derde  tangentiaal- 
punten  mede  collineair  z^n^  volgt  hieruit,  dat  de  acht  op 
een  bepaalden  tak  der  £3  gelegen  punten,  welke  x  tot  derde 
tangentiaalpunt  hebben,  met  de  acht  tot  denzelfden  tak  be- 
hoorende  derde  antitangentiaalpunten  van  y  verbonden  worden 
door  64  liynen,  die  K^  acht  aan  acht  ontmoeten  in  acht 
punten,  waarvan  het  gemeenschappelgke  derde  tangentiaal- 
punt op  ory  ligt.  Hier  heeft  men  dus  eene  cf.  (24g,  643), 
die  wederom  door  eene  van  hare  l^nen  volkomen  bepaald  is ; 
zfl  stelt  ons  in  staat  uit  eene  (3;r^,pa^3)  eene  (24tf'8^,  64p^3) 
af  te  leiden.  De  cf.  (63,  43),  (93,  93),  (I24,  I63),  (ISg,  263) 
en  (248,  ^^?)>  waarvan  in  het  voorgaande  gebruik  wordt 
gemaakt  tot  verkrgging  van  nieuwe  cf.,  behooren  blijkbaar 
tot  den  vorm  (3  n»,  71^3) ;  in  een  volgend  opstel  zal  ik  aan- 


*)  SCHBOETEB,  1.  c.  blz.  273. 

\)  XöTTSS,    Beitrage  zur  Theorie  der  Osculationen  bei  ebenen  Curven 
dritten  Ordnurg.  Inaug.  dm.  Berlin  1884.  S.  6. 
§)  Salkok,  On  cnrves  of  the  third  order.  PAU.  Trans.  Vol.  148,  p.  537, 
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toonen,  dat  voor  elke  waarde  Tan  n  eene  cf.  kan  aangewezen 
worden,  die  tot  hetzelfde  doeleinde  bruikbaar  is. 

§  8.  Het  aantal  bekende  cf.,  die  in  eene  K^  kannen  be- 
schreven   worden,    is    betrekkelijk    nog  gering:  daarvan  be- 
hooren    tot   de   cf.  met  indices  (2,  3),  behalve  de  volledige 
vierzyde  en  de  atrigonische   (Og,  63) -4,  de  (122,  ^s)»   w^^c 
uit    de    (I24,    163)^  door  afscheiding  van  twee  hooMvier- 
ï^den    ontstaat^),    en   de  (152,  ^^s)i  ^^^ke  door  de  afzon- 
dering  van   twee    hoofdv^fzyden   uit  de  door  Mabtikkiti  f) 
opgemerkte  atrigonische  Ih^  gevormd  wordt.  Tot  de  cf.  n^, 
welke  hier  in  aanmerking  komen,  behooren,  behalve  de  des- 
mische  93  en  de  93  C,  de  door  Eantob§)  als  IO3  ^,  IO3  ^, 
lOgA    IO3  G,    vermelde    cf.,    de  123,  die  uit  (12^,  163)^ 
door    w^lating  van  eene  hoofd  vierzy de  ontstaat,  en  de  bo- 
vengenoemde 153  van  Martinetti,  welke,  zooals  Dr.  ScHOiar- 
7L1E8    mij  onlangs   mededeelde,  ook  gevormd  wordt  door  de 
snypunten  van  K^  met  de  15  zgden  van  eenen  in  haar  be- 
schreven   Pascalzeshoek ;  verder  twee  verschillende  atrigoni- 
sche   273,    waarvan    de    eene   door   Martinbtti  1.  c.  uit  de 
bovengenoemde    163    wordt  afgeleid,  terwijl  het  bestaan  der 
tweede    mij    eveneens    door    Dr.    Schoenplies  werd  medege- 
deeld;   zg  wordt  bepaald  door  de  punten  eener  atrigonische 
(92,  63)  en  de   snijpunten    van  hare  diagonalen  met  de  K^. 
Tot    de    cf.  met  hooger  indices  behooren  de  beide  door  mg 
1.    c.    aangewezen    (12^,    I63)    benevens    de    eveneens    door 
Martinbtti    gevonden    (275,    463)    en   de   (244,  823^  welke 
de    restfiguur    van    elke    harer  lijnen  is.    De  toepassing  der 
bovengenoemde    handelwijzen    stelt    ons     nu    in    staat,    uit 
deze    bekende    cf.  een  onbeperkt   groot  aantal  nieuwe  cf.  te 
vinden. 

Als    voorbeeld  beschouw  ik  de  cf.  (27g,  543),  welke  ont- 
staat, wanneer  de  punten  der  atrigonische  (92,  63),  (verg,  §  3), 


•)  J.  DB  Vries,  Over  vlakke  cf.,  blz.  118. 

f)   Sopra  alcune  conf.  piane  (Jnn.  di  Mat.  Ser.  Ua,  tomo  XFV). 

i)  Die  Conf.  (3,  3),o  {Wiener  Sitz,  Bd.  84.  S.  1291). 
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'i  2i  3g 
4i  5a  6i 
72  8i  9i 


(G) 


tot  inflexietripels  p/  (/>  =  1  tot  9,  t  =  1 ,  2,  3)  worden 
aangevuld.  Met  het  oog  op  tabel  (A)  kunnen  hare  Ignen 
worden  voorgesteld  door 


U  2i  3i+i 
4,-  5;  6i+i 
7,-  8i  9i^i 


1,-  2i^\  3j      l;^.]  2i  3j 


4i  S.+i  6j 
7<  8i+i  9i 


Ij  4j  7,- 4.1 
2i  5i  8i+i 
3i  6j  9,+i 


Ij  4i+i  7; 
2i  5j+i  Sj 
3.  6i+i  9i 


4i+i  5<  6,- 
7i+i  8;  9i 


li+1  4i  7.- 
2i+i  5i  8i 
3i+i  6i  9,- 


.  .  (H) 


Elke  der  zes  kolommen  van  tabel  (H),  waar  de  index  4 
natuurlek  door  1  moet  worden  vervangen,  bevat  blikbaar 
de  notatie  voor  eene  boofdnegenzijde  der  (27g,  54^);  door 
achtereenvolgens  een,  twee,  drie,  vier  dezer  hoofdnegenzgden 
weg  te  laten,  ontstaat  uit  de  oorspronkelgk  dodekatrigoni- 
sche*)  (27g,  543)  eene  bexatrigonische  (275,  463),  eene  atri- 
goniscbe  (274,  ^^s)»  ^^^^  atrigonische  273  en  eene  atrigo- 
niscbe  (27^,  I83). 

§  9.  Zgn  üiy  a^i  ^31  •  •  •  o»  de  toppen  van  eenen  tangenti- 
aal-n-boek  der  ^3,  zoodat  ai^\  bet  tangentiaalpunt  van 
ai  is,  dan  bebooren  de  inflexietripels  a,-,  bi,  a  {i  =  1  tot  w), 
welke  door  de  punten  oi  bepaald  worden,  tot  eene  cf.  8723, 
waarvan  de  l^nen  n  drieboeken  {ai  bi  Ci)  begrenzen,  die  zoo- 
danig geplaatst  z^n,  dat  de  driehoek  (ai-fi  bi^i  Ct+l)  in 
den  driehoek  {oi  bi  a)  is  beschreven;  het  laatste  is  een  ge- 
volg   van    de    eigenschap,    dat    de  zijden  van  den  door  een 


*)  Door    «-trigonische  cf.  woidt  verstaan  eene  cf.,  waarin  elk  punt  tot 
n  cf.  driehoeken  behoort. 
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inflexietripel  bepaalden  driehoek  de  kromme  in  de  tangen- 
tiaalpunien  der  overstaande  toppen  sngden,  terw^l  deze  tan- 
gentiaalpnnten  weer  een  inflexietripel  yormen ;  blikbaar  z^ 
de  punten  bi  de  toppen  van  een  tweeden,  de  panten  e»  de 
toppen  van  een  derden  tangentiaal-n-boek.  Daar  IC^  voor 
elke  waarde  van  n  bestaanbare  tangentiaalveelhoeken  be- 
zit *),  is  hierdoor  bewezen,  dat  de  door  Schobnfliks  f)  op- 
gemerkte tetratrigonische,  uit  een  cyclus  van  n  in  elkander 
beschreven  driehoeken  samengestelde,  cf.  3fi3  in  eene  alge- 
meene  K^  kunnen  beschreven  worden. 

Vult  men  de  toppen  oi  van    een  tangeniiaal'^-hoek  der  K^ 
tot  injlexietripels  aan^  dan    ontstaat   eene    tetratrigonische  3n^ 

met  de  lijnen  a  bi  ci ^i,  oi  bi^\  a  en  ai^\bi  c»  (t  =  1  tot  n). 
Deze  cf.  bezit  drie  hoofd-n-zgden,  waarvan  er  eene  door  de 
n  l^nen    ai  bi  cij^x    wordt   gevormd;  door  a£3cheiding  dezer 
hoofd-n-zgde  ontstaat  uit  de  Snj  eene  (3  n^^  2  n^. 


*)  KÖTTBB,  L  c.  S.  50. 

t)  L  c.  8.  61. 


VERSLAG 

OYEB  DB   yXKHAin)ELIKG 

YAN  DEN  Heee  G.  BEINDEBS* 

^YER  DE  SAMENSTELLING  EN  HET  ONTSTAAN  DEK  ZOO- 
GENAAMDE OEEBANKEN  IN  DE  NEDEKLANDSCHE 

HEIDEGRONDEN". 

(Uitgebracht  in  de  Yei^adeiiiig  van  23  Eebmari  1889.) 


De  Akademie  herinnert  zich  gewis,  dat  hare  Commissie 
tot  onderzoek:  >naar  de  mate,  waarin  water  onder  verschil- 
lende drokhoogte  door  zandmassa's  van  verschillende  samen- 
stelling en  breedte  stroomt" ;  haar  vóór  twee  jaren  een 
verslag  van  dat  onderzoek  heeft  aangeboden.  In  dat  verslag 
(in  de  Verhandelingen  afgedrukt)  werd  op  den  invloed  ge- 
wezen, dien  de  zoogenaamde  bankvorming  in  den  bodem 
op  het  waterdoorlatend  vermogen,  met  name  van  zandlagen, 
uitoefent.  Yan  het  voorkomen  van  al  of  niet  doorlatende 
zandlagen  in  het  Nederl.  alluvium  en  diluvium  werden  voor- 
beelden gegeven,  en  de  algemeene  oorzaken  der  bankvorming 
daarby  vermeld.  De  samenstelling  der  bank  die  het  water 
niet  doorlaat,  gemeenlek  oerbank  genoemd,  was  echter  tot 
nog  toe  voor  onzen  bodem  niet  of  geheel  onvoldoende  on- 
derzocht. De  Heer  Beinders  heeft  dat  onderzoek  ter  hand 
genomen. 

Het  voorkomen  van  oerbanken  heeft  hg  op  negen  ver- 
schillende plaatsen,  in  de  gemeenten  Apeldoorn  en  Olst  ge- 
legen, onderzocht,  en  de  aarde  zoowel  uit  de  bank  als  uit 
de   daarboven    en    daarbeneden   gelegen  lagen  aan  een  uit- 
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voerig  chemisch  onderzoek  oDderworpen*  H^  heeft  daarh^ 
vooral  getracht  de  samenstelling  yan  het  bindmiddel  of 
cement  na  te  speuren;  in  hoeverre  gzeroxyde,  hnmuBzaren, 
humaten  van  yzeroxyde  en  aluinaarde,  kiezelzuur  en  silicar 
ten,  daaraan  deelnemen.  Voorts  heeft  hg  uit  de  onderlinge 
vergeiyking  der  lagen  trachten  op  te  sporen,  op  welke  wijze 
de  beweging  dezer  bestanddeelen  door  de  verschillende  lagen 
van  den  bodem  daarin  de  bankvorming  voortbrengt  —  niet 
alleen  langs  chemischen  maar  ook  langs  mechanischen  weg. 

Na    eene    uiteenzetting    van    de   uitkomsten  der  vromere 
onderzoekingen    van    Muller,   Tuxen,    Ramavk,  Emsis  om- 
trent de  bankvorming  in  overeenkomstige  gronden  in  Duitsch- 
land,    vergelijkt    de   schr^ver  deze  uitkomsten  met  de  zgne. 
Hy  bevestigt  dat  het  bindmiddel  in  de  meeste  gevallen  niet 
alleen  uit  ^zerozyde  —  of  althans  in  hoofdzaak  —  bestaai, 
maar    uit    humaten  van  ^zeroxyde  en  aluinaarde;  en  toont 
daarb^    aan    dat    ook    kiezelzuur    en  silicaten  in  het  bind- 
middel   aanwezig    zgn.     Een    onderzoek    daarnaar    had   tot 
nog    toe  niet  plaats  gehad.     Voorts  licht  h^  uitvoerig  toe, 
hoe    uit    de    beweging    der    fijnste  aarddeeltjes  tusschen  de 
zandkorrels,  en  uit  de  inwerking  der  colloidale  humuszuren 
op    het    ijzeroxyde    en    op  de  silicaten  enz.  —  gegeven  de 
eigenaardige    omstandigheden    van    vochtigheid    en  planten- 
groei   —  de  ophooping  van  het  bindmiddel  in  de  banklaag 
aanvankel^'k  kan  verklaard  worden. 

De  schr^ver  geeft  zijn  voornemen  te  kennen  om  zgn 
onderzoek  voort  te  zetten. 

Aangezien  deze  verhandeling  eene  niet  onbelangrgke  be- 
drage is  tot  de  kennis  van  eene  gewichtige  vorming  in  den 
bouwgrond,  en  aangezien  het  onderzoek  met  nauwkeurig* 
heid  is  volbracht,  en  verder  doorgevoerd  dan  tot  nog  toe 
het  geval  was,  zoo  hebben  wy  geen  bezwaar  de  plaatsiog 
dezer  verhandeling  in  hare  werken  aan  de  Akademie  voor 
te  stellen. 

Leiden,  Februari   1889 

J.  M.  VAN  BEMMELEN. 
K.  MAKTIN. 


PROCES-VERBAAL 


VAN  DE 


CiEWONK  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  80  Maart  1889. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  van  de  Sandb  Bakbutzev, 
Voorzitter,  Zeeman,  Baehr,  Hübrbcht,  Forstbr,  Stokvis, 
Rattwenhoff,  Michaëlis,  van  Diesbn,  Schols,  Kapteyn,  de 
Vries,  van  der  Waals,  Buys  Ballot,  J.  A.  C.  Oüdemans, 
Grinwis,  Surinöar,  Franchimont,  Martin,  van  Bemmelen, 
van  Dorp,  Dibbits,  A.  C.  Oudemans  jr..  Korte  weg,  Ka- 
merlinoh  Onnes,  Mulder,  Hoek,  Zaaijer,  Hoffmann,  Schoutb, 
BiERENs  DB  Haan,  Beijerinck,  Brütel  de  la  Kivièrb,  van 
't  Hoff  en  C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden : 

1^.  J.  A.  Grothe,  Secretaris  van  het  historisch  Genoot- 
schap te  Utrecht,  Februari  1889;  2^.  J,  Brandes,  Welte- 
vreden, 13  Februari  1889;  30.  M.  Bbrthblot,  Parijs  1889; 
4^.  Laubmann,  Directeur  van  de  kon.  Hof-  und  Staatsbi- 
bliothek  te  München,  4  Januari  1889;  5^.  A.  G.  Drolsum, 
Bibliothecaris  van  de  Université  royale  de  Norv^e  te  Chris- 


(  188  ) 

tiania,  9  Mei  1888;  6^.  den  Secretaris  van  de  Société  im- 
périale  des  Naturalistes  te  Moscou,  4  Maart  1889 ;  7^.  A. 
LiVEBsiDOS,  Secretaris  van  de  royal  Society  of  N.  S.  Wales 
te  Syduey,  10  Januari  1889;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van  de 
navolgenden : 

10.  het  Ministerie  van  Binnen!  andsche  Zaken  te  's  Graven- 
hage,  15  Februari  1889 ;  2^.  het  Ministerie  van  BuitenlandBche 
Zaken  te  's  Gravenhage,  13  Maart  1889;  30.  J.  W.  R.  Ti- 
LANue,  Secretaris  van  het  Genootschap  voor  Natuur-,  Genees- 
en    Heelkunde   te   Amsterdam,    18   Maart   1889;  4^.  A.  D. 
VAN   Ri£MSDUK,   ütrecht    20  Maart  1889;    5^.  de  MiLUomé^ 
Directeur  van  het  Musée  Guimet  te  Pargs,  1889;  6^.  L.  J. 
L^BB,    Onder-Bibliothecaris    van    de    Société   Linnéenne  de 
Normandie    te  Caen,  11  Januari  1889;  7^.  M.  Gübks,  Bi- 
bliothecaris   van   het  botanischer  Verein  der  Provinz  Bran- 
denburg te  Berlgn,  20  Maart  1889 ;  8^.  A.  Auwejis,  Voor- 
zitter   van  de  Commission   für  die  Beobachtung  des  Venus- 
Durchgangs,  te  Berlgn,  Februari  1889;  waarop  het  gewone 
besluit    valt  van  schriftelgke  dankbetuiging  en  plaatsing  in 
de  Boekery. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 

1^.  Kennisgeving  van  Mevr.  de  Wed.  Donders — Hu- 
BRKCHT  van  het  overlgden  van  haar  echtgenoot,  wglen  Dr. 
F.  C.  DoNDBRS,  lid  der  Akademie.  —  De  Voorzitter  vindt 
hierin  aanleiding,  een  woord  van  warme  hulde  te  wgden 
aan  den  grooten  geleerde  en  roemvollen  burger  van  Neder- 
land, die  17  achtereenvolgende  jaren  als  Voorzitter  der 
Akademie  werkzaam  was  en  haren  glans  verhoogde.  Zoo 
veelzydig  als  Dondee's  verdiensten  waren  op  het  gebied  der 
wetenschap,  zoo  menigvuldig  ook  waren  de  altyd  belangrgke 
mededeelingen,  waarmede  hg  de  zittingen  van  het  hoogste 
wetenschappelgk  lichaam  van  ons  vaderland  opluisterde.  De 
naam  van  Dondees  zal  bg  het  dankbare  nageslacht  steeds 
met  hooge  onderscheiding  genoemd  worden,  en  zgn  beeld, 
als   dat   van   een    voortreffelyk   dienaar    der    wetenschap  en 
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edel  menschenyriend,  onverflauwd  in  de  herinnering  bligyen 
voortbestaan  van  allen,  en  zeer  zeker  van  alle  leden  der 
Akadeniie,  die  het  voorreclit  mochten  genieten,  met  den  over- 
ledene door  banden  van  vriendschap  of  genegenheid  verbon- 
den te  zign  geweest. 

2^.  Kennisgevingen  van  het  overlijden  van  de  Voorzitters 
der  Akademiën  ran  Wetenschappen  van  Toskane  en  Targn, 
GiusEPPB  Meneghini  en  Angslo  Genocchi. 

8^.  Een  brief  van  Z.  E.  den  Minister  van  Waterstaat, 
Handel  en  N^ verheid,  ter  begeleiding  van  eene  brochure  van 
den  Heer  B.  P.  Moobs  te  *s  Gravenhage,  gewijd  aan  de  be- 
schrijving van  een  door  bem  uitgevonden  natten  gasmeter 
met  standvastig  watervlak. 

4^.  Eene  missive  van  den  Correspondent  der  Afdeeling, 
den  Heer  J.  T.  vaiy  der  Stok  te  Batavia,  tér  begeleiding 
van  eene  verhandeling  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen, 
getiteld :  Harmonische  analyse  der  get^den  in  de  Java  Zee. 

5^.  Eene  mededeeling  van  den  Heer  Mac  Gillavrt,  dat 
h:g  verhinderd  werd  de  vergadering  bij  te  wonen. 

—  De  Heeren  Schoute  en  Biersns  de  Haaiy  brengen  een 
gunstig  rapport  uit  over  het  opstel  van  den  Heer  Ca&dinaal 
en  stellen  voor,  het  te  bestemmen  voor  de  Verslagen  en 
Mededeelingen.  —  Aldus  wordt  besloten. 

—  De  Heer  Eamerliitgh  Oi^nes^  leest  het  2^^  en  laatste 
gedeelte  van  het  levensbericht  van  w^len  het  lid  der  Aka- 
demie  R.  A.  Mees,  en  ontvangt,  b^  monde  van  den  Voor- 
zitter, den  dank  der  Afdeeling  voor  de  door  hem  zoo  wél 
volbrachte  taak.  Het  levensbericht  zal  in  het  Jaarboek  voor 
1888  worden  opgenomen. 

—  De  Heer  Fobster  deelt  de  uitkomst  mede  van  eenige 
proeven,  in  zijn  laboratorium  genomen  door  den  Heer  Hunder 
Stewart  en  Fraser  Ewhan,  over  het  voorkomen  van  bacteriën 
in  het  darmkanaal.  De  eerste  vond  dat  gewone,  en  de  laatste 
dat  typhoide  bacteriën,  met  sp^zen  in  de  maag  gekomen, 
later    slechte    in    het    laagste    gedeelte  der  dunne  en  verder 
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in  de  dikke  darmen  terug  te  vinden  zijn.  Gewone  bacteriën 
hebben  dus  geen  invloed  op  het  spijsverteeringsproces 

—  De  Heer  Schoutjb  bespreekt  het  teeken  van  den  co- 
variant  van  HifissE,  die  bg  een  gegeven  vorm  behoort.  Met 
behulp  van  bekende  eigenschappen  der  poobtelsels  en  van 
eenvoudige  beschouwingen  omtrent  bestaanbaarheid  toont  h^ 
aan,  dat  deze  covariant  het  negatieve  teeken  heeft  voor  die 
waarden  der  veranderl^ke,  die  den  gegeven  vorm  nul  maken. 
In  het  kort  is  zgn  gedachtengang  in  de  volgende  woorden 
samen  te  vatten. 

Zijn  de  punten  -4],  /I2  •  •  •  •  ^»  eener  willekeurige  l^n  / 
de  wortelpunten  van  de  vergelijking,  die  door  het  nul  stel- 
len van  den  gegeven  binairen  vorm  ƒ  verkregen  wordt,  dan 
is  het  eerste  poolstelsel  van  een  willekeurig  punt  P  van 
l   als    pool    met    betrekking    tot   het   stelsel    der  punten   A 

^  P  A' 
bepaald  door  de  voorwaarde  2  -r  -  =  O,  terwgl  men   door 

1  XAi 

van    deze    n  —  1    punten   X  als  stelsel  van  gegeven  punten 

uit  te  gaan  tot  hoogere  poolstelsels  opklimmen  kan. 

Zijn  de  wortels  van  de  vergelijking  ƒ  =  O  en  dus  ook  de 
punten  A  bestaanbaar  en  verschillend,  dan  is  dit  ook  het 
geval  met  de  n  —  1  punten  X  van  elk  eerste  poolstelsel. 
Wordt  nl.  de  lyn  /  door  de  in  volgorde  genomen  punten 
A  verdeeld  in  de  n  segmenten 

A^A^^i  «11^2  -'^3  =  <2» -^«-1  -^11  =  ««-1,-4» 00  Ai-=8u  , 

waarvan  het  laatste  het  oneindig  ver  gelegen  punt  insluit, 
dan  zal  elk  dier  segmenten  een  der  punten  X  bevatten,  uit- 
genomen het  segment,  waarop  de  pool  ligt      Want  de  vorm 

2  P Ai ,  X  Ai^  X  A2  ....  X  Ai^x  .  X  ^j. . . .  X-4,,, 

dien  men  verkr^gt  door  het  eerste  lid  der  voorwaardever- 
gelijking  met  het  product  der  noemers  XAi  te  vermenig- 
vuldigen, herleidt  zich,  als  men  voor  X  achtereenvolgens  de 
uiteinden  A-  en  Aj^i  van  het  segment  s.  in  de  plaats  stelt, 
tot  de  enkele  termen 
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^^j  ^1  .^j^  \A^.Jj^\Az,..Aj  :  \Aj-\.Aj^  \  Aj.AjJi-]  Aj-^-'i  ..,Aj  -i^l  An. 

En   deze  twee  termen  hebben  tegengestelde  teekens  als  P  Ay 
en     P  Aj+\     hetzelfde    teeken    hebben   en  P  dus  niet  op  aj 
li^,   omdat  ze  de  tegengestelde  factoren  A:  Aj  ^\  en  Aj  y\  Aj 
bevatten    en  de  overige  overeenkomstige  factoren  Aj  Ak  en 
Aj^i    Ak  in  beide  hetzelfde  teeken  hebben.     Dus  wordt  de 
bedoelde    vorm    nul    voor    een    tusschen    Aj  en    Aj^\   gele- 
gen   punt.     Zoo    blijkt,    dat   alle    segmenten  Sj  een  punt  X 
bevatten,  uitgenomen  het  segment  waarop  P  ligt.    En  valt 
P    met    een   der    punten    A  samen,  dan  maakt  dit  punt  A 
deel    uit    van  het  eerste  poolstelsel  en  zijn  de  n — 2  andere 
punten  gelijkelijk  verdeeld  over  de  n — 2  segmenten  «,  waar- 
van  dit  punt  A  geen  grenspunt  is. 

Uit  bovenstaande  stelling,  die  de  projectivische  uitbreiding 
vormt  van  het  bekende  theorema  van  Rolle,  volgt  onmid- 
dellijk, dat  een  puntstelsel  A  van  louter  bestaanbare  en  van 
elkaar  verschillende  punten  geen  eerste  poolstelsel  toelaat, 
waarvan  twee  punten  samenvallen.  En  dit  bewijst  dan 
verder,  dat  er  geen  tweede,  geen  derde.  ..  geen  n— -2^^ 
poolstelsel   met  twee  samenvallende  punten  te  vinden  is. 

Onder  den  covariant  van  Hesse,  die  bg  ƒ  behoort,  verstaat 
men  den  van  de  coëfficiënten  van  ƒ  afhangenden  vorm,  die 
nnl  gesteld  de  punten  doet  kennen,  waarvan  de  n — 2A^ 
poolstelsels,  d.  w.  z.  de  poolpuntenparen,  uit  dubbel^etelde 
punten  bestaan.  Er  is  dus  bewezen,  dat  bij  een  binairen 
vorm  ƒ  met  louter  bestaanbare  en  verschillende  wortels  een 
covariant  van  Hesse  behoort,  die  nul  gesteld  een  vergelijking 
met  louter  onbestaanbare  wortels  oplevert;  deze  vorm  qt  kan 
dus  niet  van  teeken  veranderen  als  de  veranderlijke  achter- 
eenvolgens alle  mogelijke  waarden  doorloopt.  Het  teeken 
van  dien  vorm,  dat  van  diens  nadere  bepaling  afhankelijk 
is,  mag  voorloopig  het  oorsprojikelijke  heeten. 

Onderstelt  men,  dat  de  coëfficiënten  van  ƒ  een  vloeiende 
verandering  ondergaan  en  deze  vorm  hierdoor  geleidelijk 
overgaat  in  een  anderen  vorm  f  met  paren  onbestaanbare 
wortels,  dan  kan  men  zonder  aan  de  algemeenheid  te  kort 
te  doen  aan  deze  verandering  twee  beperkingen  stellen.  Men 


I 

\ 


> 

/ 


I 


f 


/ 

i 


(  192  ) 

kan  eerstens  aannemen,  dat  daarb^  het  gelgk  worden  van 
twee  bestaanbare  wortels  deze  bij  voortzetting  van  het  proces 
onmiddellijk  onbestaanbaar  doet  worden  en  omgekeerd  od- 
bestaanbare  wortels  niet  weer  tot  den  bestaanbaren  to^tand 
terugkeeren.  En  ten  tweede  kan  men  er  zorg  voor  dragen, 
dat  /  niet  door  een  tnsschentoestand  passeert,  waarby  het 
punt,  waarvoor  <p  oneindig  wordt,  er  deel  van  uitmaakt. 
Het  bewijs,  dat  deze  Jbeide  beperkende  voorwaarden  de  alge- 
meenheid niet  schaden,  volgt  onmiddellyk  uit  de  voorstelling 
der  onbestaanbare  punten  eener  lijn  in  het  platte  vlak. 

Gaat  <jp  in  den  loop  van  het  aangeduide  proces  in  <p'  over, 
dan   kan  bewezen  worden,  dat  9'  voor  de  waarden  der  ver- 
anderl^ke,    die  met  de  bestaanbare  wortels  van  ƒ '  overeen- 
komen,   het    oorspronkelijke  teeken  heeft  behouden.     Is  nL 
A\   een  bestaanbaar  punt  van  f\  dan  moet  dit  zich  gelei- 
delgk  uit  een  punt  Ak  van  ƒ  hebben  ontwikkeld.     En  had 
nu  9'  in  A^k  bet  tegengestelde  teeken,  dan  zou  de  overgang 
van    <]p    in    Ak  tot  f'  in  A\  door  nul  heen  hebben  moeten 
plaats    vinden,    omdat    de    overgang    door  het  oneindige  is 
uitgesloten.     B^  den  overgang  van  Ak  tot  A^k  zon  dan  een 
tusschenstand  A^\  gepasseerd  z^n,  waarvoor  de  waarde  van 
den    overeenkomstigen    vorm    9"    nul    is.     Maar    dan  heeft 
volgens   de  bepaling  van  den  covariant  van  Hjbssb  het  punt 
A^^k  met  betrekking  tot  den  overeenkomstigen  vorm  ƒ"  een 
dubbelgeteld    punt    tot   poolpuntenpaar.     En    dan   moet  dit 
dubbel  te  tellen  punt  met  A^\  samenvallen,  omdat  elk  pool- 
stelsel  van  een  punt  A\  van  het  gegeven  puntstelsel/" — 
en    dus    ook    het    n — 2^«    poolstelsel   —  dit  punt  A^'k  zeU 
bevatten  moet.     Wgl  nu  eindel^k  het  punt  A^k  alleen  dan 
tweemaal    behoort  tot  het  n — 2^^  poolstelsel  van  dit  punt, 
als  ƒ"  het  punt  A*\  tweemaal  bevat  —  in  welk  geval  het 
ook    tweemaal  deel  uitmaakt  van  elk  der  voorgaande  pooi- 
stelsels    van    dit    punt,    —  zoo  is  A^^k  een  stand  van  Ak  , 
waarby    dit   punt    zich    met    een    der    andere    punten    van 
het    stelsel    vereenigd   heeft,    om    by    voortzetting    van   het 
proces    onmiddellijk    onbestaanbaar    te    worden.     Dus    slait 
de   onderstelling,    dat  ^V  bestaanbaar  is,  den  tusschenstand 
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A"jt    uit    en    heeft   9'   in    A't  nog  altyd  het  oorspronkelijke 
teeken. 

Uit  het  bovenstaande  volgt,  dat  de  covariant  van  Uessk 
i.lleen  dan  voor  alle  waarden  der  veranderlijke  het  tegen- 
gestelde teeken  hebben  kan,  als  alle  wortels  van  f  onbe- 
staanbaar zijn;  dit  kan  dus  alleen  voorkomen  bij  een  vorm 
ƒ  van  even  graad. 

Wil  men  eindelyk  weten,  welk  teekon  boven  het  oor- 
spronkelijke genoemd  is,  dan  moet  men  den  covariant  qp 
nader    bepalen.     Is   ƒ   een    binaire    vorm   in   ^i  en  jt^^  dan 

verstaat    men  er 


.       ,                     (Pf     (Pf     f    ^f    V 
den  determinant . — — — ( ) 


der  tweede  differentiaalquotienten  onder.  In  het  bijzondere 
geval  ƒ  =z  xi  F^  waarb^  F  weer  homogeen  in  x^  en  x^  is, 
is  de  waarde  van  9  voor  het  punt  o?!  =  O  door  een  negatief 

(dF^ 
—  j    voorgesteld    en    dus  steeds  negatief. 

Bg  de  algemeen  aangenomen  bepaling  van  qp  is  het  oor- 
spronkelijke teeken  dus  het  negatieve,  zoowel  voor  even  als 
oneven  n. 

De  hier  verkregen  uitkomst  omtrent  het  teeken  van  <p  in 
de  bestaanbare  wortelpuuten  van  ƒ  is  een  uitbreiding  van 
een  langs  geheel  anderen  weg  door  Dr.  F.  Geebaldi  uit 
Rome  bewezen  stelling  {Rendiconti  del  circolo  matematico  di 
Falemwy  deel  III,  blz.  22). 

—  De  Heer  J.  A.  C.  Oüdbmans  doet  eene  mededeeling 
over  den  tegen woordigen  stand  der  onderzoekingen  betref- 
fende de  afstanden  der  vaste  sterren  tot  het  zonnestelsel. 
Die  afstanden  worden,  zoo  als  bekend  is,  gevonden  door  de 
bepaling  der  jaarlijksche  parallaxis.  Van  slechts  39  ster- 
ren kan  men  zeggen  dat  het  bedrag  dier  parallaxis  met 
eenige  nauwkeurigheid  bepaald  is ;  gedeeltel^k  z^n  dat  zeer 
beldere  sterren,  gedeeltelijk  sterren  met  eene  groote  eigene 
beweging    Spreker  vermeldde  dat  als  men  deze  sterren  naar 
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de  helderheid  rangschikte,  men  geen  verband  ho^enaamd 
tusschen  deze  en  de  parallaxis  vond;  eene  rangschikking 
naar  de  eigene  beweging  geeft  het  eigenaardig  resultaat, 
dat  de  parallaxis  slechts  zeer  langzaam  met  de  eigene  be- 
weging vermindert. 

De  bedoelde  39  sterren  in  6  groepen  verdeelende,  en 
uit  de  grootten^  eigene  bewegingen  en  parallaxen  van  elke 
groep  het  arithmetisch  midden  nemende,  verkrijgt  spreker 
de  volgende  getallen: 


!•  groep 

2»      > 

Gemiddelde 
grootte. 

6.3 
4.7 

Gemiddelde 
eigene  beweging. 

5".3 
2  .95 

Gemiddelde 

ParalLaii). 

0".27 

0.25 

Aantal 

sterren. 

7 

7 

3«      » 

4.2 

1  .5 

0  .23 

7 

4e       » 

3.1 

0  .8 

0  .20 

6 

5«       > 

1.2 

0  .33 

0  .17 

6 

6«      »  2.1  O  .03  O  .055  6 

Er  is  hier  wel,  by  afnemende  eigene  beweging,  ook  eene 
afnemende  parallaxis  te  bespeuren,  maar  evenredigheid  be- 
staat er  niet,  en  men  moet  hieruit  dus  dit  resultaat  trekken, 
dat  de  sterren  met  de  grootste  eigene  bewegingen  deze  o?er 
het  algemeen  aan  werkelijke  snelheid  te  danken  hebben. 

Spreker  wyst  nog  op  eene  bgzonderheid,  waarop  reeds 
dikwijls  de  aandacht  gevallen  is,  dat  nl.  de  sterkste  eigene 
bewegingen  aan  betrekkelijk  zwakke  sterren  behooren. 
Door  velen  wordt  dit  een  vreemd  verschynsel  gevonden, 
doch  naar  sprekers  oordeel  niet  met  het  volle  recht,  om- 
dat men  ook  moet  letten  op  het  gering  aantal  heldere 
tegen  het  groot  aantal  minder  heldere  sterren.  Hkis  telde 
b.  V.  aan  den  te  Munster  zichtbaren  hemel,  dus  van  de 
noordpool  tot  ongeveer  34°  zuider-declinatie :  61  sterren 
van  de  eerste  en  tweede  grootte,  maar  3974  sterren  van 
de  6«  grootte;  en  Akgëlaxuër  bepaalde  in  zyne  Vurch- 
musterungy  die  zich  tot  P  bezuiden  den  equator  uitstrekte, 
324198  sterren.  Seeligee,  te  Munchen,  heeft  de  sterren 
der  Bonner  Durchnuisterung,  zoowel  der  noorJelyke  ak 
der  zuidelyke,  laten  aftellen,  daarby  den  hemel  verdeelend^ 
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in  vakken,  die  eene  breedte  hadden  van  5°  of  20°*  Rechte 
klimniing  en  een  hoogte  van  5°  declinatie  en  daarb^  let- 
tende op  de  verschillende  grootten;  {SiUungsherichU  der 
maih,  phys.  Glosse  der  Kon.  hayeriechen  Akademie  der  WU" 
senschaften  zu  Müncheri,  8  Nov.  1884  en  3  Juli  1886); 
van  hem  de  getallen  overnemende,  doch  slechts  heele  grootte- 
klassen aannemende,  vinden  w^,  uit  zijne  beide  meded'^^e- 
lingen,  voor  het  gedeelte  van  den  hemel,  tusschen  de  noord- 
pool en  de  parallel  van  —  23**, 

Sterren  van  de  1«,  tot  en  met  de  6«  grootte  5385 

>  >  »  7e  grootte 13045 

>  >  »  8^       >         45183 

>  »  >  9«       »         341023 

Men  ziet  dus,  dat  reeds  de  sterrei)  der  7®  grootte  met 
tienduizenden  aan  den  hemel  z^n,  en  er  dus  voor  zulk  eene 
ster  veel  meer  kans  is,  in  een  of  ander  bepaald  opzicht 
eene  uitzondering  te  maken,  dan  voor  de  sterren  van  de 
eerste  of  tweede  grootte,  die  slechts  teu  getale  van  enkele 
tientallen  aan  den  hemel  zijn;  en  in  nog  hoogere  mate  is 
dit  voor  de  sterren  der  volgende  grootten  van  kracht. 

—  De  Voorzitter  stelt  voor,  de  vergadering  der  afdeeling 
in  plaats  van  op  2ö  April  te  doen  plaats  hebben  op  20 
April,  omdat  eerstgenoemde  datum  samenvalt  met  een  der 
beide  dagen  van  het  te  Leiden  te  houden  2*^^  natuur-  en 
geneeskundig  Congres.    —   Aldus  worJt  besloten. 

—  Voor  de  boekerij  der  Akademie  worden  aangeboden, 
1^.  door  den  Heer  Buys- Ballot  :  Onweders  in  >  Nederland'  naar 
vrijwillige  waarnemingen  in  1888;  deel  IX,  bewerkt  door 
den  Heer  Engelenburg,  en  2°.  door  den  Heer  Maetin  een  bro- 
chure, getiteld :  »  Het  eiland  ürk,  benevens  eenige  algemeene 
beschouwingen  over  de  geologie  van  Nederland". 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de  Verr 
gadering  gesloten. 


VERSLAG 

OVS&    DE    VESHANDELING 

VAN  dën  heer  J.  CAKDINAAL. 

'/HEI'  CONSTKUEEREN  VAN  GEBOGEN  OPPER VL.\.KK EN 
DOOR  MIDDEL  VAN  VLAKKE  DOORSNEDEN/' 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  y<in  30  Maart  1889.) 


De  verhandeling  van  den  Heer  Cardinaal,  die  het  boven- 
staande opschrift  draagt,  is  een  vervolg  op  de  verhandeling 
van  denzelfden  schrijver,  over  welke  wij  in  de  Noveuiber- 
vergadering  van  het  vorige  jaar  een  gunstig  rapport  hebben 
uitgebracht,  Zy  is  ontstaan  uit  de  begeerte  een  toen  door 
ons  aangewezen  leemte  aan  te  vullen  en  brengt  ons  het 
constantenaantal  van  elk  der  daar  behandelde  soorten  van 
oppervlakken. 

Aan  de  bepaling  der  bedoelde  getallen  iaat  de  schrgver 
het  onderzoek  voorafgaan  iiaar  de  wijze,  waarop  een  alge- 
meen oppervlak  van  den  n^^^  graad  door  vlakke  doorsneden 
kan  worden  bepaald.  Daarbij  blijkt,  dat  deze  bepaling  de 
kennis  van  n  vlakke  doorsneden  en  een  buiten  deze  gelegen 
punt  van  het  oppervlak  vereischt.  En  op  zijn  beurt  hangt 
het  aantal  der  punten,  die  een  vlakke  doorsnee  doen  kennen, 
van  het  aantal  der  reeds  bekende  vlakke  doorsneden  af. 
Terwijl  de  eerste  vlakke  doorsnee  bepaald  is  door  ^  n  (n -f  3) 
punten,  wordt  de  p^®  door  i  (n  —  p  -|-  2)  (n  — p  ^^  3)  nieuwe 
punten  bepaald  en  verkrijgt  men  dus  in  deze  getallen  de 
termen    eener    rekenkundige    reeks    van  de  tweede  orde,  als 
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men  het  op  zich  zelf  staande  punt  hi]  de  4  «  (n  -f-  3)  pun- 
ten Tan  de  eerste  vlakke  doorsnee  telt.  Van  deze  reeks 
stemt  de  som  hehoorlyk  overeen  met  het  bekende  aantal 
-g^  (tl  +  1)  (n  -f  2)  (n  +  3)  —  1  der  punten,  die  een  oppervlak 
▼an  den  n**«"  graad  bepalen. 

Vervolgens  wjjst  de  Heer  Cardinaal  de  vereenvoudigingen 
aan,    die   zich   voordoen   als    het   te   bepalen    oppervlak  een 
scheef  oppervlak  is.     Dan  is  vooreest  bet  aantal  punten,  dat 
elk  der  vlakke  doorsneden  bepaalt,  minder  dan  boven  is  op- 
gegeven, omdat  elk  scheef  oppervlak  van  den  n^*"  graad  een 
dubbelkromme    heeft  minstens  van  den  n — 2^®"  graad.    Ten 
tweede   is    het   aantal    vlakke   doorsneden,   dat  men  kennen 
moet,  nu  niet  n  maar  hoogstens  drie,  omdat  drie  richtkrom- 
men    de    beweging    der  beschrijvende  lijn  geleiden.     En  ten 
derde  kan  de  bekende  constructie  van  het  oppervlak  dit  aan- 
tal in  sommige  gevallen  nog  meer  doen  afnemen.  Het  eerst- 
genoemde   dezer    drie   punten    wordt   nader    uitgewerkt  met 
betrekking    tot  de  vlakke  krommen  van  den  vierden  graad. 

Ten  slotte  gaat  de  schr^ver  over  tot  de  toepassing  op  de 
scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad.  In  verband 
met  de  vroeger  dcor  hem  gevonden  constructie  dier  opper- 
vlakken bl^kt  dan,  dat  men  hier  volstaan  kan  met  het  aan- 
nemen van  een  enkele  vlakke  doorsnee  en  van  de  punten 
der  dubbelkromme  gelegen  in  een  tweede  vlak.  Dit  voert 
dan  onmiddellijk  tot  de  verlangde  uitkomsten,  die  op  een 
eenvoudige  wijs  blaken  samen  te  hangen  met  de  door  Salmon 
langs  analytischen  weg  verkregene  vergelykingen  der  opper- 
vlakken. 

Het  komt  ons  voor,  dat  deze  tweede  verhandeling  van 
den  Heer  Cabdinaal  een  belangrijke  aanvullmg  vormt  van 
de  eerste.  We  hebben  dus  de  eer  U  voor  te  stellen  haar 
in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  op  te  nemen. 

Groningen  en  Leiden,  P.  H.  SCHOUTE. 

22  Maart.  D.  BIEEENS   DE  HAAN. 


HET  CONSTRUEEKEN 


VA» 


GEBOGEN  OPPERVLAKKEN  DOOR  MIDDEL  VAN 

VLAKKE  DOORSNEDEN. 


DOOB. 


J.   CABDINAAL. 


1.  Het  doel  van  deze  verhandeling  is  het  bepalen  ran 
het  aantal  voorwaarden,  vereischt  om  een  gebogen  oppervlak 
te  construeeren  door  opvolgende  vlakke  doorsneden,  en  het 
maken  eener  byzondere  toepassing  van  de  gevonden  methode 
op  de  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde  orde.  Daardoor 
sluit  z^  zich  by  de  vroegere  verhandeling  over  de  meetkan** 
dige  theorie  van  de  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde 
orde  aan. 

2.  Zooals  bekend  is,  is  het  construeeren  van  oppervlakken 
door  aanname  van  een  voldoend  aantal  geheel  willekeurige 
punten  zeer  bezwaarlyk.  Reeds  het  construeeren  van  een 
oppervlak  van  den  tweeden  graad  door  aanname  van  9  zoo* 
danige  punten  is  zeer  ingewikkeld,  alhoewel  lineair  uitvoer- 
baar. Het  kan  daarom  van  belang  zyn,  na  te  gaan,  hoeveel 
willekeurige  punten  men  aan  moet  nemen,  om  de  constructie 
van  een  gebogen  oppervlak  onder  die  vereenvoudigde  aanname 
te  volvoeren.  Dit  vraagstuk  splitst  zich  blykbaar  in  twee 
onderdeden  t.  w. 

a.  Hoeveel  vlakke  doorsneden  moet  men  van  een  gebogen 
oppervlak  kennen,  opdat  het  geheel  bepaald  zy. 

6.  Hoeveel  punten  moet  men  van  elke  doorsnede  aan* 
nemen,  opdat  deze  doorsnede  bepaald  zy. 

Hierby  wordt  bekend  ondersteld,  dat  het  aantal  wille- 
keurig   gelegen    punten,    n'oodig    ter   bepaling   eener  vlakke 
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kromme    van    de    n'^«  orde    zonder  T)ijzondere  punten  gelijk 
is  aan  : 

U«  +  2)  (n  +  1)  -  1. 

Van  het  oppervlak  wordt  verder  ondersteld,  dat  het  geene 
dubbelpunten  of  dub  belkrom  men  bezit,  zoodat  geene  der 
vlakke  doorsneden  b^zondere  punten  heeft. 

3.  a-  Ter  bepaling  van  een  oppervlak  van  de  n^®  orde 
O  is  het  noodzakelijk  en  voldoende,  dat  n  +  1  vlakke  door- 
sneden volkomen  bekend  zijn. 

Men    stelle   namel^k,    dat    n  'vlakke    doorsneden    van   O 

volkomen    bekend     zijn.     Men     legge     verder    een    sn^vlak 

a«  4. 1 ;    dit   vlak  sn^dt  elk  der  n  doorsneden  in  n  punten, 

gelegen  op  de  n  rechte  Ignen,  volgens  welke  de  opvolgende 

sn^ylakken  a^i  cc^^  a^.. ..  ^  a^  door  an-^\  gesneden  worden;  van 

de  doorsnede  c**.,,  in  a«+i  gelegen,  zijn  dus  n^  punten  be- 

kend,  't  geen  voor  n  >  3  meer  is  dan  het  vereischte  aantal. 

Deze   n   l^nen,    als  een  geheel  beschouwd,  vormen  evenwel 

een    bijzonder  geval  van  eene  kromme  van  de  n^^  orde ;  c" 

is    dus   door  deze  n*  punten  onvolledig  bepaald ;  de  punten 

z^n   de   basispunten    van    een*    bundel  krommen  van  de  n^^ 

orde;  eerst  wanneer  men  nog  een  punt  P  aanneemt,  wordt 

Mm 

c^  ,  volkomen  bekend.  Laat  men  het  vlak  an^\  door  P  bewe- 
gen, dan  zal,  voor  eiken  stand  van  «„  4.1,  er  op  dezelfde  wgze 
eene  doorsnede  construeerbaar  zgn ;  het  oppervlak  O»  wordt  dus 
nu  volledig  bekend.     Hieruit  volgt  de  vooropgezette  stelling. 

4.  b.  Bg  het  bepalen  van  het  aantal  punten,  noodig  ter 
constructie  van  de  opvolgende  vlakke  doorsneden,  moeten 
de  volgende  regels  in  het  oog  worden  gehouden. 

Alleen  de  eerste  doorsnede  C2"  is  gegeven  door 

i{n+2)(«+l)-l 

ponten.  Voor  de  volgende  doorsneden  ondergaat  het  aantal 
punten,  dat  men  aannemen  kan,  eene  vermindering  als  ge- 
volg van  het  feit,  dat  een  snijvlak  elk  der  voorgaande  krom-* 
men  in  n  punten  sn^dt. 

B^    de   constructie    van   de   doorsnede  c"  in  ap  moet  men 

r 

rekening  houden  met  de  mogel^kheid,  dat,  by  aanname  van 
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^  (n  +  2)  (n  -f-  1)  —  1  —  (p — 1)  n    punten,    er,    in    plaats 

van    eene    kromme  /  van    de    n^^  orde,  twee  krommen  Tan 

p 

lagere  orde  zouden  kunnen  geconstrueerd  worden. 

De  laatste  opmerking  voert  tot  de  volgende  onderzoekirg. 
Heeft  men  a^  gelegd,  dan  ontstaan  er  in  ap  een  aaital 
rechte  l^nen  =:  p  —  l ;  alzoo  kan  men  beginnen  met  aan 
te  nemen; 

i  (n  +  2)  (n  f  1)  —  1  —  (p  —  1)  n  punten. 

Yan    deze    punten  moet  nu  worden  nagegaan,  of  er  eene 
kromme  van  de  orde  n  —  /?  +-  1  door  gebracht  kan  worden. 
Het  aantal  hiertoe  vereischte  punten  is: 

i(n-/>  +  3)(n-;)  +  2)-l. 

Het  eerste  aantal  kan  door  omscbrgying  met  het  laatste 
rergelekea  worden ;  men  heeft  ol. : 

i(n  +  2)(«  +  l)-l— (p-l)n=i(na+5n  — 2pn)  = 

=  H»»  - />  4- 3)(».  - p  +  2)— 4  (p  —  2) (p -3). 

Wanneer  \(p  —  2)  «p  —  3)  ^  =:  1  is  zal  men  door  het 
aannemen  van  i  (n  +  2)  (n  +  1)  —  1  —  {p  —  l)  n  punten 
de  kromme  c"  dus  niet  volkomen  bepalen.     Hieruit  volgt: 

Wanneer  men  een  gebogen  oppervlak  O*  door  vlakke  door- 
sneden wil  construeeren,  dan  kan  men  in  de  (ierste  drie 
doorsneden  een  aantal  punten  aannemen  overeenkomende  met: 

Hn  +  2)(n  -hi;-l 

4  (n  +  2)  (n  +  l)  -  1  —  n 

4(n  +  2)(fi  +  1)—  1  —  2n. 

Bg  de  volgende  doorsneden  zal  evenwel  dit  aantal  punten 
niet  voldoende  zijn  om  de  doorsnede  te  bepalen.  Men  zal  dus 
dienen  na  te  gaan,  hoeveel  punten  men  aan  moet  nemen 
in  de  p"^^  doorsnede,  wanneer  p  >•  3  en  <^  «  +  1  is. 

Uit  het  voorgaande  blgkt,  dat  men  een  bundel  krommen 
van  de  n^^  orde  in  Up  kan  construeeren,  zoolang  men  slechts 
1  (n  —  p  +  3)  (n  —  p  +  2)  —  1  punten  heeft.     Neemt  men 
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nog  één  punt  daarbij  aan,  dan  wordt  eene  kromme  van  den 
bundel  bepaald,  hieruit  volgt: 

Het  totaal  aantal  toe  te  voegen  punten  in  het  p^^  snj- 
▼lak  bedraagt   J  (n  —  p  +  3)  (n  —  p  +  2). 

Daar  />  x^  3  is,  zal  men  slechts  de  eerste  drie  vlakke 
doorsneden  afzonderlijk  hebben  te  beschouwen. 

In  het  vlak  a^  neemt  men  aan: 

i  (n  +  2)  (n  +  1)  —  1  punten. 
In  het  vlak  a^  neemt  men  aan: 

i  rn  +  2)  (n  +  1)  —  1  —  fi  =  i  (n  +  1)  n  punten. 
In  het  vlak  ^3  neemt  men  aan : 

i  (n  +  2)  (n  +  1)  —  1  — 2n  =  ^n{n  —  l)  punten. 

Daar  voor  er^  ....  a»  4.1  het  aantal  punten  door  de  boven 
gevonden  betrekking  aangeduid  wordt,  kan  men  de  volgende 
tabel  opstellen: 

Snijvlak.  Aantal  pnnten. 

a,  ^  („  +  2)  («  +  1)  -  1 

Ofg  i  n  (n  —  1) 

«4  i  („_!)(„_  2) 

I  I 

I  I 

««  i  y.  3  X  2 

Un^l  i  X  2  X  1 

5.  Door  optelling  kan  men  het  geheel  aantal  punten 
bepalen,  noodig  ter  constractie  van  het  oppervlak.  Daartoe 
schryve  men  de  gevondene  getallen  aldus: 

iV(«)=J{1.2+2.3  +  ...(«— p  +  3)(n— p+2),..(n— 1)(«— 2)+ 
n  (n  —  1)  +  (n  -H  1)  n  -I-  (n    I-  2)  (n  f  1)}  —  1 

als  n  oneven  is  kan  men  hiervoor  schreven: 

JV  (n)  =  i  {2.  22  +  2.  4«  +  2.  6*  +  . . .  2  («  —  3)8  -|- 
+  2  («—  1)«   I-  2(n  +  1)2}  —  1 

JSi(»)  =  2*+ 42-1- 62 1  . . .  (n-8)2  +  (n— 1)2  + (n+  1)3-  1. 
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Deze  reeks  is  eene  rekenkundige  reeks  van  de  tweede  orde 
de  som  harer  termen  is  dus,  daar  z^  ^  ('^  ~i~  ^)  te^Q^^z^  heeft 


+ 


1.  '  1.     2. 

i(n+l).i(n-l).i(n  — 3) 


1.      2.       3. 


.8  —  1. 


Herleidende : 


iV(„)  =  i(„  +  l){12  +  9(n-l)+(n-l)(n  — 3)}-l  = 

=  i(ft  +  l)(n  +  2)(n  +  3)-l. 

Als  n  even  is  wordt  de  som: 

N(n)  =  2» +4*4-6*+  . . .  (n— 2)«+n8+  i(n+2Kn  +  l)— 1 

A^(n)=in(n  +  l)(n  +  2)  +  H«  +  2)  («  +  1)  —  1    = 

=   k(n+  l)(„+2)(n  +  3)-l. 

Men  ziet  dus,  dat  in  beide  gevallen  het  gevonden  aantal 
een  minder  is  dan  het  aantal  termen  van  de  algemeene 
homogene  vergelflkinjr  van  den  n^^  graad  met  vier  reran- 
deriyken,  zooals  volgens  de  analytische  meetkunde  dan  ook 
het  geval  moet  zyn. 

Berekent  men  op  deze  wgze  het  aantal  punten  noodig 
ter  constructie  van  oppervlakken  van  de  orde  1  tot  6,  dan 
verkr^gt  men  de  onderstaande  uitkomsten: 


Orde. 

«1 

«8 

«3 

«♦ 

«5 

«6 

«7 

Totaal. 

i 

2 

1 

1 

1 

1 

3 

2 

5 

3 

1 

1 
1 

1 

1 

9 

3 

9 

6 

3 

;  1 

19 

4 

14 

10 

6 

;  3 

1 

34 

5 

20 

15 

10 

,     6 

3 

1 

55 

6 

27 

21 

15 

10 

6 

3 

1 

,     83 

1 

1 
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o.  BovenstaaDde  l^st  geeft  aan,  hoeveel  doorsneden  men 
moet  eonstrueeren  en  hoeveel  .punten  in  elke  doorsnede  aan- 
nemen, wanneer  een  algemeen  oppervlak  van  de  «^«  orde 
moet  Tvorden  geconstrueerd.  Zoodra  men  scheeve  oppervlak- 
ken heeft  te  eonstrueeren,  treden  evenwel  vereenvoudigin- 
gen   in.  Deze  z^n: 

a.  B^  elke  doorsnede  wordt  het  aantal  punten,  noodig 
tot  liare  constructie,  met  een  zeker  aantal  verminderd,  ten 
gevolge  van  het  feit,  dat  de  doorsnede  dubbelpunten  of  een 
drievoudig  punt  bezit. 

&•  Het  oppervlak  is  volkomen  construeerbaar,  zoodra 
men,  door  middel  van  vlakke  doorsneden,  zooveel  elemen- 
ten heeft  bepaald,  dat  de  beweging,  die  de  beschr^vende 
l^nen  moeten  maken  om  het  oppervlak  te  doen  ontstaan, 
volkomen  bepaald  is.  De  vraag  wordt  dus  nu,  hoeveel  pun- 
ten  er  noodig  zyn,  om  tot  de  richtlenen  te  geraken. 

7.  Alvorens  over  te  gaan  tot  de  bepaling  van  het  aan- 
tal punten,  vereischt  om  een  scheef  oppervlak  van  de  vierde 
orde  door  middel  van  vlakke  doorsneden  te  eonstrueeren, 
is  het  wenschelëk  eenige  beginselen  voorop  te  stellen,  die 
bg  het  eonstrueeren  van  krommen  van  de  vierde  orde  toe- 
gepast zullen  worden.  Deze  z^n: 

a.  Een  algemeene  kromme  van  de  vierde  orde  is  bepaald 
door  14  punten.  Het  aantal  aan  te  nemen  punten  onder- 
gaat eene  vermindering,  wanneer  de  kromme  byzondere 
punten  bezit,  en  wel  op  de  volgende  wyze. 

Bezit  de  kromme  een  dubbelpunt,  dan  is  zy  door  13 
punten  bepaald;  de  14^^  voorwaarde  wordt  dan  niet  gegeven 
in  den  vorm  van  een  punt,  maar  in  dien  van  den  eisch, 
dat  de  kromme  een  dubbelpunt  bezitten  moet.  Deze  .bepa- 
ling laat  evenwel  de  mogelykheid  toe,  dat  er  meerdere 
krommen  met  dubbelpunten  door  het  gegeven  aantal  ge-» 
l^d  kunnen  worden ;  by  eene  kromme  van  de  vierde  orde 
met  dubbelpunt  bedraagt  dit  aantal  27  *). 


*)  Dit  getal,  zoowel  als  de  volgende  sajn  ontleend  aan  Dr.  H.  Schi7sbb.T| 
Kalkül  der  abzdhlenden  Oeometrie,  (Leipzig  1879)  §  26  pag.  184—187* 
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Zoo  zal  eene  kromme  van  de  vierde  orde  met  2  dabbel- 
punten  bepaald  z^n  door  12  punten,  eene  met  driedubbel- 
punten  door  11  punten;  in  het  eerste  geval  kunnen  er  225, 
in  het  tweede  620  van  de  gevraagde  krommen  door  heen 
gelegd  worden. 

6.  Wanneer  eene  kromme  van  de  vierde  orde  een  drie- 
voudig punt  bezit,  dan  is  zy  door  10  punten  bepaald.  Het 
drievoudig  punt  stelt,  behalve  het  aanwezig  z^n,  van  drie 
dubbelpunten,  nog  den  eisch,  dat  deze  een  oneindig  kleinen 
driehoek  vormen. 

Door  deze  10  punten  kan  men  60  zoodanige  krommen 
van  de  vierde  orde  leggen. 

c.  Wanneer  eene  kromme  van  de  vierde  orde  éen  dubbel- 
knoop  bezitten  moet,  is  zy  door  11  punten  bepaald.  De 
dubbelknoop  stelt,  behalve  het  aanwezig  zijn  van  twee  dub- 
belpunten,  nog  den  eisch,  dat  deze  te  zamenvallen,  zoodat 
het  aantal  bepalende  punten  met  drie  verminderd  wordt. 

d.  Daar  b^  scheeve  oppervlakken  de  vlakke  doorsnede 
steeds  bijzondere  punten  heeft,  zoo  is  het  noodig  na  te 
gaan,  met  hoeveel  voorwaarden  het  aannemen  van  dubbele 
of  drievoudige   punten  gelgkstaat. 

Laat  van  eene  kromme  van  de  vierde  orde  vooraf  niet  bekend 
z^n,  dat  zij  bgzondere  punten  heeft.  Neemt  men  nu  een 
dubbelpunt  aan.  dan  bepaalt  men :  1^.  de  bijzonderheid,  dat 
er  een  dubbelpunt  is,  2^.  twee  samenvallende  punten ;  alzoo 
blijven  er  nog  11   willekeurig  aan  te  nemen  punten  over. 

Onder  dezelfde  voorwaarde  staat  een  dubbelknoop  geljk 
met  5  niet  by zondere  punten.  Men  denke,  om  dit  toe  te 
lichten,  dat  men  twee  dubbelpunten  heeft;  aangenomen;  vol- 
gens het  voorgaande  vertegenwoordigen  deze  6  voorwaar- 
den; daarmede  is  tevens  de  verbindingslijn  dier  beide  puntea 
g^even.  Gaan  de  beide  dubbelpunten  over  in  een  dubbel- 
knoop, dan  wordt  deze  verbindingslyn  de  raaklyn  aan  dit 
byzondere  punt;  een  dubbelknoop  met  raaklyn  vertegen- 
woordigt alzoo  6,  een  dubbelknoop  alleen  5  voorwaaiden. 
Op  dezelfde  wijze  vertegenwoordigt  een  drievoudig  punt  6 
punten.  Om  ook  dit  toe  te  lichten,  denke  men  zich  drie 
dubbelpunten   aangenomen;   deze    staan  gelyk  met  9  voor- 
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waarden;  de  verbin Jingslön en  dezer  drie  punten  zijn  dan 
tevens  bekend.  Vallen  de  drie  dubbelpunten  tot  een  drie- 
voudig punt  te  zamen,  dan  vrorden  de  yerbindingslijnen  de 
drie  raaKlgnen ;  een  drievoudig  punt  met  zgne  drie  raak- 
l^nen  staat  dus  gel^k  met  9  voorwaarden ;  voor  het  drie- 
voudig punt  zelf  big  ven  er  alzoo  6  over. 

Bm    Is    evenwel    van  eene  kromme  vooraf  bekend,  dat  z^ 
een    of  meer  bijzondere  punten  heeft,  dan  vertegenwoordigt 
elk    b^zonder  punt  een  aantal  punten,   gel^k  aan  het  voor- 
gaande getal,    verminderd  met  het  aantal  voorwaarden,  be- 
sloten in  het  feit,  dat  de  kromme  de  bijzondere  punten  bezit. 
Zoo  vertegenwoordigt  in  eene  kromme  met  dubbelpunten 
elk    dubbelpunt  3  —  1  =  2  gegevens,  dewgl,  door  het  feit, 
dat  de  kromme  dubbelpunten  bezit,  er  voor  elk  dezer  pun- 
ten  reeds  ééne  voorwaarde  vastgesteld  is;  een  dubbelknoop 
vertegenwoordigt   om   dezelfde  reden  5  —  3  =  2  voorwaar- 
den   en    eveneens    een    drievoudig    punt    6  —  4  =  2  voor- 
waarden. 

Ter  nadere  opheldering  kan  men  de  hier  vooropgezette 
beginselen  toetsen  aan  eene  kromme  van  de  vierde  orde  met 
vier  dubbelpunten,  welke,  gelijk  bekend  is^  in  twee  kegel- 
sneden  overgaat. 

Daar  de  algemeene  kromme  van  de  vierde  orde  door 
14  punten  bepaald  is,  wordt  het  aantal  bepalende  punten 
14  —  4  =  10;  twee  kegelsneden  zyn  dus  door  10  punten 
bepaald.  Van  deze  kegelsneden  vertegenwoordigt  elk  dubbel- 
punt  (hier  tevens  snypunt)  2  voorwaarden  ;  twee  kegelsneden 
zijn  dus  bepaald  door  de  vier  snijpunten  en  2  niet  bijzon- 
dere punten. 

Bezit  eene  kromme  van  de  vierde  orde  2  dubbelpunten 
en  een  dubbelknoop,  dan  gaat  zij  over  in  twee  kegelsneden, 
die  elkander  in  een  punt  raken.  Het  aantal  bepalende  pun- 
ten moet  nu  zgn  14  —  2  —  3  =  9.  De  eerste  kegelsnede 
wordt  door  5  punten  bepaald,  de  tweede  door  4,  daar  z^ 
aan  de  eerste  raken  moet.  Neemt  men  de  bijzondere  punten 
aan,  dan  vertegenwoordigen  het  raakpunt  en  de  snijpunten 
ieder  2  voorwaarden;  er  blijven  dus  nog  3  voorwaarden 
over.    De    eerste    kegelsnede  wordt  geconstrueerd  door  de  3 
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by zondere  punten  en  2  der  andere  punten,  de  tweede  is  be- 
paald door  de  drie  bgzondere  punten,  de  raaklijn  aan  het 
raakpunt  van  beide  kegelsneden  en  bet  derde  niet  bijsfron- 
dere  punt. 

Bezit    eene   kromme    van    de  vierde  orde  2  dubbelpunten 
en    een   drievoudig   punt,    dan  gaat  z^'  over  in  eene   kegel- 
snede    met   twee  elkaar  sngdende  lynen,  welker  sn^pont  in 
de  kegelsnede  gelegen  is.   Het   aantal  bepalende  punten  moet 
nu   zfln:    14  —  2  —  4  =  8.     Door    4  der  punten  l^t   men 
de  twee  elkaar  snijdende  l^uen;  de  kegelsnede  kan  dan  ge- 
construeerd   worden    door  de  4  overige  punten  en  het  sng- 
punt  der  twee  l^nen.  Neemt  men  bet  drievoudig  punt   aan, 
dan  biy  ven  er  nog  6  bepalende  punten  over ;  door  vier  pnn- 
ten  en  dit  drievoudig  punt  kan  men  de  kegelsnede  leggen ; 
de  twee  Ignen  verkrijgt  men  door  het  drievoudig  punt   met 
de  twee  andere  punten  te  verbinden.     Het  drievoudig  punt 
telt  dus  als  2  voorwaarden. 

8.  Alsnu  overgaande  tot  de  scheeve  oppervlakken  van 
de  vierde  orde,  trachte  men  op  te  sporen  bet  aantal  pun- 
ten, in  vlakke  doorsneden  gelegen,  vereiscbt  tot  de  con- 
structie van  ieder  dezer  oppervlakken  en  verdeele  dit  groeps- 
gewgze,  overeenkomstig  de  indeeling  bij  de  aangebaalde  ver- 
bandeling. 

Eerste  groep,  geval  A.  Het  eerste  sn^vlak  aj  snijdt^het 
scheeve  oppervlak  R^  in  eene  kromme  van  de  vierde  orde 
C]*  met  twee  dubbelpunten  ;  zig  is  dus  bt^paald  door  1 2  pun- 
ten (Ta)  Men  brenge  nu  bet  tweede  snijvlak  a^  aan;  dit 
heeft  met  c^*  gemeen  vier  punten,  terwijl  buitendien  cg* 
eveneens  aan  de  voorwaarde  voldoen  moet  twee  dubbelpun- 
ten te  bezitten  Neemt  men  deze  aan,  dan  zal  het  opper- 
vlak /2*  volkomen  bepaald  zijn.  Men  «lenke  zich  namel^k 
in  flf|  de  projectieve  kegelsnedenbundels,  die  c^*  doen  ont- 
staan, geconstrueerd ;  door  elk  dezer  kegelsneden  wordt  met 
de  beide  nu  bekende  dubbellijnen  een  oppervlak  der  bun- 
dels oppervlakken  van  de  tweede  orde,  die  /2*  doen  ontstaan 
bepaald;  alle  oppervlakken  en  dus  ook  R^  worden  alzoo 
bekend.  De  dubbelpunten  vertegenwoordigen  ieder  twee 
voorwaarden    (7  e)  alzoo  zijn  er  in  het  geheel  aangenomen 
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12  +  2  +  2  =  16  punten. 

In    plaats    van    de  doorsnede  c^^  in  den  hier  aangegeven 
algemeenen    stand  aan  te  nemen,  kan  men  aan  a^  ook  b^- 
zondeie  standen  geven. '   Laten  de  dubbelpunten  van  c^^  Di 
en   />£  genoemd  worden  en  zij  «2  ^^^^  -^i  ^2  gebracht,  dan 
z^n    van  c^^  de  beide  dubbelpunten  bekend.     Trekt  men  nu 
in     «2,    zoowel   door    Di   als    door  D^,  de  beide  raaklijnen 
der  te  construeeren  kromme  C2^,  en  legt  men  vlakken  door 
een  raakl^nenpaar,  door  eenzelfde  punt  in  verschillende  vlak- 
ken getrokken,  dan  zijn  door  de  snglijnen  dier  vlakken  de  dub- 
bellenen  bepaald  en  hierdoor  het  geheele  oppervlak.   Deze  vier 
raaklijnen    voegen    aan  de  eerste  12  voorwaarden  4  nieuwe 
toe;  alzoo  heeft  men  in  het  geheel  16  punten  aangenomen. 

9.  Eerste  Groep,  geval  B.  Dit  geval  onderscheidt  zich 
alleen  van  het  voorgaande  doordat,  zoowel  de  doorsnede 
Ci^  als  C2^  twee  toegevoegd  imaginaire  dubbelpunten  heeft; 
zij  worden  gegeven  als  dubbelpunten  van  elliptische  punten- 
iuvolutiën.  Dit  oppervlak  wordt  dus  evenals  het  voorgaande 
door  16  punten  bepaald. 

10.  Eerste  Groep,  geval  C.  Het  vlak  «j  zal  het  opper- 
vlak /2*  sneden  in  eene  kromme  c^*,  welke  een'  dubbelknoop 
bezit;  Ci^  zal  dus  bepaald  z^n  door  11  punten  (7c).  Legt 
man  a^  op  de  boven  beschreven  eerste  wyze,  dan  moet  de 
nieuwe  doorsnede  C2*  wederom  een'  dubbelknoop  bezitten; 
neemt  men  dezen  aan,  dan  zijn  er  2  nieuwe  voorwaarden 
ingevoerd  (7^)  en  de  dubbele  knooplgn  d  kan  getrokken 
worden.  Er  moet  nu  worden  nagegaan,  hoeveel  punten  men 
van  C2*  nog  zal  moeten  aannemen  opdat  de  twee  projectieve 
oppervlakkenbundels,  die  22*  doen  ontstaan,  bekend  zijn. 
Men  construeere  daartoe  de  projectieve  bundels  kegelsneden, 
die  Ci*  doen  ontstaan;  deze  beide  bundels  hebben  als  ge- 
meenschappeigke  basiselementen  den  dubbelknoop  van  c^*  en 
de  raaklgn  daaraan,  de  overige  twee  basispunten  van  den 
eersten  bundel  z^n  willekeurig  op  Cj*  te  nemen;  dit  zelfde 
is  nog  het  geval  met  het  derde  der  basispunten  van  den 
tweeden  bundel,  terwgl  het  vierde  door  de  overige  drie  be- 
paald wordt.     Meii  onderstelle  nu  een  paar  homologe  kegels 


(  208  ) 

sneden  der  bundels ;  deze  snijden  elkander  in  nog  twee  panten 
P   en    Q   van    ci*;    ware  c^  geconstrueerd,  dan  moesten  de 
oppervlakken  van  de  tweede  orde,  tot  welke  de  aangenomene 
kegelsneden   ^behooren,    a^  snijden  in  twee  kegelsneden,  die 
elkander  ontmoeten  in  twee  punten  P'  en  Q*  van  c^*,  welke 
nog    buitendien    zoodanig    gelegen  moeten  zyn,  dat  PP'  en 
QQ   beiden   de   dubbelknooplijn    ontmoeten.    Men  neme  nu 
van  c^^  aan  de  raaklijn  t  in  den  dubbelknoop  en  een   punt 
A\   l^ge    een  vlak  ft  door  d  en  -^';  dit  snijdt  q*  volgens 
twee  punten  A  en  5,  die  weder  een  punt  B'  van  co*  doen 
ontstaan.     Men    kieze    nu    B    als    een  der  basispunten   van 
den  eersten  kegelsneden  bundel  in  u^  en  ^1' als  een  basispunt 
van  den  overeenkomstigen  bundel  in  a^  ,  en  legge  eene  kegel- 
snede    Ci^   in  ttj;  dan  is  de  overeenkomstige  kegelsnede  c^ 
in  «2  bepaald,  want  zij  ligt  met  c^^  op  een  oppervlak   van 
de   tweede    orde,  bevattende  c^  als  vlakke  doorsnede,  d  als 
beschrijvende  lijn,  de  raaklijn  t  als  raaklijn  en  het  punt  A'. 
Met  c^  is  in  (t^  homoloog  eene  kegelsn  ide  d^  die  haar  in  de 
punten  P  en   Q  van  c^*  snijdt ;  het  vlak  P  d  snydt  de  over- 
eenkomstige   kegelsnede    in  d^  in  P't  het  vlak   Q  d  doet  op 
dezelfde  wijze  het  punt  (^^  ontstaan,  en  de  met  c^^  homologe 
kegelsnede  is  bepaald  door    P\  Q',  den  dubbelknoop  met  de 
raaklijn    f,    terwijl    zy    met    d^^   op    een  oppervlak  van  de 
tweede  orde  ligt.    Daar  dit  by  elke   kegelsnede  herhaald  kan 
worden,  is  c^^  dus  door  de  aanname  van  t  qu  A*  volkomen 
bekend    en    insgelijks    het    oppervlak   R^.     Het  aantal  aan- 
genomen  punten    bedraagt  dus: 

11  +  2  +  1  -hl  =  15  punten. 

12.  Tweede  Groep,  geval  ^4.  Het  vlak  (c^  snijdt  het 
oppervlak  R^  volgens  eene  kromme  C|*  van  de  vierde  orde 
met  drie  dubbclpunten  Z>i,  D^^  JJ^.  Deze  kromme  is  dus 
bepaald  door  11  punten. 

Het  vlak  aj  snijdt  c^*  in  vier  punten ;  neemt  men  van 
de  nieuwe  kromme  .'2*  nog  de  drie  dubbelpunten  aan,  dan 
is  de  dubbelkromme,  welke  eene  scheeve  kromme  van  de 
derde  ord«  is  bekend.  Het  oppervlak  It^  is  nu  bepaal  I, 
want    de    kegelsnedenbunJels,    die  c'i^*  doen  ontstaan    hebben 
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als  gemeenschappelijke  basispunten  D^ ,  D^^  D^ ;  met  de  ge- 
constmeerde  schee ve  kromme  yan  de  derde  orde  bepaalt  dus 
elke  kt^elsnede  een  oppervlak  van  de  tweede  orde  en  de 
oppervlakkenbundels  z^n  bekend.  Daar  elk  der  drie  dubbel- 
punten  van  Cg*  twee  voorwaarden  vertegenwoordigt,  zoo  heeft 
men  in  het  geheel  ter  bepaling  aangenomen: 

11  +  3  X  2  =  17  punten. 

Wil  men  aan  a^  een  bgzonderen  stand  geven,  dan  kan 
men  dit  vlak  leggen  door  D^  D^ ,  en,  even  als  dit  bg  de 
vorige  groep  geschied  is,  door  D^  zoowel  als  door  D^^  twee 
raaklgnen  in  a^  trekken.  Wederom  vlakken  leggende  door 
een  raakl^nenpaar,  door  een  zelfde  punt  in  verschillende 
▼lakken  getrokken,  worden  de  raakl^nen  aan  de  dubbel- 
kromme,  door  Dl  en  D^  gaande,  bekend ;  de  dubbelkromme, 
en  daardoor  /2^,  wordt  dus  geheel  bepaald,  zoo  men  nog 
een  dubbelpunt  in  a^  aanneemt.  Daar  elk  der  raakl^nen 
weder  eene  voorwaarde  vertegenwoordigt,  heeft  men  als  boven : 

11  +  2x2  +  2  =  17  punten. 

12  Tweede  Groep,  geval  D.  De  doorsnede  c^*  is  als 
in  geval  A  bepaald  door  11  punten. 

Yan  de  kromme  c^  kan  men  2  dubbelpunten  willekeurig 
aannemen ;  het  derde  dubbelpunt  moet  evenwel  aan  de  voor- 
waarde voldoen  in  één  vlak  te  liggen  met  twee  dubbelpunten 
van  Ci^  en  een  van  c^\  het  ligt  dus  in  de  snylijn  van  dit 
vlak  met  a^\  hierdoor  vertegenwoordigt  dit  derde  dubbel- 
punt slechts  ééne  voorwaarde:  het  aantal  aan  te  nemen 
punten  bedraagt  dus: 

11  +  2x2+  1  =  16  punten. 

Om  dit  nog  nader  door  bgzondere  standen  van  a^  op  te 
helderen,  onderstelle  men,  dat  van  de  dubbelpunten  Di 
en  2?3  op  de  dubbelkegelsnede  en  D^  op  de  dubbele 
rechte  Ign  liggen.  Legt  men  dan  in  de  eerste  plaats  a^ 
door  Dl  en  D^  en  trekt  men  in  a^  de  beide  raaklgnen  in 
elk    dezer    punten,    dan    worden,  als  vroeger,  de  raaklijuen 
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aan  de  dubbelkromme  in  Di  en  D^  bekend.  Daar  D^  eyen- 
wel  op  de  dubbellijn  d  ligt,  zoo  is  d  zelve  bekend;  tevens 
is  de  raaklgn  door  D^  der  dubbelki^elsnede  bepaald  en  daar 
D^  een  harer  punten  is,  is  haar  vlak  8  te  constmeeren* 
Van  de  dubbelkegelsnede  is  nu  bekend  Di,  de  raaklgn  door 
/>j,  7>2  ^°  ^^^  snypunt  van  d  met  S;  het  nog  aan  te  nemen 
dubbelpunt  van  c^^  ligt  in  de  snglyn  van  a^  met  3j  en 
vertegenwoordigt  eene  voorwaarde ;  er  zgn  dus  ook  na  aan- 
genomen : 

11 +  2X2  +  1  =  16  punten. 

Legt  men,  om  nog  een  by zonderen  stand  van  a^  te  onder- 
zoeken, dit  vlak  door  Di  D^y  dan  kan  men  in  a^  aan  Di 
het  raaklgnenpaar  trekken;  de  raaklgn  aan  de  dubbelkegel- 
snede wordt  dan  weder  bekend.  Trekt  men  een  der  raak- 
lijnen  aan  U^  in  aj.  dan  wordt  een  vlak  construeerbaar, 
rakende  aan  de  dubbelkromme  in  dit  punt;  dit  vlak  sngdt 
de  aan  Ui  geconstrueerde  raaklgn.  in  een  punt  P;  de  Ign 
P  D^  is  eene  tweede  raaklgn  aan  de  dubbelkegelsnede,  van 
welke  nu  bekend  zgn  twee  raaklgnen  met  de  daarop  lig- 
gende raakpunten.  Nog  een  dubbelpunt  van  c^  in  a^  ne- 
mende, kan  men  de  dubbellijn  d  trekken;  zg  sngdt  het  vlak 
8  in  een  punt  der  nu  geheel  bekende  kegelsnede.  Het  opper- 
vlak is  nu  construeerbaar  en  men  heeft  daarvan  aangenomen : 

11  +  2  +  1  +  2  =  16  punten. 

13  Tweede  Groep,  geval  C  en  D.  Daar  het  eenige  ver- 
schil van  deze  twee  gevallen  bestaat  in  de  bestaanbaarheid 
of  onbestaanbaarheid  der  elkander  kruisende  dubbellgnen, 
kan  men  ze  gezamenlijk  in  behandeling  nemen. 
De  doorsnede  c^  is  weder  door  11  punten  bepaald.  Voor 
de  kromme  c^^  kan  men  twee  dubbelpunten  willekeurig  ne- 
men, hiermede  zijn  de  kruisend  gelegen  dubbellgnen  bepaald : 
door  het  derde  dubbelpunt  in  Ui  kan  men  dan  de  derde 
dubbelliju  trekken  en  het  oppervlak  is  construeerbaar;  het 
verband  tusschen  dit  oppervlak  en  die  der  eerste  groep  blgkt 
ook  nu  weder  duidelijk,  üet  aantal  bepalende  punten  \a 
dus  nu : 

11  +  2  X2  =  15  punten. 
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Voor  b^zondere  standen  van  «2  'W'ordt  verwezen  naar  het 
eerste   geval  der  eerste  groep. 

14.  Tweede  Groep,  geval  E.  De  kromme  c^*  bezit  een 
dubbelpunt  en  eenen  dubbelknoop;  dit  staat  gel^k  met  4 
voorwaarden;  zij  moet  dus  bepaald  zgn  door  10  punten. 

De    doorsnede  C2*  ^^^j  evenals  bij  het  geval  C  der  eerste 

groep,  bepaald  zgn,  zoodra  gegeven  zijn  de  dubbelknoop,  de 

raakl^n    daaraan    en    een    punt,  't  zij  dit  een  gewoon  punt 

of    een  dubbelpunt  zg,  daar  ook  het  dubbelpunt,  in  één  vlak 

moetende  liggen  met  de  dubbele  knooplijn  en  het  dubbelpunt 

van  Cj*,  slechts  eene  voorwaarde  vertegenwoordigt.  Bij  deze 

aanname  bl^kt  het,  dat,  even  als  b^  het  aangehaalde  geval 

van    de    voorgaande    groep,    de  oppervlakkenbundels  van  de 

tweede    oide    bepaald    zijn.     Het  geheel  aantal  punten,  dat 

ter  bepaling  gediend  heeft,  bedraagt  dus  nu : 

10  +  2  +  1  +  1  =  14  punten. 

15.  Derde  Groep,  geval  A.  De  kromme  ci*  is  eene  kromme 
van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt,  zij  is  dus  (76) 
bepaald  door  10  punten.  Het  oppervlak  zal  verder  geheel 
bekend  zijn,  zoodra  eene  tweede  doorsnede  c^^  gegeven  is; 
dan  toch  kan  men  de  drievoudige  lijn  trekken  en  het  door 
middel  van  haar  en  de  twee  doorsneden  construeeren.  De 
kromme  cj*  ontstaat  namelyk  door  een  kegelsnedenbundel 
en  eene  daarmede  projectieve  straleninvolutie ;  het  middelpunt 
der  stralen-involutie  is  een  basispunt  van  den  kegelsneden- 
bundel. Door  de  drievoudige  lijn  en  de  stralen-involutie  is 
de  vlakken-involutie  bepaald ;  neemt  men  nu  een  vlak  dezer 
involutie,  dan  snijdt  dit  zoowel  c^*  als  c^*  iu  een  punt,  de 
verbindingslijn  dezer  punten  is  een  beschrijvende  Ign.  De 
kromme  cg'*'  heeft  nu  tot  hare  constructie  vereischt  6  punten, 
alzoo  in  het  geheel : 

10  +  6  z=  16  punten. 

16.  Derde  Groep,  geval  B.  Als  in  het  vorige  geval  is 
de  kromme  cj^'  bepaald  door  10  punten.  Legt  men  «g  ^^ 
den    algemeenen  stand,  dan  kan  men  van  c/  aannemen  het 
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drievoudig  punt,  waardoor  2  nieuwe  voorwaarden  iugivoerd 
worden  (7^).     Trekt  men  nu  door  dit  punt  twee  raaklynen, 
dan  zal  de  derde  raaklijn  bekend  worden  door  de  voorwaarde, 
dat  zij  eene  der  raaklijnen  van  het  drievoudig  punt  van  cj* 
moet  snijden.    De  drie  raaklijnen  in  het  drievoudig  punt  van  c^ 
vertegenwoordigen  dus  slechts  twee  nieuwe  voorwaarden.  Van 
Co^  is  nu  bekend  het  drievoudig  punt,  de  drie  raaklynen  daaraan, 
benevens  de  vier  snijpunten  van  a^  nietci^t^risduster  algeheele 
bepaling  van  c^  nog  noodig  één  punt  te  weten;  neemt  men  ook 
dit  aan,  dan  is,  even  als  in  het  vorige  geval,  het  oppervlak 
bepaald.  Men  heeft  dus  in  het  geheel  aangenomen: 

10  +  2  +  2  +  I  =  15  punten. 

17.  Derde  Groep,  geval  C.  De  doorsnede  ci^  is  wederom 
bepaahl  door  10  punten;  ter  verdere  constructie  bedenke 
men,  dat  het  oppervlak  bepaald  is  door  de  kromme  c^  en 
twee  rechte  lynen  van  welke  de  eene,  <,  door  het  drievoudig 
punt  T  van  cj*  getrokken  is  en  de  andere  door  een  niet 
bijzonder  punt  van  fj*  gaat.  Het  oppervlak  R^  zal  dus 
bepaald  zijn,  zoodra  men  zooveel  punten  van  cg*  heeft  aan- 
genomen, dat  beide  lynen  getrokken  kunnen  worden.  Men 
neme  nu  het  drievoudig  punt  van  c^^  aan,  dan  is  t  bekend. 
Neemt  men  daarna  een  punt  A^  van  c^^  aan,  en  legt  men 
het  vlak  t  A^^  dan  snijdt  dit  c^*  nog  in  een  punt  A^^  en 
Al  A^\B  eene  beschrgvende  lijn  >an  /2*.  Op  dezelfde  wijze 
zullen  twee  andere  aan  te  nemen  punten  B^  en  i\  van  c^* 
nog  twee  andere  beschrijvende  lijnen  B^  B^  en  Cj  C^  doen 
ontstaan  Alle  rechte  lijnen,  welke  zoowel  AiA^sAb  B^  B^ 
en  Cl  C^  snijden,  vormen  een  stelsel  beschrgvende  lijnen 
eener  hyperboloïde,  welker  doorsnede  met  öTj  eene  kegel- 
snede  is,  i\y  Cl*  behalve  in  T,  -^l^,  B^,  C^  nog  in  twee 
punten  sngden  zal.  Uit  een  dezer  beide  punten  kan  men 
de  enkelvoudige  richtlijn  trekken,  en  daardoor  wordt  het 
geheeie  oppervlak  bepaald.  Het  aantal  punten,  dat  men 
aangenomen  heeft,  is  dus: 

10  +  2  +  3  =  15  punten. 

18.     Derde  Groep,  geval  Z>,    De  kromme  Cj*  is  wederom 
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bepaald    door  10  punten;  de  lijn,  welke  door  alle  beschrij- 
vende   Ignen    gesneden  wordt,  valt  evenwel  in  dit  geval  te 
zamen  met  de  drievoudige  lijn.     Legt  men  het  vlak  «g,  dan 
kan  hierin  weder  het  drievoudige  punt  aangenomen  worden ; 
daar    evenwel    dit    oppervlak  twee  standvastige  raakvlakken 
beeft,    zal    men    van  c^*  dadelgk  twee  raaklijnen  geconstru- 
eerd   hebben    door    vlakken  te    leggen    door  de  drievoudige 
Ign  en  twee  der  raaklijnen  van  Ci*.    Van  cg*  zgn  nu  bekend 
het    drievoudige    punt,    twee    der    raaklijnen  daaraan  en  de 
vier  punten  volgens  welke  «g  ^i*  sn^dt ;  men  moet  dus  nog 
2    punten    van    <?£*    aannemen    om  haar  te  bepalen.     Is  C2* 
geconstrueerd,    dan    kan    men,  door  vlakken  te  leggen  door 
de    drievoudige    lijn,    alle  beschrijvende  lijnen  construeeren. 
Daar  men  als  nieuwe  voorwaarden  van  c^^  slechts  heeft  aan- 
genomen  het  drievoudige  punt  en  nog  2  punten  zoo  maakt  dit : 

10  -f  2  +  2  =  14  punten. 

19.  Vierde  Groep,  geval  A.  Bg  dit  oppervlak  isdedub- 
belkromme  eene  scheeve  kromme  van  de  derde  orde,  maar  alle 
beschrijvende  lijnen  moeten  eene  rechte  Ign  —  de  draagster 
der  punten-involutie  —  sngden.  Men  brenge  het  vlak  Ui  aan, 
dan  zal  dit  vlak  het  oppervlak  R^  volgens  eene  kromme  van 
de  vierde  orde  c^*  snijden,  welke  drie  dubbelpunten  heeft. 
Men  neme  van  Cj*  aan  de  drie  dubbelpunten  benevens  vier 
niet  bgzondere  punten,  dan  zal  c^^  niet  volkomen  bepaald 
z^n.  Neemt  men  evenwel  in  a^  eveneens  de  drie  dubbel- 
punten van  C2^  aan,  dan  is  de  dub  belkrom  me  bepaald,  en 
het  zal  blijken,  dat  nu  ook  c^^  en  dus  het  geheele  opper- 
vlak -R*  construeerbaar  is.  Uit  elk  der  vier  aangenomen 
punten  van  c^^  kan  men  namelijk  eene  koorde  van  de  scheeve 
kromme  trekken ;  deze  koorden  zijn  beschrijvende  lijnen  van 
i2*;  zg  hebben  verder  twee  gemeenschappelijke  transversalen; 
elk  dezer  is  eene  oplossing  voor  de  lijn,  die  als  drievoudig 
rakende  ontwikkelbare  van  R^  optreedt,  en  tevens  de  rol 
van  enkelvoudige  richtlgn  vervult.  Is  deze  Ign  geconstru- 
eerd, dan  is  R^  bepaald  en  dus  kan  c^*  zoowel  als  Cg*  verder 
geconstrueerd  worden.  Tn  het  geheel  heeft  men  dus  aange- 
aangenomeu : 
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3x2  +  4+  3x2=16  punten. 

Deze  uitkomst  liet  zich  vermoeden;  de  algemeene  theorie 
geeft  aan,  dat  dit  oppervlak  het  wederkeerige  is  van  het 
oppervlak  A  der  derde  groep ;  men  zou  dus  1 6  raakvlakken 
moeten  aanleggen  om  het  te  kunnen  construeeren,  en  deze 
vormen  evenzeer  bepalende  elementen  als  punten,  zoodat  men 
ook  op  deze  wgze  het  getal  bepalende  punten  had  kunnen 
afleiden. 

20,  Vierde  Groep,  geval  B.  Volgens  de  opmerking  aan 
het  slot  van  het  voorgaande  geval  laat  zich  het  aantal  pan* 
ten  noodig  ter  constructie  oogenblikkel^k  afleiden  uit  het 
geval  B  der  derde  groep.  Men  kan  het  evenwel  ook  be- 
palen door  de  opmerking  te  maken,  dat  dit  oppervlak  ge- 
construeerd wordt  als  het  voorgaande,  met  dit  onderscheid, 
dat  de  dubbelkromme  in  eene  kegelsnede,  gesneden  door  eene 
rechte  l^n  overgaat,  en  dus  een  der  dubbelpunten  van  a^, 
op  eene  gegevene  rechte  lijn  moetende  liggen,  slechts  eene 
voorwaarde  uitdrukt.  In  het  laatste  geval  verkrygt  men 

3x2  +  4  +  2X2  +  1  =  15  punten, 

*t  geen   met    het  aantal  punten  van  het  getal  B  der  derde 
groep  overeenstemt. 

21.  flet  is  duidelgk,  dat  men  bg  elk  dezer  aannamen 
een  zeer  groot  aantal  oplossingen  verkrijgt;  zoo  zoude  bv. 
wanneer  men  het  geval  A  der  derde  groep  op  de  voorgeschre^ 
ven  wijze  wilde  construeeren,  men  in  «j  door  10  punten 
60  krommen  van  de  vierde  orde  met  drievoudig  punt  yct- 
krggen,  en  eveneens  in  het  vlak  a^]  daar  elke  kromme  in 
ai  met  eene  in  a^  kan  gecombineerd  worden,  zoude  dit  tot 
3600  oppervlakken  aanleiding  geven.  Het  aantal  is  echter 
door  de  aangenomen  voorwaarden  bepaald. 

£venals  in  de  algemeene  tabel  der  scheeve  oppervlakken, 
is  hier  alleen  nagegaan  de  hoofdgroepeering,  zonder  in  de 
bgzonderheden  te  treden  die  door  het  samenvallen  van  klem- 
punten  ontstaan. 

By  vergelyking  der  uitkomsten  met  de  vergelykingen  ge- 
geven in  Salmon-Fiedler,  Geometrie  des  Raumes  II,  3^^  Aufl. 
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pag.  430 — 443,  zal  men  zien,  dat  in  die  gevallen,  waarin 
eene  vermindering  van  het  aantal  aan  te  nemen  punten 
intreedt,  men  ook  in  de  vergelijking  evenveel  b^zondere 
waarden  aan  de  coëfficiënten  moet  toekennen,  als  de  ver- 
mindering van  het  aantal  punten  bedraagt. 

De  gevallen  C  en  D  van  groep  IV  stemmen  overeen  met 
de  gevallen  C  én  D  van  de  derde  groep,  en  behoeven  dus 
niet  afzonderlek  te  worden  nagegaan. 

Tilburg ^  Januari  1889. 


HARMONISCHE  ANALYSE  DER  GETIJDEN  IN 

DE  JAVA-ZEE. 


DOOS 


Dr.  J.  F.   TAN   DER  STOK< 


Ofschoon  de  verwachtingen,  aanvankelijk  gekoesterd  van 
de  bruikbaarheid  der  gegevens,  door  middel  der  harmonische 
analyse  verkregen,  voor  eene  juiste  berekening  van  de  star* 
heid  van  het  inwendige  der  aarde  niet  in  alle  deelen  z§n 
bevestigd,  blijft  eene  ook  in  de  kleinere  bijzonderheden  tre- 
dende nauwkeurige  berekening  der  verschillende  componen- 
ten van  groote  beteekenis  voor  velerlei  vraagstukken.  Slechts 
indien  deze  methode  op  waarnemingen,  op  een  groot  aantal 
plaatsen  verricht,  is  toegepast  en  kaarten  van  ^cotidallines'' 
voor  de  drie  groepen  van  getijden:  de  halfdaagsche,  de  een- 
daagsche  en  de  meerdaagsche  afzonderlijk  z^n  vervaardigd, 
zal  het  mogelijk  zijn,  tot  eene  juiste  kennis  te  geraken  van 
de  voortplantingswijze  dezer,  voor  het  grootste  gedeelte,  vrge 
golven  in  diep  en  ondiep  water  en  de  daarmede  samenhan- 
gende vraagstukken  omtrent  de  gemiddelde  diepte  der  zeeën 
en  de  aanwezigheid,  al  of  niet,  van  staande  golven. 

Nog  slechts  voor  een  veertigtal  plaatsen  zyn  de  constan- 
ten   volledig    bekend,    waarvan  twintig  stations  in  Britsch- 
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Indië.  Binnen  kort  echter  mogen  verschillende  publicatiën 
van  op  deze  wijze  berekende  constanten  verwacht  worden, 
daar  de  roepstem  van  Prof.  G.  H.  Dabwin,  die  door  zgne 
nitToeiige  stadiën  over  dit  onderwerp  het  groote  belang 
der  zaak  heeft  aangetoond,  weerklank  gevonden  heeft 
in  Duitschland,  Frankrijk,  de  Eaap  en  Australië,  terwijl  in 
Amerika  reeds  sedert  meer  jaren  de  studie  der  get^den  van 
een  practisch  en  theoretisch  standpunt  uit  door  Feruel  is 
ter   liand  genomen. 

Ook  in  Nederlandsch-Indië  zullen ,  met  het  doel  dit 
internationale  streven  te  steunen,  twee  zelfregistreerende 
peilschalen  te  Tjilatjap  en  te  Padang  worden  opgesteld, 
door  welke  twee  punten  dan  verband  is  gebracht  tusschen 
de  Australische  stations  en  die  yan  de  Britsch-Indische 
kostlgn. 

Terw^l  de  uitkomsten,  die  hiervan  te  wachten  zijn,  meer 
licht  zullen  verspreiden  omtrent  de  voortschrijding  der  vloed- 
golven in  den  Indischen  Oceaan,  zijn  observatiën  in  een  min 
of  meer  afgesloten  bekken,  als  de  Ja  va-zee,  meer  geschikt 
om  gegevens  te  leveren  voor  de  voortplantingswgze  der  golf- 
bewegingen, indien  deze  door  vele  belemmeringen  in  haren 
voortgang  zijn  gestuit  en  zich  voortbewegen  in  betrekkelijk 
ondiep  water.  Reeds  eenige  jaren  lang  zijn  voor  de  Java-zee 
gegevens  Verzameld  door  middel  van  zelfregistreerende  peil- 
schalen in  de  haven  van  Tandjong-Priok  en  het  bassin  van 
het  Marine-etablissement,  te  Soerabaya  opgesteld. 

Het  doel  van  dit  opstel  is,  de  publicatie  van  de  constan- 
ten voor  Batavia 's  haven  en  de  vergel^king  van  deze  met 
die,  welke  in  1886  door  den  ingenieur  H.  Ypes  voor  Soe- 
rabaya werden  gepubliceerd  ( Tijdschrift  van  het  Kon.  hi- 
stituut  van  Ing.  Afd.  N.  I.   1885  -  1886). 

In  Tabel  I  zijn  de  amplituden  en  argumenten  der  getijden 
te  Tandjong-Priok  op  dezelfde  wgze  en  in  dezelfde  volgorde 
samengesteld  als  voor  een  veertigtal  plaatsen  geschiedde 
door  Prof.  Daewin  en  Majoor  Baird  in  de  Proceedings  van  de 
Royal  Society,  1885.  Vol.  39.  De  amplituden  zijn  gegeven 
in  centimeters;  de  argumenten  hebben  betrekking  op  lo- 
ealen  tgd. 
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TABEL    I. 


Constanten  der  getijden  te  batayia. 

1885.    1887-88.  1885.    1887-88.           1885.  1887— 88w 

iH  1.50 cm. 2.54 cm.  /H  O.IOcm.  0.12cm.  (H  1.92c.m.li^c.zti. 

S,              M.  N 

(K  321°    21°    (K  77°    367°    (K  338°   311° 

|H  4.86        5.69          iH  12.68      13.64           (HO.26       0.91 

8,                                  O  S 

Ik    315°        294°        Ik  140°        121°        Ik   126°       136*» 
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iH  0.04  0.01  iH  2.55  2.13    (HO.51  1^ 

S.  I  K,  I             Mm  ! 

|K  146°  225°  (K  269°  271°    (K  31°  33** 

lU  1.00  0.80  iH  5.81  7S»          iH2.41  ii23 

M|  P                                  Mf 

(K  168°  79°  |K  157°  146»        (K     31°  12^ 

iH  4.17  4.79  iH  2.94  2.02          iHO.20  0.43 

mJ  J                                 M8f 

|K  18°  347°  |K  194°  210°         (K     40°  182° 

iH  0.06  0.37  iH  3.02  3.53          iH7.i1  7^ 

M.  Q                                   Sa 

|K  98°  27°  (K  123°  111°        (K     70°  129° 

i  H  0.42  0.61  ( H  0^  0.90          i  H  5.53  6.44 

M,  L                                    Ssa 

'K  238°  185°  CK         5°         89°        |k   106°  117° 


De  eerste  reeks  vangt  aan  op  den  middag  van  den  eersten 
Januari  1885,  de  tweede  op  den  middag  van  1  Jali  1887: 
beide  serieen  omvatten  een  vol  jaar.  Het  oorspronkelgk  plan 
om  van  1885  af  deze  grootheden  voor  elk  jaar  te  bereke- 
neni  kon  niet  gevolgd  worden,  omdat  in  het  begin  Tan  1887 
bleek,  dat  de  toevoerbuis  van  den  getgmeter  van  lieverlede 
door    de    aangroeiing   van    oesterschelpen    was  verstopt  ge* 
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iraakt ;  de  invloed  hiervan  was  op  de  toen  reeds  gedeeltel^k 
^berekende  constanten  voor  1886  duidelijk  merbaar  en  het 
scheen  dus  wenschelgk,  dit  geheele  jaar  te  verwerpen  en  met 
1  Juli  1887  eene  nieuwe,  betere  reeks  aan  te  vangen. 

Dat  echter  deze  aanwas  reeds  in  1885  was  begonnen, 
blijkt  uit  de  vergelijking  der  beide  reeksen;  de  amplituden 
der  tweede  reeks  z^n  bgna  zonder  onderscheid  iets  grooter 
dan  die  der  tweede,  evenals  de  argumenten ;  daar  de  formule, 
Toor  de  perioden  gebezigd,  is: 

H  cos  {nt  —  k) 

werd  de  beweging  derhalve  reeds  in  1885  op  merkbare  wgze 
Tertraagd.  De  constanten  der  tweede  reeks  z^n  daarom  te 
verkiezen  boven  die  van  de  eerste,  om  welke  reden  het  mid- 
delen der  grootheden  achterwege  is  gelaten. 

Yoor  de  beteekenis  der  letters,  waarmede  de  verschillende 
get^den  z^n  aangeduid  en  eveneens  voor  wijze,  waarop  de 
constanten  berekend  z^n,  moge  verwezen  worden  naar  het 
bovengenoemd  overzicht  der  verkregen  resultaten  in  de  Pro- 
ceedings,  de  verschillende  rapporten  van  Prof.  Darwik  aan  de 
British  Association  en  de  handleidingen  van  Prof.  Böbgen*) 
eu  Majoor  Baird  f). 

Uit  de  gegevens  der  Tabel  I  blijkt  terstond,  dat  de  ge* 
t^den  in  de  haven  van  Batavia  in  zeer  sterke  mate  het 
eendaagsch  karakter  vertoonen,  dat  allen  plaatsen,  buiten  den 
Atlantischen  Oceaan  gelegen,  eigen  is,  en  dat  elke  practi- 
flche  beteekenis  ontneemt  aan  het  havengetal,  welks  ge-» 
woonlgk  aangenomen  definitie  berust  op  de  onderstelling, 
dat  het  dubbel  maansget^  inderdaad  van  overwegenden  in- 
vloed is.  Aan  welke  gegevens  het  havengetal  10  uur  in 
het  uittreksel  van  de  Connaiaaance  des  Temps  en  in  de  Ge^ 
zeitentafelrij  uitgegeven  door  het  Hydr.  Bureau  te  Berlijn^ 
is  ontleend,  is  mij  onbekend;  maar  daar,  indien  w^  de  beide 


*)  Ann.  d,  Hydr.  XII.  Jahrg.  1884.  Heft  VI  u.  f* 
t)  A  manml  for  lidal  obs.  by  A.  W.  Baibd  (1886). 


(  220  ) 

dubbele  getgden  S^  en  Jf^  afzonderlek  beschouwen,  het  wa- 
terverval  by  springty  niet  meer  dan  ongeveer  21  cent.  be- 
draagt en  bg  doodty  de  geheele  beweging  tot  nul  geredaceerd 
is,  ware  het  beter,  de  publicatie  yan  dit  havengetal,  alsmede 
dat  van  Pontianak  en  de  Earimon-Djawa  eilanden  achter- 
wege te  laten.  Yoor  de  practijk  kan  aan  een  zóó  Ueiu 
gety  geene  waarde  gehecht  worden,  tenzy  dan  in  verband 
met  de  andere  grootere  gety  den,  en  eene  dergelyke  publicatie 
kan  aanleiding  geven  tot  het  trekken  van  ongegronde  ge- 
volgtrekkingen omtrent  den  oorsprong  der  getyden. 

De  beide  andere  halfdaagsche  getyden  K^  en  A^,  de  eerste 
af  hankelyk  van  de  maansdeclinatie,  de  tweede  yan  den  maans- 
afetand  (elliptisch  getij),  hoewel  zeer  klein,  zyn  toch,  zooals 
uit  de  vergelyking  der  beide  serieen  blykt,  met  volkomen 
juistheid  berekenbaar.  Het  zyn  echter  yooral  de  drie  een- 
daagsche  getyden  Ki,  O  en  P,  yan  welke  ^x  ^^^  ^^  maans-  en 
zons-declinatie,  O  van  de  maans-declinatie  en  P  yan  de  zons- 
declinatie  af  hankelyk  zyn,  maar,  iu  vergelyking  met  de  kleine 
halfdaagsche  getyden,  eene  overheerschende  rol  spelen. 

De  combinatie  der  getyden  K  en  O  veroorzaakt  eene  sterke 
veertiendaag^he  ongelykheid:  het  grootste  waterverval,  on- 
geveer 80  cent.,  valt  in  ongeveer  één  dag  na  dien  der  grootste 
maans-declinatie;    het    kleinste,   ongeveer  26  cent.,  kort  na 
den  maansdoorgang  door  den  equator,  terwyl  het  gety  Pin 
Maart  en  September  deze  getijden  tegenwerkt,  in  December 
en    Juli    daarentegen    ondersteunt,  zoodat  in  het  laatste  ge- 
val   het    hoogste    gety    kan  opklimmen  tot  een  yerval  van 
80  +  14.56  =:  95  c.  m. ;  het  kleinste,  in  Maart  en  September, 
daarentegen    daalt    tot  11  cm.  Zelis  onder  deze  ongunstige 
omstandigheden,    wanneer    tevens    die  yoor  het  dubbel  gety 
het    gunstigst  zyn,  omdat,  als  de  zon  den  evenaar  passeert, 
volle    en    nieuwe    maan    met  den  maansdoorgang  door  den 
equator  samenvallen,  moet  de  eendaagsche  getybeweging  nog 
met    een    bedrag  van  ongeveer  50  pCt.  der  halfdaagsche  in 
rekening  gebracht  worden. 

Niet  geheel  juist  is  dus  de  dikwerf  geuite  meening,  dat 
in  Maart  en  September  het  eendaagsch  gety  klein  en  hek 
halfdaagsch    grooter    is ;    dit  geldt  alleen  yoor  de  dagen  in 
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den  omtrek  van  volle  en  nieuwe  maan;  op  den  dag  na  dien 
der  grootste  maansdeclinatie,  bedraagt  het  verval  van  het 
eendaagsche  getij  nog  65  cm. 

De  elliptische  getijden   O,  S  en  L  zijn  alleen  van  theoretisch 
belang;     van    de    beide  eersten  zijn  de  argumenten  voor  de 
beide    reeksen    voldoende    overeenstemmend  en  derhalve  ook 
de    berekende  amplitude  juist.     Wat  de  getijden  van  langen 
dxiur    betreft,    zoo    schijnen  ook  de  beide  eerste  Mm  en  M( 
(xoaandel^ksch  en  maans-veertiendaagsch  ,  hoe  gering  hunne 
amplituden    ook  zgn,  met  voldoende  zekerheid  uit  de  Bata- 
viasche    waarnemingen    af  te  leiden  te  zijn;  het  getg   MS  f 
(zons      en  maans-synodisch-veertiendaagsch)  echter  te  klein ; 
bet    havengetal    dier    langdurige  getijden  bedraagt  ongeveer 
30.      Wat  eindelgk  de  meteorologische  getijden  aangaat,  zoo 
verdient  bemerking,  dat  het  getij    S^  zeer  klein  is  en  dus  de 
land-    en    zeewind    slechts   geringen  invloed  uitoefent.     Het 
veertiendaagsch  get^  Ssa  is,  althans  voor  deze  beide  reeksen, 
zeer    constant;    hoog    water    komt,    volgens   deze  gegevens, 
omstreeks  de  helft  van  Mei  en  November  voor.  Het  getij  Sa 
(jaarlyksch)  schijnt  veel  veranderlijker  te  zyn.  De  eerste  reeks 
geeft  hoog  water  op  31  Mei,  de  tweede  op  30  Juli;  indien 
men    hierbg  in  het  oog  houdt,  dat  in  1885  de  oostmoesson 
buitengewoon  vroeg  is   ingevallen,  zoodat  na  22  Maart  geene 
weers  componente  meer  in  de  gemiddelde  dagelgksche  windrich- 
tingen voorkomt,  dan  is  men  wel  tot  de  conclusie  gedwongen, 
dat    in    het    westelijk  gedeelte  der  Java-zee  door  den  ooste- 
wind    het    niveau    der   zee    wordt  opgestuwd,  terwijl  men  a 
priori  eer  geneigd  zou  zgn  eene  verhooging  van  het  niveau 
gedurende   den  regenmoesson  te  verwachten.     Zoo  althans  is 
het    te    Soerabaya    gesteld,  waar,  zooals  blijkt  uit  Tabel  II, 
door    het    get^    Sa   hoog   water  omstreeks  11  Januari  ver- 
oorzaakt wordt. 
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TABEL    II. 

CoNST^MEN    DEE   OETUDEN    TE   SOEKABAYi^ 

Maart  1878— Februari  1879. 


8. 

H 

K 

2.00  cm. 
83*» 

0 

t 

H 
K 

27.16  cm. 
284° 

N 

1 

1 
1 

H 
K 

9.12  cm 
337° 

8. 

i 

H 

K 

26.40 
355<» 

K. 

H 
K 

46.92 
318° 

l 

i 

H 
K 

1.13 
289° 

M. 

1 
1 

H 

K 

1.40 
309° 

K, 

i 

H 
K 

8.00 
357° 

V 

t 

H 
K 

1.85 
40° 

M. 

H 
K 

44.29 
351° 

P 

1 

H 

K 

U.20 
3-21° 

Mm 

H 
K 

1.51 
351° 

M, 

1 

H 
K 

3.11 

238° 

J 

1 

H 
K 

0.62 
260° 

Mf 

\ 
( 

H 
K 

1.33 
46° 

M, 

H 
K 

2.00 
297° 

Q 

\ 

H 
K 

4.67 
281° 

MSf 

H 
K 

1.61 
129° 

M. 

( 

H 
K 

1.19 
218° 

L 

H 
K 

2.99 
8° 

Sa 
Ssa 

' 

H 
K 
H 
K 

3.40 
292° 

6.59 
165° 

De  gegevens,  in  deze  Tabel  vereenigd.  verschillen  eenigs- 
zins  van  de  door  den  Heer  Ypes  berekende;  de  waarden  nl. 
der  amplituden  en  argumenten  zijn,  in  overeenstemming  met 
de  door  Böboen  en  Baird  gegeven  voorschriften,  wat  de 
argument«'n  betreft,  gedeeltelijk  gewijzigd  door  herberekening 
der  grootheid  Vq  +  m,  terwijl  de  amplituden  alleen  door  ver- 
menigvuldiging met  den  reductie-factor  ^/A  voor  seculaire 
variatie  zijn  gecorrigeerd,  waardoor  de  grootheden  met  die 
voor  Batavia,  in  Tabel  I  gegeven,  vergelgkbaar  worden. 

Het  aanmerkel^k  verschil  tusschen  de  getijden,  waarge- 
nomen in  het  nauw  van  stiaat  Madoera  en  die  van  Batavia, 
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▼alt  terstond  in  het  oog.  Wel  is  hier,  evenals  te  Batavia, 
het  eendaagsch  get^  groot,  maar  de  halfdaagsche  zons-  en 
maanaget^den  spelen  beide  hier  eene  veel  minder  onderge- 
schikte rol  en  z:gn  ook  voor  de  pract^k  niet  over  het  hoofd 
te  zien.  Het  ha  vengetal  kan  hier  op  O  of  12  uur  aange- 
nomen worden  en,  daar  de  argumenten  van  S^  en  M^  onge- 
veer gel^k  zgn,  zal  het  springtij  met  een  verval  van 

2  X  (44.29  +  26.40)  =  141.  38  cm. 

op  den  dag  van  nieuwe  maan  worden  waargenomen,  terwgl 
b^  doodtg  het  verval  ongeveer  36  cm.  zal  bedragen.  Van 
de  eendaagsche  get^den  K^^  O  en  P  zijn  de  amplituden 
1.9  malen  grooter  dan  die  van  Batavia ;  de  argumenten  voor 
de  twee  plaatsen  toonen  constante  verschillen  aan  ;  deze  zgn, 
in  uren  uitgedrukt: 

Batavia.  Soerabaya.  Verschil. 

U.  IL  u. 

K^  9.57  21.14  11.57 

O  8.68  20.37  11.69 

P  9.76  21.46  11.70 

Het  effect  der  eendaagsche  get^den  is  dus  te  Soerabaya 
juist  omgekeerd  van  die  te  Batavia.  Gedurende  den  oost- 
moesson  wordt  te  Batavia  hoog  water  waargenomen  te  10  u. 
n.m  ,  in  December  te  10  uur  v.m.,  te  Soerabaya  respec- 
tievel^k  te  10  uur  vm.  en  te  10  uur  nm.  Daur  het  ver-^ 
schil  tusschen  de  waarden  der  grootheid  K  voor  de  getijden 
O  en  Ki  weinig  meer  bedraagt  dan  voor  Batavia  gevonden 
is,  valt  ook  de  t:yd  van  *t  hoogste  water  met  een  verval  van 

2(46.92  +  27.16)=  148. 16  cm, 

ongeveer  één  dag  na  de  grootste  maansdeclinatie.  In  Sep- 
tember en  Maart,  als  wanneer  het  getij  F  tegenwerkt  en  bg 
eene    maansdeclinatie    O,   is   het   verval  van  het  eendaagsch 

2  (46.92  —  27.16  —  14.20)  =  11  cm. 
dus  feiteljk  ten  opzichte  van  het  groote  dubbelgetij  te  ver« 
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waarloozen  en  even  klein  als,  onder  gel^ke  omstandigheden, 
te  Batavia. 

Ook  al  neemt  men  aan,  't  geen  waarschijnlyk  is,  dal  de 
getghoogten  te  Soerabaya,  door  stuwing  in  den  trechter  van 
straat  Madoera  sterk  vergroot,  en  derhalve  op  Madoera's 
noordkust  aanmerkelijk  kleiner  zijn,  dan  blijft  toch  de  yer- 
houding  der  een-  en  halfdaagsche  getyden  een  essentieel 
onderscheid  uitmaken  tusschen  de  getgden  voor  beide  plaatsen. 
Het  verschil  der  argumenten  voor  A/g  bedraagt  ongeveer 
O®  of  12  uur,  't  geen  even  goed  vroeger  als  later  kan  be- 
duiden; dat  der  argumenten  van  de  eendaagsche  getijden 
gemiddeld  11.65  uren,  om  welken  tgd  deze  getyden  te  Soera- 
baya later  invallen  ten  opzichte  van  den  localen  t^d,  dan 
te  Batavia.  Het  is  echter  geheel  onaanneemlijk,  zoowel  we- 
gens de  grootte  der  Soerabaaische  getyden,  als  wegens  de 
ligging  der  beide  plaatsen,  dat  inderdaad  de  vloedgolf  zich 
langs  Java's  noordkust  van  West  naar  Oost  zou  voortplan- 
ten ;  omgekeerd,  dat  zg  zich  westwaarts  beweegt,  ware  denk- 
baai',  in  welk  geval  de  11.65  uren  later  als  12.35  uren 
vroeger  zouden  moeten  opgevat  worden.  De  vloedgolf  zou 
in  dit  geval  den  weg  langs  Java's  noordkust  tusschen  de 
beide  plaatsen,  gelijk  aan  ongeveer  656^^  ^*  ^^*  hebben  af- 
gelegd in  12.74  uren,  omdat  het  verschil  in  lengte  0.39 
uren  bedraagt.     Volgens  de  LA.6BAN0E'sche  formule 

waarin  p  de  diepte  der  zee,  c  de  snelheid  van  voortplanting, 
g  de  versnelling  der  zwaartekracht  beduiden,  zou  deze  snel- 
heid derhalve  overeenkomen  met  eene  gemiddelde  diepte  van 
niet  meer  dan  21  meters.  Deze  diepte  is  zeker  te  veel  ver- 
schillend van  de  ware,  dan  dat  deze  onderstelling  zou  kunnen 
stand  houden ;  ook  zou  bezwaarl^k  kunnen  toegegeven  worden, 
dat  op  dezen  betrekkelyk  korten  weg  het  karakter  der  getijden 
zoodanig  kon  zijn  veranderd,  als  inderdaad  het  geval  is,  en  het 
eendaagsch  gety,  schoon  zelf  verwakt,  in  zoo  groote  mate 
de  overhand  zou  gekregen  hebben  boven  het  halfdaagsche. 
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Eyenmin  als  deze,  schgnt  de  onderstelling  dat  de  Batavia- 
ache  getgden  veroorzaakt  zouden  worden  door  de  yloedgolven, 
die  uit  de  Chineesche  zee  door  de  Karimata-  en  Gasperstraten 
in  de  Jaya-zee  zich  voortbewegen,  aan  de  eischen  van  het 
probleem  te  voldoen.  Hoewel  hier  volledige  gegevens  ont- 
breken, w^zen  toch  de  in  de  bovengenoemde  >6ezeitenta- 
feln"  oi^egeven  getghoogten  voor  Pontianak  en  de  Banka- 
straat  op  eene  veel  te  groote  getgbeweging,  dan  dat  het  kleine 
verval,  te  Batavia  waargenomen,  hierdoor  verklaard  zou  kun- 
nen worden. 

Uit  de  tot  heden  bekend  geworden  resultaten  moet  dus 
de  conclusie  getrokken  worden,  dat  de  Java-zee  het  terrein 
is,  waar  twee  vloedgolven,  beide  oorspronkelijk  afkomstig 
uit  den  stillen  Oceaan,  waarvan  echter  de  eene  den  langeren 
weg  door  de  Baschistraat,  de  Chineesche  zee  en  de  Eiari- 
matastraat  lieeft  afgelegd,  de  andere  deu  korteren  afstand 
door  de  Celebeszee  en  straat  Makasser  heeft  doorloopen,  met 
elkander  op  gecompliceerde  wgze  interfereeren. 

Door  het  verschil  in  afgelegden  weg,  kan  het  groote 
phasen-onderscheid,  dat  kenmerkend  is  voor  beide  eendaag- 
sche  componenten,  verklaard  worden  en  te  Batavia,  gelegen 
in  een  cul  de  sac,  zullen  door  deze  interferentie  beide  com- 
ponenten elkander  voor  het  grootste  gedeelte  vernietigen. 
Terw^l  dus  te  Batavia,  blgkens  het  argument  der  eendaag- 
sche  getgden,  de  invloed  van  de  uit  het  Noorden  komende 
vloedgolf  nog  overheerschend  is,  maar  sterk  getemperd  door 
de  oostelgke  vloedgolf,  zal  er,  meer  oostelyk,  eene  grenslijn 
te  vinden  zyn,  waar  de  beide  eendaagsche  getgden  elkander 
geheel  en  al  tegenwerken  en  dus  alleen  zwakke  halfdaagsche 
getgden  zullen  zijn  waar  te  nemen;  oostwaarts  van  deze 
demarcatie-lgn  zullen  de  getyden  meer  en  meer  het  karakter 
der  getgden  van  Soerabaya  aannemen. 

Batavia,  Februari  1889. 
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PROCES-VERBAAL 


VAV  DB 


GlfiWONE  VEBGADERII^G  D£E  AFDËELING  NATUUBKUNDB» 


op  Zaterdair  20  April  1889. 


Tegenwoordig  de  Heeren :  vay  dk  Sa.kde  Bakhuyzen, 
Voorzitter,  Schols,  Pla.ce,  Zeeva^n,  J.  A.  C.  Oudeicaits, 
Grinwis,  Mulder,  A.  G.  Oddemans  m.,  Mac  Gillayrt, 
Fbanchimovt,  vak  Dorp,  Hübrecht,  Hoogewerfp,  Ma&tiv, 
Beuerixck,  Roffkakn,  Sürinoar,  Brutel  de  la  RlVliKB, 
Baehr,  Pekelhariho,  Forster,  Schoute,  Buts  Ballot,  vak 
DER  Waals,  van  Diesen,  Eamerlingh  Onnes,  Hoek,  de 
Vries,  Biereks  de  Haav,  Stokvis,  Behrens,  van  't  Hoff 
en  C*  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Vferbaal  der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden : 

P.  A.  Klüijver,  Bibliothecaris  van  de  Maatschappg  der 
Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden,  Januari  1889;  2®. 
J.  F.  VAN  SoMBRBü,  Bibliothecaris  van  de  Rgks-üniversiteit 
te  Utrecht,  1889;  3«.  J.  W.  G.  van  Haarst,  Bibliothecaris 
van  de  Rijks-üniversiteit  te  Groningen,  17  April  1889; 
4^.  D.  Stür,  Directeur  van  de  k.  k.  geologische  Reichs- 
anstalt  te  Weenen,  14  April  1889 ;  5^.  H.  Helmholtz, 
Beriyn,    9    April   1889;    6^.    W.    Tibssnkausisn,    Directeur 
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Tan  de  Commission  impériale  archéologiqae  te  St.  Peters- 
burg, 28  Maart  1889;  7^.  M.  Perez,  Directear  vau  het 
Observatoiio  meteorologico  central  te  Mexico,  8  Maart  1889 ; 
aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  E.  Li£NBNKLA.us,  Sccrctaris  van  het  natorwissensehaft- 
liche  Verein  te  Osnabrück,  1  April  1889;  2^.  Gilbeet, 
Bibliothecaris  van  de  kön.  Universitats-Bibliothek  te  Greifs- 
wald,  3  Januari  1889;  3^.  S.  Sikclaiu,  Secretaris  Tan  het 
Anstralian  Moseam  te  Sydney,  15  Februari  1889;  waarop 
het  gewone  besluit  valt  van  schriftel^ke  dankbetuiging  en 
plaatsing  in  de  Boekerij. 

—  Is  ingekomen  een  brief  van  Z.Exc.  den  Minister  van 
Binnenlandsche  Zaken  (18  April  1889),  de  mededeeling  be- 
helzend, dat  de  herbenoemingen  van  de  Heeren  H.  G.  viiN 
DJB  Sakbb  Bakhuijzkn,  J.  D.  vak  db£  Waals  en  G.  A.  J.  A* 
OuDBMAKs,  respectievelyk  tot  Voorzitter,  Onder- Voorzitter 
en  Secretaris  der  Eoninkl^ke  Akademie  van  Wetenschappen, 
door  den  Raad  van  State  bekrachtigd  zgn. 

—  De  Heeren  Schoütb  en  Bibbens  db  Haak  brengen  een 
gunstig  verslag  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer 
Dr.  Jak  db  Veies.  Wordt  besloten  haar  op  te  nemen  in 
de  Verslagen  en  Mededeelingen. 

~  De  Heer  J.  A.  C.  Oüdemaks  doet  eene  mededeeling 
betreffende  te  Utrecht  uitgevoerde  vergel^kingen  van  twee 
glazen  eindmeters  met  den  platina-iridiummeter  N^.  27  en 
biedt  over  dit  onderwerp  eene  verhandeling  aan  voor  de 
Verslagen  en  Mededeelingen. 

—  De  Heer  Martik  spreekt  over  de  zoogenaamde  >oude 
schieferformatie*'  op  Borneo.  Deze  formatie  is  onder  anderen 
in  de  Westerafdeeling  van  het  eiland  bekend  en  hier  wer- 
den  daarin    ook    enkele   versteeningen   door   den   Ingenieur 

16* 
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C.  J.  TAN  Schelle  verzameld,  nameiyk  aan  de  Soengei  Mot— 
tong,  en  bg  Boedoek  en  Sepang  in  de  Chineeache  digtrikten. 
Het  bleek  uit  een  daaromtrent  ingesteld  onderzoek,  dat  deze 
versteeningen  tot  de  geslachten  GervilLia  en  Corbula  behoo- 
ren,  en  aangezien  deze  nooit  in  palaeozoïsche  lagen  voorko- 
men, kannen  ook  de  »oude  schiefers"  hier  niet  palaeozoïsch. 
wezen.  De  schiefers  worden  bovendien  door  tertiaire  lagen, 
overdekt  en  er  schiet  dos  niets  anders  over  dan  aan  te 
nemen,  dat  zg  tot  het  mesozoïsche  tgdvak  behooren.  Eene 
verdere  bevestiging  dezer  veronderstelling  vond  spreker  hierin, 
dat  het  hem  gelakte,  in  een  grgzen  kalksteen  van  den  Bojan 
in  het  Boven-Eapoeas-gebied  Orbitolina  UnticiUarü  te  vinden. 
Aangezien  dit  fossiel  cretaceïsch  is  en  de  bedoelde  kalksteen 
eveneens  in  verband  met  kleischiefers  gevonden  wordt,  komt 
spreker  tot  de  conclusie,  dat  de  lagen  met  Germllia  en  Cor~ 
bula  van  geleken  ouderdom  zgn  als  die  met  Orbitolina  en 
dat  alle  tot  de  kr^tperiode  behooren.  Spreker  houdt  zich 
overtuigd,  dat  de  kr^tformatie  in  den  Indischen  Archipel 
zeer  verspreid  is  en,  wegens  gebrek  aan  fossielen,  gedeelte- 
Igk  onder  de  >oude  schiefers**,  gedeeltelgk  ook  onder  het 
» tertiair**  begrepen  is  geworden. 

—  De  Heer  Schols  biedt,  namens  den  Heer  van  oen  Bjsro, 
voor  de  Verslagen  en  Mededingen  een  opstel  aan,  getiteld: 
» Nogmaals  over  de  BemouUiiiansche  coefficiënt<en*'. 

—  De  Heer  Scuoutb  biedt  voor  de  Verslagen  en  Mede- 
deelingen  aan  een  opstel,  getiteld.  » Equianharmonie  en  har- 
monie bg  poolstelsels  van  binaire  vormen,  enz.**. 

—  De  Vergadering  wordt  gesloten. 


VERSLAG 

OMTRENT    DS    TERBANDEUKG 
VAN   DEN   HEEB    Df.     J.     DE     Y  B I  £  S. 

OVER  VLAKKE  CONPIGUKATIES,  DIE  UIT  DE  OSCÜLATIE- 
GKOEPEN  DER  KUBISCHE  KROMME  KUNNEN 

WORDEN  AFGELEID. 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  20  April  1889). 


De  yerhandeling,  die  boyenstaanden  titel  voert,  brengt 
?erband  tnsschen  twee  vroeger  door  den  heer  os  Vries  be- 
handelde vraagpunten,  de  involuties  op  kromme  Ignen  en  de 
configaraties.  Het  z^  ons  geoorloofd  met  een  enkel  woord 
het  onderwerp  nader  aan  te  w^zen,  en  de  voornaamste  der 
verkregen  uitkomsten  te  vermelden. 

Alle  krommen  K*  van  den  n^^^  graad,  die  een  gegeven 
kubische  kromme  K^  in  een  gegeven  punt  ^  3n  — l-puntig 
aanraken,  sneden  deze  verder  in  een  zelfde  punt  B^  dat  door 
het  aannem»!  van  A  bepaald  is.  Bg  elk  punt  A  der  kromme 
K^  behoort  dus  een  enkel  punt  i^,  dat  men  naar  Sylvestbk 
het  restpunt  der  n^^  orde  van  A  noemen  kan.  Valt  het 
sngpunt  B  in  een  b^zonder  geval  met  het  aangenomen  raak- 
punt A  samen,  dan  heeft  men  met  een  punt  van  volledige 
aanraking  van  K^  met  een  kromme  K*  te  doen,  dat  door 
Sylvesteb  een  plethorisch  punt  {nkfj&G)  =:  vol  zgn),  door 
anderen  een  buigpunt  van  de  n^^  orde  genoemd  is. 

Behoort  nu  bg  een  aangenomen  punt  A  een  enkel  rest- 
punt  B^  omgekeerd  is  elk  punt  B  restpunt  van  (3  n  —  1)' 
punten  A,  zoo  als  dit  het  eerst  door  Clebsch  met  behulp 
van  elliptische  functies  is  aangewezen.   Deze  (8  n  —  1)^  pun- 
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ten  A  vormen  gezamenlgk,  wat  men  de  osculatiegroep  ▼&& 
het  aangenomen  punt  B  zou  kunnen  noemen.  In  enger&i 
sin  yerstaat  de  heer  db  Vei£»  ouder  de  osculatiegroep  O^  ^^^o. 
het  punt  B  echter  alleen  de  bestaanbare  punten  A^  die  tot 
het  restpunt  B  voeren.  Hierdoor  is  hg  genoodzaakt  vooraf 
te  onderzoeken,  hoe  het  aantal  dier  bestaanbare  punten  voor- 
eerst afhangt  van  het  een-  of  tweetakkig  zgn  der  kromine 
jBC^,  in  het  laatste  geval  vei'der  van  het  oneven  of  even  zgn 
van  n  en  in  het  laatste  dezer  gevallen  verder  weer  van 
de  ligging  van  B  op  het  awuU  of  op  de  êerpentine.  Daar- 
bg  worden  dan  gelgkloopende  onderzoekingen  van  Hakt  en 
EoTTBE  vermeld. 

Het  eerste  der  vier  hoofdstukken,  waarin  de  verhandeling 
verdeeld  is,  draagt  het  opschrift  osculatiegroepen.  Daarin 
heeft  het  bovengenoemde  onderzoek  naar  het  aantal  bestaan- 
bare punten  dier  groepen  plaats  en  wordt  de  stelling  bewezen, 
dat  de  punten,  die  drie  collineaire  punten  A  tot  osculatie- 
groepen  On  aanvullen,  met  deze  drie  punten  een  cx>nfi- 
guratie  {(9n  —  3)»»— i ,  (3n  -  1)^8}  vormen.  Deze  belang- 
rgke  uitkomst  kan  beschouwd  worden  als  de  rationeele 
uitbreiding  van  het  bekende  theorema,  volgens  hetwelk  de 
drie  toegevoegde  punten  van  drie  collineaire  punten  eener 
K^  genomen  in  een  zelfde  der  drie  stelsels  met  de  drie  colli- 
neaire punten  de  zes  hoekpunten  eener  volledige  vierz^, 
d.  w.  z.  de  configuratie  (6^,  43),  vormen.  Verder  worden 
eenige  gevallen,  waarb^  osculatiegroepen  van  hoogeren  graad 
uit  osculatiegroepen  van  lageren  graad  samengesteld  zqu, 
nader  onderzocht. 

Het  tweede  hoofdstuk  handelt  over  pleüioruehe  ffroepen, 
d.  w.  z.  over  osculatiegroepen  O^,,  die  een  buigpunt  tot  rest- 
punt hebben.  W^l  de  kromme  K^  drie  bestaanbare  boig- 
punlen  bezit,  z\jn  er  drie  plethorische  groepen ;  al  de  punten 
dier  groepen  z^n  plethorische  punten.  Zoo  als  door  Stobt, 
PioquBT,  Kotter  en  den  eersten  ondergeteekende  is  aange- 
wezen, komen  onder  deze  als  n  deelers  heeft  de  op  die  deelers 
betrekking  hebbende  plethorische  punten  van  lageren  graad 
en,  zelfs  als  n  ondeelbaar  is,  de  gewone  buigpunten  voor. 
Terw^l    nu,    als   men  deze  plethorische  punten  van  lageren 
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graad  meetelt,  elke  plethorische  groep  uit  Zn  punten  bestaat, 
bewyrt  Dr.  db  Ysies  in  het  voetspoor  van  Eötteb,  dat  n 
van  deze  nader  met  elkaar  tot  een  groep  P«  verbonden  kun- 
nen worden;  van  zulk  een  groep  heeft  elk  der  punten  de 
overige  punten  der  groep  tot  restpunten  van  verschillenden 

graad. 

Het  derde  hoofdstuk  is  gewgd  aan  de  bespreking  der 
tangentiaalvedhoekenj  der  veelhoeken  die  terzelfder  tgd  in  en 
om  K^  beschreven  zgn.  Van  deze  tangentiaalveelhoeken, 
over  welke  men  DüBites  en  Picqubt  raadplegen  kan,  zgn  de 
hoekpunten  plethorische  punten  van  de  orde  J  {2*  —  ( — 1)»}, 
als  n  het  aantal  z^den  van  den  veelhoek  aanduidt.  Zy  wor- 
den door  den  schrgver  in  verband  gebracht  met  de  infleade' 
iripda  van  £^,  d.  w.  z.  met  drietallen  van  punten  der  kromme, 
die  zich  met  de  drie  bestaanbare  buigpunten  door  drie  in 
een  punt  der  kromme  samenkomende  Ignen  laten  vereenigen. 
Daarb^  maakt  h^'  gebruik  van  de  elders  door  hem  bewezen 
stelling,  die  zegt,  dat  de  aanvulling  van  de  hoekpunten  eens 
tangentiaalveelhoeks  van  n  zgden  tot  de  configuratie  3  n^ 
voert,  die  bestaat  uit  de  hoekpunten  van  n  driehoeken,  die 
een  reeks  vormen,  van  welke  elke  driehoek  in  den  voorgaanden 
en  om  den  volgenden  beschreven  is.  Zoo  komt  h^  tot  een 
reeks  van  samenhangende  configuraties,  waarvan  de  opsom- 
ming hier  achterwege  big  ven  moet. 

Het  laatste  hoofdstuk  bevat  algemeene  beschouwingen 
omtrent  de  configuraties,  die  uit  plethorische  punten  bestaan. 
Deze  beschouwingen  betreffen  in  hoofdzaak  de  configuraties 
ontleend  aan  de  plethorische  groepen  van  den  graad  3^  en 
aan  die  van  den  graad  18^ — 3.  Daarbg  treden  dan  alge- 
braïsche congruenties  op  den  voorgrond. 

Het  is  onze  meening,  dat  deze  nieuwe  studie  van  Dr.  db 
YaiBs  zich  op  verdienstelijke  wijze  bg  de  voorgaanden  aan- 
sluit. Omtrent  het  algemeene  vraagpunt  der  configuraties 
opent  zg  naar  ons  oordeel  verscheidene  nieuwe  gezichtspun- 
ten. Wg  schromen  daarom  niet  U  voor  te  stellen  haar  in 
de    Verdagen  en  Mededeelingen  te  doen  opnemen. 

Amsterdam,  P.  H.  SCHOUTE. 

17  April  1889.  D.  BIEEENS  DE  HAAN. 


OVER  VLA.KKE  CONFIGURATIES, 

▼ILKB  ÜIT  DB 

OSCULATIEQBOEPEN  DEE  KUBISCHE  KEOMME  KUNNEN 

GEVOBMD  WOKDEN. 


DOOB 


JAN    DE    TBIES. 


In  zgne  yerhandeling  »Anwendang  der  Abelschen  Fnnc- 
tionen  auf  die  Geometrie*'  heefi;  Clbbsch  *)  aangetoond,  dat 
eene  algemeene  rlakke  knbische  kromme  K^  nfi  punten  be- 
zit, waar  zg  m-puniig  aangeraakt  wordt  door  krommen  ^, 
welke  (3n  —  m)  yaste  panten  met  haar  gemeen  hebben. 
Deze  uitkomst  is  in  1884  aangevuld  door  Eottse  f)  met 
den  regel,  dat  van  deze  nfi  punten  m  bestaanbaar  z^n,  als 
K^  uit  een  trek  bestaat,  terwgl  voor  de  tweetakkige  K^  dit 
aantal  m  bedraagt,  als  m  oneven  is,  2m,  wanneer  m  even 
is  en  een  even  aantal  vaste  punten  op  het  ovaal  ligt,  im/, 
als  het  ovaal  voor  even  waarde  van  m  een  oneven  aantal 
vaste  punten  bevat.  In  het  bizonder  onderzoekt  Eottbr  de 
punten  van  volledige,  dus  3  n-puntige,  aanraking  met  krom- 
men der  n^^  orde  en  construeert  daarna  stelsels  van  zulke 
punten,  of  deelen  van  zoodanige  stelsels,  voor  n  =  2  tot 
n  =  15. 


*)  Jwmal  von  Cbbllb,  Band  63. 

t)  Beitrage  via  Theorie  der  Oscalationen  bei  ebenen  Curven  dtitter 
Ordnung.  Inamffuraldiuertaium,  Berlin  1884. 
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In  het  volgende  opstel  beschouw  ik  de  configuraties, 
^vrelke  uit  groepen  van  punten  der  ^3  kunnen  gevormd  wor- 
den, welke  eene  (3  n  —  l)-puntige  aanraking  met  krommen 
ÜTn  door  een  vast  punt  der  K^  toelaten,  en  daarna  groepen 
Tan  punten  van  volledige  aanraking.  Terw^l  m^nebeschou- 
'wingen  over  het  algemeen  van  Eöttsr's  handelwgze  ver- 
schillen, heb  ik  gemeend  zgne  methode  voor  de  bepaling 
Tan  het  aantal  bestaanbare  punten  in  zulke  groepen  in  het 
verband  te  moeten  opnemen ;  zg  is  trouwens  eene  uitbrei- 
ding van  de  wgze^  waarop  Hakt'*')  het  aantal  punten  van 
volledige  aanraking  met  krommen  der  derde  orde  heeft 
gevonden. 


§1. 

OsOULATIigOBOBPBN. 

Alle  krommen  Kn^  welke  K^  in  het  punt  a^  {Zn —  1)- 
puntig  osculeeren,  sneden  haar  in  een  en  hetzelfde  punt, 
r^,  dat  ik  het  restpunt  der  n^^  orde  zal  noemen.  Een  stel- 
sel van  krommen  ^»,  die  in  qq  (3n — 2)  punten  met^» 
gemeen  hebben,  snfldt  haar  dus  volgens  eene  centrale  invo- 
lutie  /atJ'  ^^^  ^*  stelsel  behoort  elke  kromme,  die  uit 
eene  (3n  — 4)-puntig  rakende  Kn^i  en  de  raaklgn  van  ao 
is  samengesteld ;  het  restpunt  r«-i  en  het  tangen tiaalpunt 
üi^ri  vormen  dus  een  paar  der  /g,  zoodat  delijnrir»— 1 
de  JK^  in  het  centrum  «»  der  involutie  sn^dt.  Daar  üq  en 
r,  ook  een  paar  van  I^  leveren,  wordt  r^,  door  delgn  üQSn 
ingesneden.  Op  deze  wgze  wordt  de  bepaling  van  rjt  tot  de 


♦)  On  the  mne-punct  contact  of  cnbic  curves.  {Trafur  Royal  Iriah  Aca- 
demy,  Dublin  1875). 

•|-)  Wbtb  heeft  in  zijne  verhandeling  i^Ueber  eindeutige  Beziehnngen 
anf  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  3. 0."  {Sitz,  ber,  Wiener  Akad,  April 
1883)  aangetoond,  dat  K^  slechts  twee  soorten  van  I^  bezit,  n.  1.  de  drie 
fondamentale,  gevonnd  uit  paren  van  correspondeerende  punten,  en  de 
centrale,  van  welke  alle  paren  met  een  vast  punt  der  Ki  collineair  zijn. 
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constnicide  yan  rk-^i  teruggebracht,  komt  dus  ten  slotte  neer 
op  het  trekken  der  raaklgn  in  Oq.  Tabel  (Ij  geeft  een  oYer- 
richt  Tan  alle  Ignen,  welke,  yolgens  deze  beschouwing,  roor 
de  constructie  yan  r»  yereischt  worden. 


n    n    «« 

Tl      r^      «3 
^1      ^s      H 


fn-l*» 


«0 

«0 

n 

«o 

»» 

••a 

aa 

»s 

••s 

•     • 

•       • 

•         • 

a) 


Oo      «» 


De  punten  r^i  en  r«_|i,  welke  JTs  achtereenyolgens  ge- 
meen heeit  met  eene  {Sp  —  l)-puntig  osculeerende  Kp  en 
eene  (3n  —  3;>  —  l)-puntig  osculeerende  K^^p ,  yormen  ook 
een  paar  der  /^ :  «m  is  dus  het  sn^punt  der  Ignen  rp  rm^p 
(p  =  1  tot  in  of  tot  i  (n  —  1)). 

Door  het  teeken 


( 


1     2     3 
4     5     6 

7     8     9 


zal  ik  te  kennen  geven,  dat  de  door  de  cgfers  1  tot  9 
aangewezen  punten  der  K^  eene  atrigonische  (92  9  63)  met 
de  Ignen  123,  456,  789;  147,  258,  369  yormen. 

Daar  het  bestaan  yan  ygf  dezer  zes  Ignen  de  zesde  nood* 
zakelgk  maakt,  yolgt  uit: 

ri       Oq       oq 


n 


*•!+*- 1 


dat  de  punten  «g-,  êk  en  ti^k-l  steeds  collineair  zgn.  Da- 
halye  is  r-n—i  het  tangentiaalpunt  yan  «,*,  terwgl  uit  het 
boyenstaande  yolgt,  dat  ên  het  tangentiaalpunt  yan  rk  is. 
Stelt  oi  het  t^<  tangentiaalpunt  yan  üq  yoor,  dan  bl^kt,  dst : 
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«1  =  *-i 

«9   ^   *'171 


Ö2ji^l    =   ^•Jlï**'"^!) 


aa  = 

^10^   «8tó 


aj^=  «^(2**^2) 


De  juistheid  der  algemeene  formule  kan  gemakkelgk  door 
inductie  bewezen  worden. 

De  punten  r^  ^  a^  en  «2  ^  ^2  Uggen  steeds  op  de  serpen- 
tine der  tweetakkige  ^^3 ,  onyerschillig  of  a^  tot  het  ovaal 
of  de  serpentine  behoort;  r£  en  oq  zjjn  dus  punten  van  den- 
zelfden tak.  Algemeen  volgt  uit  tabel  (I):  r2m  ügi  op  het 
ovaal  of  op  de  serpentine^  naarmate  Oq  zich  op  ovaal  of  ser^ 
pentine  bevindt;  r2m-}-l    behoort  altoos  tot  de  serpentine. 

Terw^l  elk  punt  Oq  alle  restpunteu  ondubbelzinnig  bepaalt, 
l^ehoort  bg  liet  willekeurig  gekozen  punt  r»  eene  groep  van 
punten  aQ,  waarvan  ik,  in  het  voetspoor  van  Ha&t  en  Kör- 
TBB,  het  aantal  bestaanbare  punten  zal  zoeken. 

In  denzelfden  tijd,  waarin  gq  het  ovaal  of  de  serpentine 
doorloopt,  beweegt  a^  zich  tweemaal,  in  tegengestelde  rich- 
ting, langs  de  serpentine  *) ;  a^  ^  s^  verplaatst  zich  derhalve 
(+4)  maal,  d.  w.  z.  4  maal  in  dezelfde  richting  met  ao,  langs 
de  serpentine,  zoodat  zgne  projectie  p  uit  het  vaste  punt 
r^^  dat  op  den  door  Oq  doorloopen  tak  wordt  aangenomen, 
dezen  tak  ( —  4)  maal  bescbr^ft.  Gedurende  een  omloop  komt 
Oq  het  punt  p  dus  5  maal  tegen,  zoodat  aQ  en  s^  5  maal 
met  r^  collineair  liggen;  elk  punt  r^  is  dus  het  restpunt 
van  eene  uit  vgf  punten  a^  gevormde  osculatiegroep  der  tweede 
orde^  Og. 

Stelt  G}{2m)  het  aantal  bestaanbare  punten  eener  oscu- 
lati^oep    der    orde    2tn    voor,    dan   zullen  gedurende  een 


*)  Dit  wordt  uitvoerig  aangetoond  door  Schoeteb  in  zijn  i^  Theorie  der 
ebenen  Knnren  3. 0."  bl.  250. 


(  236  ) 

omloop  yan  oq  langs  een  der  takken  van  K^  (of  langs  eene 
eentakkige  K^)  de  punten  r2m  en  r^  denzelfden  tak  —  67  (2m) 
maal  en  ( —  5)  maal  afleggen.  Het  met  hen  collineaire  pont 
«2«i4-2  verricht  dus  6)  (2  m)  +  5  positieve  omloopen  langs  de 
serpentine,  z^ne  projectie  p  uit  het  met  oq  op  één  tak  ge- 
plaatste punt  r2M^2  beschr^ft  dezen  tak  dan  o?  (2  m)  +  5 
maal  in  negatieven  zin,  valt  dus  6>  (2  m)  -)-  6  maal  met  a^ 
samen;  even  vaak  zyn  oq,  «2111+2  en  r2M+ 2 collineair,  zoodat 
O)  (2  m  +  2)  =  6)  (2  m)  +  6-  Uit  deze  recursieformule  volgt 
gemakkelgk,  dat  6>  (2  m)  =  6  m  —  1 . 

1.  Elk  punt  van  K^  behoort  tot  eene  uit{Qm — \)  punten 
gevormde  oeeulatiegroep  O-im  \  ^^  punten  der  groep  liggen  met 
hun  gemeenêchappelijk  reetpunt  der  orde  2m  op  denzdfden 
tak  der  kromme. 

Doorloopt  a^  in  eene  bepaalde  richting  het  ovaal,  dan 
beschrgft  rsm  dien  tak  (6  m  —  1)  maal  in  tegengestelden 
zin ;  daar  tegel^k  r^  zich  ( —  2)  maal  over  de  serpentine  ver- 
plaatst, gaat  «21114.1  +  (6  f'^  +  1)  niaal  langs  het  ovaal;  z^ne 
projectie  p  uit  het  op  de  serpentine  willekeurig  aangenomen 
vaste  punt  r^m+l  beschrgft  derhalve  —  (6  m  +  1)  maal  het 
ovaal,  ontmoet  oq  dus  (6  m  -f  2)  maal ;  even  vaak  worden 
Oq,  «2«+i  en  r^M+i  collineair.  Bewe^t  üq  zich  langs  de 
seri>entine,  dan  verrichten  de  genoemde  punten  evenveel  om* 
loopen,  maar  nu  alle  langs  dezen  tak,  zoodat  a^  ook  op 
dezen  (6  m-)- 2)  maal  met  «2m-i-i  en  ri^j^\  door  eene  rechte 
verbonden  wordt. 

2.  Eik  punt  der  serpentine  van  K^  ie  het  reetpunt  der 
orde  (2  m  -^  i)  voor  (6  m  -|-  2)  punten  van  het  ovaal  en  voor 
(6  m  4-  2)  punten  der  serpentine.  Voor  de  eentakkige  K^  6e- 
staat  alleen  de  tweede  groep. 

Wordt  elke  dezer  (6  m  -f-  2j-puntige  groepen  als  eene 
O^M-i-i  (osculati^oep  der  orde  2m  4-  1)  aangeduid,  dan  geldt 
de  algemeene  regel: 

3.  Elk  punt  eener  algemeene  kubische  kromme  behoort  met 
(3  tl  —  2)  andere  punten  van  denzelfden  tak  tot  eene  oscula" 
Hegroep  0„. 

Voor  drie  collineaire  punten  Oq,  Oq',  oq'  heeft  men blgk- 
baar: 
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«O  «o  % 
«3  «2  «2 
^2       ^•2'      ^2" 


Immers  de  tweede  tangentiaalpunten  («2)  ^^^  ^^^  colli- 
neaire  punten  z^n  mede  collineair.  Uit  het  collineair  liggen 
ven  rg,  r^j  r^    volgt  nu: 


ri 

r,' 

«  " 
^1 

^i 

r^' 

rs" 

«8 

*3' 

's" 

zoodat    ook    «3,  «3',  «3''  door   eene  rechte  kunnen  vereenigd 
worden.     Zoo  voortgaande  leidt  men  uit 


^1  ^1  *•! 


het  collineair  liggen  van  5„,  « '«,  «"„^  en  hieruit,  blgkens 

ÖQ       «O       "o 

de  coUineaire  ligging  van  r„,  r'„,  r"«  af. 

De  l^n,  welke  een  punt  a^  eener  0„  met  een  punt  d^ 
eener  tweede  0«  verbindt,  ontmoet  iTg  dus  in  een  a"o  van 
eene  derde  0^,  waarvan  het  restpunt  r"n  met  de  restpunten 
f»  en  r^n  der  eerste  en  tweede  groep  collineair  ligt.  M.  a.  w. 

4 .  Vult  men  drie  coUineaire  punten  eener  K^  tot  osculatie' 
groepen  der  n^®  orde  aan,  dan  ontstaat  eene  cf, 

((9n-3)8«..i,  (3  n- 1)23). 

Daar  62*  het  tangentiaalpunt  van  r„  is,  hebben  de  punten 
eener  On  hetzelfde  punt  8-2n,  en  wegens  r^n^x  ^  tang.  <^», 
ook  hetzelfde  punt  r^n—\.  Elke  On  maakt  dus  deel  uit  van 
eene  O^n—x'i  de  (12  n  —  4)  punten  der  laatste  groep  kunnen 
derhalve    in   vier  0„  gerangschikt  worden,  waarvan  de  vier 
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restponten  r«  de  (op  de  serpentine  gelegen^  antitangeniiaal- 
punten  van  r^^i  zgn. 

Deze  eigenschap  kan  uitgebreid  worden:  de  punten  mei 
gemeenschappelgk  r^  hebben  ook  het  eerste,  tweede^ . .  ^  k^ 
tangentiaalpunt  van  r^M—l  gemeen,  dus  de  punten  «s»— Si 
riAii.5i  «ssn-iOt  ^64«— 21  enz.  Het  ordegetal  o  van  elk  in 
deze  reeks  voorkomend  restpunt  kan  blikbaar  a%eleid  wor- 
den uit  de  formule  o  =  4» .  n  —  (4*—*  +  i*-^  -f-  .  .  . 
. . .  +  4  +  1)  =  i  [4*  (3n  —  1)  +  1].  Dus: 

5.  Elke  oêculatiegroep  der  orde  J  [4*  (3n  —  1)  +  1]  he^ 
staat  uit  4*  oeculaiieffroepen  der  arde  n. 

Verder  hebben  de  punten  eener  0^  ook  gemeen  het  punt 
ê  met  den  index  \  [4»  -f-  4^)(3n  —  1)  -f-  2],  dat  collineair 
ligt  met  de  restpunten  der  orden  j  [4<  (3n —  1)  +  1]  en 
l  [4^  (3  n  —  1)  +  1] ;  het  tangentiaalpunt  van  dit  punt  ê 
is  dus  voor  alle  punten  der  O»  het  restpunt  der  orde 
|[4>  +  4*)(6n  — 2)  +  1]. 

6.  Elke  Oêculatiegroep  der  orde  i  [(4»  +  4*)  (6n  —  2)  +  1] 
bestaat  uit  2  (4*  4~  ^^)  osculatiegroepen  der  orde  n. 

Bovendien  kan  elke  osculatiegroep  O^^^-i  van  oneven  orde 
in  twee  groepen  gescheiden  worden,  overeenkomende  met 
de  beide  hier  in  aanmerking  komende  antitangentiaalpunten 
van  r2iM+i «  die  elk  voor  de  helft  der  groep  als  Sm-ux  dienst 
doen.  Het  stelsel  der  bestaanbare  punten  van  £3,  welke 
het  centrum  Sm-^i  gemeen  hebben,  zal  ik  als  centraalgrotp 
der  (m  '\-  1)»*«  orde^  5„4-i  aanduiden. 

7.  EUce  uit  drie  osculaiiegroepen  der  orde  (2m  -f-  1)  samen- 
gestelde cf.  ((18  m  +  6)6bi-i-2,  (6m  +  2)23)  bevat  vier  cf. 
((9m  +  3)8M+it  (3m  4-  1)^3)»  die  elk  gevormd  worden  door 
drie  eentraalgroepen.  De  punten  Sm-^-i  dezer  zes  centraalgroe" 
pefi  zijn  de  toppen  eener  volledige  vierzijde. 

Overeenkomstige  eigenschappen  gelden  voor  de  splitsing 
van  osculatiegroepen  in  osculatiegroepen  van  lager  orde. 

Van  de  cf.  onder  4  en  7  kan  men  gebruik  maken,  om 
uit  cf.,  in  JTs  beschreven,  meer  samengestelde  cf.  af  te 
leiden : 

8.  Vult  men  de  punten  eener  in  K^  beschreven  {3xg  ,  ^^3) 
tot  osculatiegroepen   der   n<^®   orde   aan^   dan  ontstaat  er  eene 
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((9  n  —  3)  it^^n—\)qj  (3n  —  1)*  J^Ps)-  Voegt  men  cian  elk  punt 
^^^  oorspronkelijke  cf,  de  punten  toe^  welke  het  tot  eene  cen^ 
traalgroep  der  {m  -}-  l)***  orde  aanvallen^  dan  verkrijgt  men 
eene   ((9m  +  3).r^8m+i)9,  (3m  +  Ifqx^). 

Z^n  ag  en  6q  twee  correspondeerende  punten  van  den- 
zelfden taky  dan  hebben  zg  r^  en  «3,  en  dientengevolge 
Tip — 1  en  82p  gemeen.  Immers,  gesteld,  dat,  voor  eenige 
'w^aarde  van  den  index,  r^p^x  aan  a^)  en  aan  b^  toekomt, 
dan  geldt  dit  ook  voor  het  met  r^  en  r-2p^\  collineair  gelegen 
pant  «2^,  dus  ook  voor  het  met  s^  en  s^p  collineair  gelegen 
punt  r2pT.\,  Elke  Oip^\  bestaat  dus  uit  (3p — 2)  paren 
Tan  correspondeerende  punten. 

De  tangentiaalpunten  van  On  behooren  blikbaar  tot  eene 
tvreede  On,  waarvan  r»  met  het  tangentiaalpunt  van  het 
restpunt  der  eerste  groep  samenvalt.  Voor  even  waarden 
van  n  vindt  men  zoodoende  alle  punten  der  tweede  groep; 
voor  oneven  n,  bl^kens  het  bovenstaande,  slechts  de  helft. 
Tot  de  punten  dezer  tweede  0«  komt  men  ook  door  de  sng« 
punten  op  te  zoeken  van  K^  met  de  zijden  van  den  door  de 
eerste  groep  bepaalden  voUedigen  (3n  —  l)boek ;  immers 
drie  coUineaire  punten  hebben  hunne  restpunten  der  n^^  orde 
in  eene  rechte,  die  hier  eene  raaklijn  der  K^  wordt. 

De  groep,  waartoe  de  tangentiaalpunten  van  On  behooren, 
wordt  met  On  identiek,  zoodra  rn  met  zijn  tangentiaalpunt 
samenvalt,  dus  een  buigpunt  is.  Daar  een  buigpunt  t  met 
alle  z^ne  restpunten  samenvalt,  behoort  t  ook  tot  de  On, 
waarvoor  het  als  r»  dienst  doet.  Voor  deze  bijzondere  On  sngdt 
aQ  i  de  K^  in  Sn  :  daar  t  ook  het  punt  «2»  (tangentiaalpunt 
van  r«)  vertegenwoordigt,  is  qq  dus  identiek  met  het  steeds 
op  de  Ign  8n  nn  gelegen  punt  rzn^\,  d.  w.  z.  a^  is  een  punt 
van  volledige  aanraking  der  A'3  met  een  stelsel  van  Ku-\\ 
ik  zal  zulk  een  punt,  in  navolging  van  Sylvester,  een 
plethorisch  punt  der  orde  (3/i —  1)  noemen. 

9.  Elke  der  drie  0^^  welke  door  de  drie  bestaanbare  buig» 
punten  bepaald  worden,  bestaat  uit  plethorische  punten  der 
orde  (3n  —  Ij. 

Is  het  punt  Sn  met  i  vereenigd,  dan  vervangt  t  voor  de 
overeenkomstige   ceiitraal^oep    ook    het  punt  «4^—2  (tweede 
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tangentiaalpunt    van  s„).     De  Ign  oq  i  sngdt  K^  dan  in  r«, 

dus  is  üQ  ^  r8«-.2. 

10.  Elk  bestaanbaar  buig  punt  bepaalt  eene  centraalgroep 
der  n^^  orde^  die  int  plethorische  punten  der  orde  (3n  —  2) 
bestaatj  en  waarvoor  het  buigpunt  tevens  de  punten  ên  en 
r2ii— 1  vervangt. 


§11. 

PLBTHOEiaCHB   OSOEPBK. 

Daar,  gedurende  een  omloop  van  a^  langs  een  tak  van  K^^ 
het  punt  r2m  denzelfden  tak  (6  m  —  l)maal  in  tegengestel- 
den zin  aflegt,  zullen  deze  beide  punten  6m  maal  samen- 
vallen in  een  plethorisch  punt  der  orde  2m. 

11.  Eene  tweetakkige  K^  bezit  I2m  plethorische  punten  der 
orde  2m,  waarvan  6m  op  het  ovaal  en  6m  op  de  serpentine 
liggen. 

Omdat  r^mi-l  steeds  tot  de  serpentine  behoort,  bevat  het 
ovaal  geen  plethorische  punten  van  oneven  orde.  Beweegt 
oo  zich  eens  langs  de  serpentine,  dan  verplaatst  r2M+i  zïch 
(6  m  -f  2)  maal  in  tegengestelde  richting  over  dien  tak, 
zoodat  de '  beide  punten  (6  m  -|-  3)  maal  samenkomen. 

12.  Eene  A3  heeft  (6  m  +  3)  plethorische  punteti  der  orde 
(2  m  -f  1),  die  aÜe  tot  de  serpentine  behooren. 

Vat  men  de  plethorische  punten  der  n^^  orde,  die  tot 
denzelfden  tak  behooren,  tot  eene  plethorische  groep  P„  sa- 
men, dan  geldt  de  algemeene  regel: 

13.  Elk  plethorisch  punt  der  n^^  orde  vormt  »w«t(3«  — 1) 
andere  punten  van  denzelfden  tak  eene  plethorische  groep  der 
n^*  orde. 

Tot   de   krommen  der  orde  {np  +  k),  die  in  een  pletho- 
risch punt  Oo  der  n^^  orde  3  (n  p  -|-  i)  —  1  punten  met  K% 
gemeen   hebben,  behoort  elke  kromme,  die  uit  eene  />-maal 
getelde,    volledig    rakende    Km  en    eene    (3  i  —  1) — puntig 
osculeerende   Kk  is   samengesteld;  hieruit  volgt,  dat  r„^j,t 
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In  het  b^'zonder  kan  een  plethorisch  punt  der  orde  n 
steeds  beschouwd  worden  als  plethorisch  punt  der  orde  np. 
De  3n  punten  eener  groep  zgn  dan  ook  niet  alle  eigenlgke 
plethorische  punten  der  orde  n ;  steeds  bevinden  zich  onder 
lien  de  drie  buigpunten.  Eöttsb  heeft  aangetoond,  dat  het 
aantal  eigenlgke  plethorische  punten  der  n*^*'  orde  (p{n)  bepaald 
wordt  door  eene  der  formules  * 

g>  (2  m  +  1)  =  3  T  (2  m  4-  1) 

(p  (4  m  +  2)  =  9  r  (2  m  +  1) 

(p  [2P  (2t/i  +  1)]  r=  2^3  T  (2  m  +  1) 

waar  r  het  teeken  voor  het  totient  is  '*'). 

Daar  r^  r«,  ««^i  steeds  collineair  z^n,  volgt  uit  üq  ^ 
r«  en  r^  ^  a^,  dat  Sn^i  =:  üq;  daar  dan  verder  «n+i,  st^ 
rjt  in  eene  rechte  liggen,  wordt  at  ^  rn^\-k' 

14.  Voor  een  plethorisch  punt  der  n^®  orde  is  Snp-^k^^h 
rnp-^k  ^  Tki  Bk  ^  rn+i-i  en  zijn  rt^  n  en  r^^i-*-/  col- 
lineair. 

Duidt  men  het  punt  sk  ^  rn^i^-k  door  o^qi  het  restpunt 

der  p^^  orde  van  «q  door  (>p,  het  centrum  der  p^®  orde  door 

ap  aan,  dan  heeft  men  (/^  ^  tang.  ctq  ^  r;?it.i, 

en  (^2  ^  tang.  ^i  ^  8u^2l    voorts, 

omdat    «o  ^a  P2    collineair    zgn,       (^g  ^  rs^^s, 

^3  ^  tang.  (>3  ^  <7*-4, 

(^3  =  tang.  ^2  =  '•8;fe-5. 
Algemeen  is 

Immers,  neemt  men  aan,  dat  deze  betrekking  voor  eenige 
waarde  van  p  geldt,  dan  blgkt  uit  de  collineaire  ligging 
van  Qi,  Qp  en  Yp^i,  dat  y^^^-i  ^  «2(2jt-i)-f.(p-i)(8it-2)  "=. 
«*+p(3*-2),  en  uit  de  collineaire  ligging  van  öTq,  Yp^x  en 
4^^4-1,  dat  {)p^\  ^  r2k—\jfp,u^2)\  daar  15.  voor />  =  1  waar 
is,  geldt  zg  dus  algemeen. 

Nu  is  i>»  ^  r,^3ir— 2j -.  (A:— 1)  ^  ^«+1-*  ^  «O'  Omdat 
elk  restpunt  van  a^  tevens  een  restpunt  van  a^  is,  volgt 
hieruit : 


•)  T.  a.  p.  bl.  46. 
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16.  De  (n  —  1)  verschillende  reetpunten  van  een  pletho- 
ruch  punt  der  n^*  orde  zijn  eveneens  pletharische  punten  der 
7i^«  orde  en  vormen  met  het  eerste  eene  uit  n  punten  samen- 
gestelde groep   Rn,   *) 

Is  het  bij  Qq  ^  r^p  behoorende  punt  si  ^  ^«^4-1-*  een 
plethorisch  punt  der  p^^  orde,  dos  (Jp  ^  ^^(s*— 2)  — ,*— i)^ 
T,np^\^k^  dan  heeft  men  p{^k  —  2)  —  {k  —  1)  ^  mp  +1  —  k 
(mod  mp)  of     3A  ^  2  (mod  w). 

Voor  m  zn:  3^  -f-  1  wordt  dus  A  ^  j  +  1  (mod  3^  +  1), 
voor  m  =  3y  —  1  wordt  k  ^  2q  (mod  3y  —  1),  voor 
m  =1   3y  heeft  de  congruentie  geen  wortel. 

Hieruit  blijkt,  dat  de  plethorische  punten  der  orde  3',  wier 
aantal  2.  3'  bedraagt,  verdeeld  zijn  over  twee  gelgk waardige 
groepen  R^*\  eene  derde  groep  wordt  gevormd  door  deple- 
thorische  punten  der  orden  3'  ,  {t  =  O,  1,  2  tot  (« —  1)); 
zü  bestaat  uit  groepen  R  van  lager  orde. 

17.  R^i  bevat  enkel  eigenlijke  plethorische  punten;  -S97+3 
bevat  drie  plethorische  punten  der  derde  orde ;  Rzq±i  bezit 
een  buigpunt. 

Is  ay  ^  rzm  en  a^  ^  sim  ^  ri,  dan  wordt  {)n  ^  r2m(3«-2)-hi 
^  aj ;  ai  is  dus  een  plethorisch  punt  der  orde  m.  Stelt  men 
«;„^.l  ^  a'o  ^*°  wordt  y'^  ^  ^2//i+i  +  (M-i)(3«i.hi)  ^  rs«^ 
d.  w.  z.  {/,n  ia  identiek  met  r^  of  met  r-^m  naar  gelang 
m  oneven  of  even  is  ;  in  het  eerste  geval  is  r„  een  ple- 
thoriach  punt  der  m^®  orde,  in  het  tweede  een  plethorisch 
punt  der  orde  2m. 

18.  De  plethorische  punten  der  orde  2m  zijn  de  antüan- 
gentiaalpunten  van  de  plethorische  punten  der  m^^  orde;  naar 
mate  m  oneven  of  even  is,  geeft  elk  punt  der  m^  orde  drie 
of  vier  punten  der  orde  2/n. 


*)  Kotter,  t.  a.  p.  bi.  47 :  #Aus  einem  eigentlichen  Wendepunct  ««« 
ürduunp  kaïm  man  mit  liülfe  des  Lineals(» — 1)  andere  eigentliche  odcr 
uuei^'cutliche  WenJepimcto  derselben  Ordnung  abieiten.#  De  groep  R^ 
verschilt  na-iiiirlijk  vau  de  boven  beschouwde  j^roep  P„. 
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§  III. 

TANOBNTIAALVEELHOEKlfiN. 

Bl^kens  tabel  (II)  zal  een  pletborisch  punt  der  orde 
i  (2?*-l  +  1)  met  zijn  (2A— !)«*«  tangentiaalpunt,  een  ple- 
ihorisch  punt  der  orde  j  (2^* — 1)  met  z^n  2lfi^  tangen- 
tiaalpunt samenvallen ;  daarbg  is  bet  onverscbillig  of  bet 
bedoelde  punt  een  eigenlek  of  oneigenlijk  pletboriscb  punt 
der  genoemde  orde  is.  In  beide  gevallen  ontstaat  een  veel- 
hoek, die  tegelgk  in  en  om  K^  is  besebreven,  en  tangen^ 
tiaalveelhoek  zal  genoemd  worden.  Eöttbr  **)  vat  deze  beide 
gevallen  samen  tot  den  regel: 

19.  Elk  hoekpunt  van  een  tangentiaalveelhoek  met  n  zijden 
is     een    eigenlijk     of   oneigenlijk   plethorisch    punt    der    orde 

l  12»  -  (-  1)»). 

Doorloopt  uq  de  serpentine  in  eene  bepaalde  richting, 
dan  verplaatst  aoi^i  zicb  2^^-^^  maal  in  tegengestelden 
zin,  valt  dus  (2'^*~l  +1)  maal  met  üq  samen,  terwijl  a2i 
dien  tak  2^^  maal  in  dezelfde  richting  beschrgft,  derhalve 
(2*^*  —  1)  maal  met  Uq  vereenigd  wordt.  Zoo  komt  men  tot 
de    door   DuBioB  f)    in  anderen  vorm  gegeven  eigenschap  : 

20.  Het  aantal  toppen  van  iangentiaal-n'hoeken  bedraagt 
2»  —  ( —  1)"  ;  daaronder  zijn  evenwel  punten^  èehoorende  tot 
veelhoeken  met  een  aantal  zijden  gelijk  aan  een  deeler  van  tz, 
en  bovendien  de  drie  buigpunten. 

Daar  a^^s^  en  ao:^«ji-fi,  is  elk  hoekpunt  van  een 
tanprentiaalvierhoek  een  plethorisch  punt  der  5^^  orde.  §) 
Het  buigpunt  05,  dat  met  de  toppen  van  dien  vierhoek 
eene  Ji^  vormt,  is  hun  gemeenschappelijk  restpunt  rg;  we- 
gens de  coUineaire  ligging  van  a^j,  ag,  en  r^  is  het  in  het 
snijpunt  van  0(^02  en  aio^  gelegen.  De  twaalf  eigenlgke 
plethorische  punten  der  vgfde  orde  vormen  eene  I23,  welke 


*)  t.  a.  p.  bl.  50.  In  plaats  van  plethorisch  punt  staat  daar  Wendepunct. 

t)  ^IJeber  fortgesetztes  Tangentenziehen*'  (Maih.  Ann,  I). 

§)  De  beide  tangentiaaldriehoeken  vormen  met  de  buigpunten  eene 
desmische  O,.  (J.  de  Vries  «rOver  de  desmische  of.  9j.*  Fersl,  enMeded. 
deel  VI,  bl.  175). 

16^ 
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uit    een  der  tangentiaalvierhoeken   T^  ontstaat  door  toepas- 
sing van  de  door  mij  elders  ^)  bewezen  eigenschap: 

21.  Vult  men  de  toppen  van  een  tangentiaal^n^hoek  tot 
infiexietripeU  aan^  dan  vormen  deze  n  tripels  eene  cf.  Sn^, 
welke  uit  een  cyclus  van  n  driehoeken  zoodanig  is  samen' 
gesteld^  dat  elke  driehoek  in  den  voorafgaanden  en  om  den 
volgenden  is  beschreven^  terwijl  de  2n  toegevoegde  punten  tot 
twee  nieuwe  tangentiaal-n^hoeken  behooren.  Deze  Sn^  is  ietra- 
trigonisch  en  levert  door  afscheiding  van  eene  hoofd-n^zijde 
eene   cf,  (Sti^,   2n^, 

Tn  het  vervolg  zal  ik  deze  ^n^  als  splitsbare  tetratrigo- 
nische  cf.  aanduiden  om  haar  te  onderscheiden  van  de  cm- 
splitshare  tetratrigonische  3^3,  welke  slechts  neven-(n — I)- 
zijden  bezit,  en  waarvan  de  l^nen  door  a»  6/  C/^.i ,  bi  a  oi^x, 
a  ai  6i>i,  (t  =  l  tot  n  —  1)  met  de  drie  l^nen  a«  6,  a|, 
bn  Cu  bi<,  Cn  aj,  Cl  worden  voorgesteld. 

De  drie  bestaanbare  T^  eener  ^^3  vormen,  volgens  N^.  21, 
de  splitsbare  tetratrigonische  I23  van  tabel  (UI)- 


ai  bi  C2 


ag  61  Cl 


«2    62    C3  03    b^  Cj 

I 

03    63    C4  «4  6n  C3 


fli  0^  Cl 
ag  63  cg 
03  64  C3 


.  .  .  .  (in). 


a^  b 


1   ^4 


«4  *4  Cl  «1  h  <^é 

Blgkbaar  zijn  ai  bi  Ci  en  a^  b^  r^  connexe  inflexietri- 
pels,  en  geldt  hetzelfde  voor  a^  ég  <^2  ^^  ^4  *+  ^4-  Tabel 
(IV)  bevat  de  beide  desmische  93,  welke  door  de  twee  con- 
nexe  paren    met   de   buigpunten  a^  65  c^  worden  gevormd. 


«1  03  «5 

bi    tg    63 


^1    C3   C5 


«a  ^4  ^5 

*£   *4    ^6 

^2   ^4  h 


ai  63  cg 

03    65    Cj 


«1  ^5  ^8 
«3  *i  ^5 


Ö5    *1    ^3       .       «5    *3    ^1 


ag  64  C5 

«4    65    C2 

Ö5   ^2  '^^ 


aj  65  C4 

Ö4   *2   <^5 
«5   *4   ^2 


. .  (IV). 


*)  t  a.  p-  bL  183. 
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Samen  stellen  de  tabellen  (III)  en  (IV)  eene  cf.  (ISg,  30s) 
met  driepuntige  diagonaal  a^  65  c^  voor. 

22.  De  twaalf  plethorische  puvten  der  vijfde  orde  be- 
h€H>ren  tot  eene  splitsbare  tetratrigonisclie  I23,  waaruit  door 
toevoeging    van    de  drie  buigpunten  eene   (15g,  3O3)    ontstaat. 

De  cf.  (I55,  253),  welke  uit  de  bedoelde  (15g,  3O3)  te 
voorsch^n  komt,  als  de  zes  diagonalen  der  drie  T^  wegge- 
laten worden  en  men  de  punten  05,  65  en  c^  in  de  figuur 
opneemt,  is  blijkens  9.  uit  drie  osculatiegroepen  der  tweede 
orde  samengesteld ;  tabel  (Y)  geeft  dus  de  notatie  voor  elke 
uit  drie  0^  gevormde  (165»   253). 


ai  bi  Cg 

a^  63  Cg 

Ö3  63   «4 

^4  ^4   ^1 

«B   ^B  <^8 

Oj    feg    Cl 

02   63   C3 

«8   b^  C3 

«4  ^5    <^2 

«B  *1   ^3 

«1  63  C5 

«2  *4   ^'ö 

«8  ^5    ^1 

«4  *1    ^4 

05  &2  <^4  (V; 

«1    *4   «4 

Og   65    C4 

«3    *1   ^5 

Ö4  *2    «B 

«6  *3  ^1 

«1   65  ^3 

ög  61    Cj 

«3    *3  <^2 

«4    *3  ^3 

«B  ^4  <^2 

Elke  l^n  dezer  cf.  heeft  tot  restfiguur  eene  met  de  cf. 
van  tabel  (III)  gelgksoortige  I23. 

Laat  men  c^  met  a^,  €2  met  a^^  c^  met  03,  C4  met  (24, 
C5  met  ttö  samenvallen,  waardoor  tg»  ^3»  *4»  ^i»  ^b  a-chter- 
eenvolgens  de  tangentiaalpunten  van  aj,  a2,  «3,  a^,  a^  wor- 
den, dan  gaat  tabel  (V)  over  in  (VI),  welke  de  punten 
bi  als  neventoppen  van  den  voUedigen  vyf  hoek  ai  doet  kennen. 


«1  ag  61 

«1  03  ^B 

«1  04  ^4 

«1  «B   *3 

Gg  ag  64 


«8  Ö4   ^3 

«2  Ö4    ^B 

«2  a3   &2   •    •    •   (VI). 

03  05    61 

«4  ag    ^2 


23.  ^/i«  in  K^  beschreven  spliisbare  tetratrigonische  \2^ 
behoort  tot  eene  door  drie  osculatiegroepen  der  tweede  orde 
gevormde  (165,  253). 


(  246  ) 
Immers,  sngdt  K^  de  Ign  bi  e^  in  05,  dan  volgt  uit : 

«1  61  C2     1  l     ^  ^1  <5i     j  (    ^1  ^1  ^s 

fts  <Ji  0$    S        <    *3  <<8  ^4    >»        \    ^4  <%  ^    }» 

^1    ^6    ^8      )  (      ^J»    ^B    *4      ]  f      ^4  H   *» 

dat  de  ignen  63^x9  64  Cg,  62<;4  door  a^  gaan.  Op  deigelgke 
w^ze  blgkt,  dat  de  Ignen  a^  ^3,  a^  04,  03  cj  en  04  c^  in  een 
pnnt  65  van  £"3,  en  de  Ignen  a^b^^  ^2^49  o^^i^  <Z4&8  ^ 
een  C5  van  K^  samenkomen.  Ten  slotte  z^n  bl^kens 

fel  Cg  a-i 
C3  a^  63 

«B   ^5    «B 

de  punten  05,  65,  c^  collinair  met  eene  Ign,  die  de  figoar 
tot  eene  (165,  263)  aanvult     Verder  leert 

h    H    «1 

C\     &£    ai 

dat  het  tangentiaalpunt  van  a^  op  o^  03,  dus  algemeen  het 
tangentiaalpunt    van  pi    op    de    Ign  pi^\  pi^%   ligt,   waar 
p  ^  a,  6  of  <;  en  i  ^  1,  2,  3,  4  is. 
Blgkens 

aj  og      tg.  a^ 

tg.  tg.  ai  tg.  a^  tg.  03 

hebben  ai  en  ak  hetzelfde  tweede  restpunt,  behooren  dtistot 
eene  Ogt    ^^  hierdoor  is  de  waarheid  van  N^.  22  gestaafd. 
Door  afecheiding  van  de  hoofdvgfegde 

(ai  61  <?£,  02  62  ^^  ^  ^8  <54»  Ö4  *4  «1,  ag  65  cg) 
ontstaat    uit  de    (ISg,  263)  van  tabel  (V)   eene  (IS^,  205), 
waaruit  door  afzondering  der  hooldvijfegde 


(  247  ) 


(«1   *5    ^3>    %    *4    <^5»  ^3    h    ^21  ^4  ^1    <ï4»    «5    ^3    ^l) 

eene  ISg  kan  gevonden  worden. 

Is     a^  ^9  ^3  ^4  ^5     ^^^     tangentiaalvgfhoek,    dan    snijdt 
^1  ''s    de    ^3    in    een  punt  «5,  dat  met  zijn  vijfde  tangen - 
tiaalpunt    moet    saraenvaileo,    omdat    dit  het  geval  is  voor 
CL-^    en    ag;    het    behoort    dus    tot  een  tweeden  tangen tiaal- 
vgfhoek    «2  «2  «3  «4  a^.  De  uit  a^  ag  en  03  a^  gevormde 
JS^^    sn^dt    £^3    nog    in   a^   en   03,  dus  is  ^5  het  tegenpunt 
van  ai   02  03  a^ ;  derhalve  liggen  de  punten  a^  en  «3,  welke 
-^3    ^og   genieën  heeft  met  de  uit  a^  a^  en  a^  a^  samenge- 
stelde   K^,    met    055  colUneair.     De  beide  vyf  hoeken  ai  en 
€Xi  vormen  dus  de  door  tabel  (VII)  voorgestelde  IO3. 


«1  «3    ^5 

ag  a^  flfj 

03  ag  «2 

a^  a^  £K3 


Ö5  ^2  ^4 


«1  «8  ag 
«2  «4  «1 

«3  <^5  «2 
«4  «1  «8 
«5    «2   ^4 


(VII). 


Daar  elk  punt  dezer  IO3  tot  restfiguur  heeft  een  cf.  drie- 
hoek, is  z^  identiek  met  de  door  Kantor  "*")  als  103^  be- 
schreven cf. 

Is  di  het  sn^punt  van  £'3  met  ai  cci  {i  =  1  tot  5)  dan 
volgt  uit : 

tti  «1  ai 

«2  H  <^% 
«4,  a^  04 

dat  ai  ag  a4  collineair  zijn;  dit  geldt  dan  voor  alle  drie- 
tallen van  punten  a/»  die  door  cyclische  verschuiving  uit 
dit  drietal  ontstaan;  alle  punten  di  zijn  dus  tot  een  buig- 
punt  a  vereenigd. 

De    zes    tangentiaalvgf  hoeken,   welke  blgkens  ag   ^  rn, 


*)   Die  Conf.  (3,  3),o  (Wiener  Sitz.  her,  Bd.  84).  Kantor  bewijst,  dat 
elke  in  eene  if,  beschreven  IO3  A  uit  twee  tangentiaalvijf  hoeken  bestaat. 


(248) 


uit  de  dertig  eigenl^ke  plethoiïsche  punten  de  11^^  orde 
knnnen  samengesteld  worden,  behooren  tot  twee  cf.  ISj, 
die  door  toepassing  van  N^.  21  uit  de  punten  a/  en  ai  ont- 
staan en  achtereenvolgens  door 


Ot  bi  ci^i 
oi+i  6»  ci 
(H  6i+l  Ci 


Oi  fti  7,4.1 
en   <     ai  ^\  fti  y;    {%  =  1  tot  5)( VIÜ) 
(     ai  fti^i  Yi 


worden  voorgesteld. 

De  vgf  paren  van  conneze  inflexietripels  ai  bi  e^,  Oi  fti  yh 
bepalen  met  de  buigpunten  a,  b,  c  vgf  door  tabel  (IX) 
voorgestelde  desmische  93. 


Ot  a  er,' 
6»  b  fti 
ei     c     Yi 


Oi  b     y, 

bi  c     ai 

Ci  a     fti 

(i  =  1  tot  5). 


Oi      C     fti 

bi    a    Yi     (^)' 
Ci    b    ai 


De  punten  der  beide  cf.  163  worden  nog  door  10  andere 
desmische  93  verbonden.  Immers  de  Ignen  a,*  0,-42  ^\-^\^ 
bi  biJ^t  /9i>4  «n  Ci  02  yt+4  van  tabel  (VII)  geven  aanlei- 
ding tot  de  cf.  van  tabel  (X),  waar  t  =  1  tot  5. 


ai  a;-|.2  «i+4 

bi    6,4-2  /?»+4 
Ci     C,4-2    yi+4 


Oi    6j+2    yi4-4 
aj4-2  /?i4-4  Ci 
«14  4    fel     Ci4-2 


O,"   /9,-4.4  Cl  4-2 
«,'44   ii4-2   C," 


Vervanging  van  a  door  a,  van  b  door  /?,  van  c  door  y 
geeft  de  tabel  voor  de  overige  vgf  93. 

24.  De  dertig  plethorische  punten  der  elfde  orde  vormen 
twee  êplüsbare  cf.  163,  die  deel  uitmaken  van  eene  {30 ^^j  I2O3), 
wdke  behalve  hen  tien  desmische  %  bevat. 

Verw^dert  men  uit  de  (30g,  9O3),  waartoe  deze  tien  93 
vereenigd  zgn,  de  tien  hoofddriezgden: 
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ai  a,H-2  «1-1-4 
bi   bi^^fti^^ 


ai  ai  +2  a/+4 


fti   /?i+2  6.' +4  (t=lt0t5), 


dan  ontstaat  eene  (30^,  6O3),  welke  door  toevoeging  van  de 
beide  ISs,  (tabel  Vul),  van  de  vjf  desmische  93  van  (IX) 
(met  uitzondering  van  de  l^nen  o»  a  a^-,  6,-  6  /?|',  a  c  /t) 
en  de  l^n  abc,  in  eene  (SS^^i  I2I3)  verandert.  Volgens 
N^.  9  vormen  deze  33  punten  drie  0^  met  de  collineaire 
restpunten  abc. 

2&.  De  cf.  (332|,  I2I3),  welke  uit  drie  oaculatiegroepen 
der  merde  orde  kan  eamengeeteld  worden^  geeft  aatdeiding  tot 
de  tabel: 


bi   CiH-2  «1+4 
Ci  a,+2  fii+4 

I   o,-    bi  c,+i 
ai   6,+i    Ci 


«I   /?i+2C,+4 

A'  X»+2ai+4 
y,-  «4+2^+4 

ai  Pi  y,>i 
«i  /?t+iyi 
«1+1  /?!  /l 


a,-  i,,.2  yi+2 
6,  c,— 2  «1+2 
c,-  a/-.2  /?i+2 

«1      b      y,- 
6;      C      «1 

c,-   a   /y,- 


«i  /?i^2  <5,+2 
(ii    /,— 201+2 

y,-  «,— 2  61+2 

ai  c  /?t 
6i  a  y, 
c;     b     «,- 


(XI) 


I  a  b  c  I 

{%  =  1  tot  5). 

Daar  a^  ^  «22*  zullen  a^  en  Oq  ^  e^  samenvallen, 
zoodra  00^9*2^,  dus  wanneer  Oq  een  plethorisch  punt  der 
2lBte  of  der  7^*  orde  is.  In  elk  dezer  beide  gevallen  zgn 
de  plethorische  punten  in  tangentiaalzesboeken  gerangschikt, 
en  is  de  Ign  a;  0/4.3  identiek  met  haar  derde  satelliet  a/+ 3  a,-, 
zoodat  haar  sngpunt  met  K^  hi  een  buigpant,  öf  een  ple- 
thorisch punt  der  3^»  orde  is. 

Volgens  N^.  17  bestaat  jRy  uit  6  eigenlijke  plethorische 
punten  en  een  buigpunt,  en  bevat  R^^  een  driehoek  van 
Hakt,  zoodat  de  overige  1 8  punten  drie  tangentiaalzesboeken 
moeten  vormen. 


(  250  ) 
Voor  Rf  heeft  men  r^  ^  a  (buigpunt)  en 


«1  =  n 


«8  ^  ♦'s 

H   =   *'4 


Blgkens  N^.  14  volgt  hieruit  dat  aj  a^  a^  en  evenzoo 
H  H  ^  collineair  z^n. 

26.  De  achttien  plethorische  punten  der  zevende  orde  foormen 
drie  paren  van  connexe  injlexietripels^  welke  tot  eene  splitsbare 
ietratrigonische  I83  met  de  lijnen  ai  bi  C|-|.i,  ai  bi^\  C{, 
ai^i  bi  ci  {%  ^  1  tot  6)  en  twee   deemische  93   met  de  lijnen 


ai   ai^%  a,+4 
6,-   bi^%   6,- +4 


Ci   ei^%    c,-+4 


o,-    6,^.2    c,>4 

o» +2     6|+4     Ci 

a4+4    hl   €i^% 


Oi   6,- 44    C,+2 
«1+2    61    C|-*-4 

a,-|-4  6t+2   <^' 


vereenigd  zijn;   deze    drie  cf,   vormen  samen  eene  (IS^j,  863). 
De    Ignen    ai  at  .f  3  ^f    &i  ^i-fs  6y  c/  Cg^g  c  bepalen  drie 
desmische  83,  welke  behalve  deze  I^nen  de  l^nen 


fri     c    0,-1-8 

Ci   a   6,- 4-8 


«1  c  bi^z 
bi  a  cj-i-s 
Ci   b   0,-1-8 


bevatten. 

De  drie  centraalgroepen  ^,  waaruit  volgens  N^.  10  de 
drie  Rf  bestaan,  vormen  eene  (21^,  493),  waartoe  behalve 
de  l^n  a  6  c,  de  genoemde  Ignen,  met  uitzondering  van  de 
zes  l^nen  pi  pi  4  2  pi  +4  (p  =  o,  6,  c  en  t  =  1  en  2),  behooren. 

27.     Drie    centraalgroepen    der    derde    orde^   waarvoor  de 

punten  «3   collineair  liggen,  vormen  eene  (2I7,  493)  met  de  lijnen 

ai  6, +2  Ci^4,  ai  6,-^-4  c/-^-2,  o/  bc,- +81  bi  co» +8»  Ci  aft,- 4.3, 

o,-  bi  cj-i-i,  o,+i   6,-  <?,-,  o,-  6,-^1  c,-,  (t  =  1  toi  6)  en   de  lijn 

abc 

Voor  oq  ^  r£i  ^  Oq  heeft  men : 
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«1 

— 

♦•l 

h 

— 

fg 

«1 

ns 

«8 

: 

»*So 

h 

— 

♦•6 

e» 

— 

«•is 

as 

••8 

h 

= 

no 

«8 

— 

n? 

<H 

= 

»*16 

h 

— 

»'9 

«4 

♦•» 

«6 



''Il 

h 

♦■18 

«B 

♦•é 

«6 

f»l 

h 

'T 

Ce 

• 

n* 

(xn) 


*1     ^     ^6 


*»   =    *'ia 


As    =     *'19 


De  laatste  drie  punten  vormen  een  tangentiaaldriehoek. 
Volgens  N^.  14  is  a^  collineair  met  de  puntenparen 
n  r2i—i  (i  =  2  tot  10).  Met  het  oog  op  tabel  (XII)  vindt 
men  hieruit,  dat  de  punten  a,-,  b^,  a  enhi  door  de  volgende 
l^nen  verbonden  worden: 


o,-       bi       ci^i 

o,-         fei+l    Ci 

a,+i  bi       Ci 
ai      0,-42  &(+4 
bi      bi^2   <H+4 


Ci      c,+2  o,' +4 


o,-     a,.f8  Af 


Ci  Cj+S  Ai +2 
<H  bi  f8  Ai+2 
bi      Ci^-8   Ai 


—  (xm), 


a    oi -1-8  Aj+i 


(»  =  1  tot  6). 

De  Ignen  m  bi  cj+i,  o»  6i^-i  c,-,  ai  4.1  6i  cj  vormen  eene 
splitsbare  tetratrigonische  I83;  de  overige  Ignen,  welke 
o,  hi  Ci  onderling  verbinden,  bepalen  twee  desmische  93,  de 
eene  met  de  driehoeken  ai  a^  05,  62  63  Ag,  cj  C3  C5,  de  andere 
met  a^  a^  ag,  b^  64  ^e»  ^2  ^é  ^6'  Ten  slotte  zgn  de  punten 
A^  ^2  A3  met  a,*,  6/  en  Ci  tot  drie  desmiscbe  93  vereenigd, 
waarvan  eene  de  punten  a^,  a^,  ij,  64,  c^  en  c^  bevat. 

28.  Elke  der  beide  groepen  van  eigenlijke  plethorische 
punten  der  orde  21  bestaat  uit  drie  iangentiaalzeshoeken  en 
een  tangeniiaaldrielwek;  de  toppen  van   den  laataten  liggen  op 
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de  hoofddiagonalen  der  zeshoeken^  die  ten  opzichte  van  dkander 
zoodanig  geplaatst  zijn^  dat  de  overige  diagonalen  van  eiken 
zeshoek  de  toppen  van  een  tweeden  zeshoek  dragen^  zoodat  zij 
tot  een  cyclus  vereenigd  zijn.  De  geheele  groep  geeft  aanleir' 
ding  tot  eene  (21 9,  683),  die  in  eene  I83  «n  vijf  desmische  9^ 
kan  ontleed  worden ;  zondert  men  den  tangentietaldriehoek  af^ 
dan   ontstaat  eene  (18q,  863). 

De  l^in,  welke  een  eigeulgk  plethorisch  punt  der  orde 
21  verbindt  met  een  dergelgk  punt  der  tweede  iZ^^,  gaat  of 
door  een  buigpunt,  öf  door  een  plethorisch  punt  der  7^^ 
orde.  De  toppen  der  drie  tangentiaalzeshoeken  der  eerste 
soort  vormen  dos  met  de  toppen  van  de  zes  tangentiaal- 
zeshoeken der  tweede  soort  eene  (5425,  27O3). 

Daar  a^  ^  r^,  z^n  de  126  plethorische  punten  der 
43*^  orde  gerangschikt  in  drie  groepen  van  zes  tangentiaal- 
zevenhoeken.  Is  ao  ^  07  een  punt  van  zulk  een  7^,  dan 
valt  1*29  ^  tg,  rg9  met  het  buigpunt  der  JR^  samen;  de 
overige  punten  der  groep  behooren  tot  de  zes  in  tabel  (XIY) 
voorgestelde  Tj. 


«7 


n 

h  =*'40 

Cl  =  ryj 

«1  =  ''14 

/^1  =  ''18 

yi=''41 

u% 

62=  ry 

H  -  ''10 

«2  =  ''16 

/?2  =  »'8 

ya  =  ''5 

^z 

h  —  ''30 

^'s  -  ^%^ 

«8  =  ''12 

ftz  =  ''28 

ys  =  '•84 

''SS 

64  =  r27 

H  —  ''SQ 

«4  =  ''20 

/^4  =  ''31 

y4 = ''19 

ni 

*5  =  ''38 

«5  =  '•9 

«6=''4 

/^6  =  ''26 

75  = ''6 

^2% 

*6  =  ''21 

<^6  -  ''26 

«6  =  ''86 

ft^  —  ''87 

n  =  '-82 

r4& 

67  =  r2 

<^7  -  ''36 

^1  =  ''15 

/?7  =  ''18 

y7  =  '-28 

=  n,  (XIV) 


Deze  42  punten  vormen  twee  groepen  van  21  punten,  die 
uit  het  buigpunt  in  elkander  geprojecteerd  worden,  en  wel  oi 
in  «;,  bi  in  /?,-,  a  in  y^.  Uit  (XIV)  blflkt  gemakkelgk 
dat  ai  met  de  paren  03  ft^,  65  cg,  Cj  c^  en  ag  frg  collineair  ligt. 

29.  Drie  tangentiaalzevenhoeken  eener  Rj^  bepaleti  eene 
(2l4y  283),  welke  uit  het  buigpunt  der  groep  in  eene  gelijk* 
soortige^  door  de  overige  drie  zevenhoeken  gevormde  cf.  gepro- 
jecteerd    wordt.     Deze    beide    cf,    zijn    vereenigd    in   eene  cf. 


(  253  ) 

(42]g,  2663).  De  toppen  der  achttien  zevenhoeken^  welke  K^ 
bezit,  behooren  tot  eene{126QQ^  252O3),  welke  uit  drie  {4:2 1^,  2663), 
^eê  splitsbare  tetratrigonische  2I3  en  266  desmieche  9^  is  «a- 
mengestdd. 

Daar  de  afleiding  der  laatstgenoemde  eigenschappen  op 
het  voetspoor  der  b^  T^  gebezigde  handelwgze  kan  ge- 
scliieden,  laat  ik  haar  hier,  en  in  het  vervolg,  achterwege. 

Omdat  ag  ^  «gg,  z^n  de  plethorische  punten  der  orde  85 
en  de  plethorische  punten  der  orde  17  in  tangentiaalacht- 
lioeken  vereen  igd;  elke  der  drie  R^^  bevat  een  buigpunt, 
eenen  T4  (daar  R^  tot  i2g5  behoort),  twee  Tg  der  eerste 
soort  (behoorende  tot  Ryj)  en  acht  7g  der  tweede  soort, 
^waarvan  de    toppen    plethorische    punten  der  orde  85  zijn. 

Voor  Iq  "^  fyi  is  rg  '=.  «13  met  een  buigpunt  identiek, 
'waardoor  de  hoofddiagonalen  der  beide  tot  jR^y  behoorende 
achthoeken  gaan.  De  toppen  dezer  Tg  hangen  op  de  vol- 
gende wgze  samen  met  de  restpunten  van  Iq. 


Il  = 

n 

2i 

»-16 

12- 

»*16 

2a 

—  J-B 

l8  = 

'"8 

28 

«•s 

1*  = 

♦•ia 

24 

H 

15  = 

ni 

26 

f-u 

le- 

»'1S 

26 

—  '•7 

I7- 

»*9 

2; 

u 

l8  = 

»*17 

28 

»*10 

(XV). 


Uit    deze    tabel    vindt  men  gemakkelijk,  dat  de  beide  7g 
aanleiding  geven  tot  eene  cf.  (16g,  323)  met  de  l^nen: 

1»       li-f.2    2i-|-4 

\i     li+s  2i^i 
2»     2t^.2  li+s 


2i    2i^.3  1^ 
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Volgens  N^.  9  is  elke  der  drie  R^  tevens  eene  O5  met 
het  buigpunt  als  gemeenschappel^k  restpant;  de  samenstel- 
ling der  (51 17,  2893),  tot  welke  deze  drie  Oq  behooren, 
wordt  langs  soortgel^ken  weg  gevonden  als  boven  voor  de 
uit  drie  O4  bestaande  cf.  is  geschied.  Tot  haar  vorming  dragen 
bij:  1^.  twee  splitsbare  tetragonische  243,  elke  uit  dne  7g 
en  acht  inflexietripels  bestaande,  2^.  32  desmische  %^  elke 
van  de  hoofddriezgde  beroofd,  welke  aan  de  drie  (16e:  323) 
ontleend  is,  3^.  acht  desmische  93,  die  door  de  hoofddiago- 
nalen der  achthoeken  bepaald  en  van  deze  ontdaan  zgn, 
4^.  de  Ign,  die  de  drie  buigpunten  draagt. 

In  de  door  het  punt  aQ  ^  r^^  bepaalde  R^^  worden 
de  punten  der  in  haar  begrepen  R^  en  R^  aangewezen  door 
de  wortels  der  congruenties  *  ^  12  (mod  17)  en  A  ^  4 
(mod  5),  welke  uit  de  congruentie  3k  ^  2  (mod  m)  van 
bl.  242  voortvloeien. 

De  toppen  van  T^  zgn  dus  identiek  met  rg,  r^^^  r^^,  rj^ ; 
de  hoekpunten  1,-,  2t  der  beide  Tg  der  eerste  soort  zyn 
restpunten  van  Oq,  waarvoor  de  indices  aan  de  vergel^king 
i  1=^  82  —  Sa  voldoen ;  het  aan  R^  en  /ïj^  gemeenschappe- 
lijke buigpunt  is  met  rgy  vereenigd  Hieruit  blgkt  nu,  dat 
de  diagonaal  aj  a^  een  top  1^  van  eenen  7*3  der  eerste 
soort  draagt,  terwyl  de  diagonaal  a|  a^  met  een  plethorisch 
punt  der  orde  85  incident  is,  dat  niet  tot  den  achthoek 
a*  behoort,  en  door  ft^  kan  voorgesteld  worden  ;  a^  a^  bevat 
een  top  van  74,  ai  Oq  het  punt  6g,  a^  oj  het  punt  I7.  Bg 
voortzetting  van  dit  onderzoek  blykt,  dat  de  acht  tangen- 
tiaalachthoeken  der  tweede  soort  elk  acht  diagonalen  be- 
zitten, welke  de  toppen  van  een  dergelgken  Tg  dragen, 
zoodat  zij,  als  het  ware,  tot  een  ring  zgn  vereenigd  en 
zoodoende  eene  643  vormen.  De  82  punten,  waarmede  Qq 
niet  door  raaklijnen  verbonden  is,  liggen  paarsgewijze  in 
41  lijnen  door  oq  ;  20  van  hen  verbinden  dit  punt  met  de 
toppen  van  den  T^  en  de  beide  Zg  der  !•*-  soort.  Daar 
evenwel  het  tot  R^  behoorende  r^^  met  het  in  R^  begrepen 
punt  rj^  door  eene  met  üq  incidente  Ign  wordt  vereenigd, 
vallen  twee  dezer  lijnen  samen.  Zondert  men  deze  19  Ignen 
benevens    de  rechte,    welke  üq  met  het  buigpunt  der  groep 
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verbindt,  van  de  41  af,  dan  blijkt,  dat  de  eigenlgke  ple- 
tlüorische  punten  der  orde  85  in  elke  der  drie  i2g5  eeue 
(6421,  *48g)  bepalen. 

30.  Elke  K^  beval  zes  tangentiaalachthoeken  der  eerste 
en  vierentwintig  achthoeken  der  tweede  soort.  De  eerste  groep 
levert  eene  (4831,  8363)  ,  waarin  twee  24g  en  tweeëndertig 
ciesmische  9^  begrepen  zijn;  de  tweede  groep  geeft  eene 
(192qq,  42243),  die  in  acht  243  en  448  desmisclie  9^  kan 
ontleed  worden.  De  hoofddiagonalen  van  eenen  achthoek  der 
eerste  soort  snijden  elkander  in  een  der  buigpunten^  die  tan 
eenen  achthoek  der  tweede  soort  bepalen  op  K^  de  toppen  van 
eenen  tangentiaalvierhoek. 

Omdat  ag  ^  r^i  is,  kan  een  tangentiaalnegenhoek  door 
plethorische  punten  der  orde  9,  19,  57  of  171  gevormd 
worden.     Voor  oq  "=,  rg  heeft  men : 


«1     =     n 
«2     ^     ^s 


03 


♦•3 


«4      ^       ^4 
«6       ^       ^6 


a 


7      =     ^7 
as     =     rg    (XVI) 


In  overeenstemming  met  N^.  17  blijkt  Rg  geen  pletho- 
rische punten  van  lager  orde  te  bevatten.  Verder  wordt 
ui  collineair  met  de  paren  a^  a^,  a^  ag,  a^  03,  zoodat  alle 
verbindingslijnen  der  Rg  door  ai  ai  +  2  a,  -1-5  kunnen  voor- 
gesteld worden.  De  punten  ai  vormen  eene  93  met  de  tabel 


«1  a^  ag 
04  Ofj  ag 
aj     ai     ag 


a^     ai 


ag 


H      ^8      ^3 
ag      ag      ag 


as     ag     aj 

ag     ag     a^  (XVII) 

ag     a3     arf 


De  Ignen  dezer  93  vormen  drie  driehoeken  a^  a^  aj^  a^  a^  ag, 
as  ag  ag  in  zoodanige  ligging,  dat  elke  z^de  het  tangen- 
tiaalpunt  van  het  overstaande  hoekpunt  bevat,  zoodat  de 
toppen  van  eiken  driehoek  een  inflexietripel  vormen.  Deze 
ODsplitsbare ei.  is  blikbaar  identiek  met  de  93  C  van  Kantor*); 


*)  t.  a.  p.  Kaütok  bewijst,  dat  elke  %  C  door  de  toppen  en  diagonalen 
van  een  tangentiaalnegenhoek  wordt  gevormd. 
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zg  bestaat,  evenals  de  desmische  93,  steeds  uit  drie  inflezie- 
tripels,  maar  onderscheidt  zich  van  deze  daardoor,  dat  hare 
punten  niet  de  basis  van  een  A^g-bundel  zgn,  en  de  tripels 
zelf  uit  bijzondere  punten  der  K^  zyn  samengesteld:  men 
zou  haar  de  plethoriscfie  9^  kunnen  noemen.  Elke  K^  bezit 
twee  door  eene  R^  bepaalde  93. 

Voor  ÜQ  ^  r]9  levert  de  beschouwing  der  restpunten  de 
l^nen: 


a,     ai  -1-2     f>i  -)j 
ai     0,-1-4     éi+i 


bi     fti-i-3     6» +6 

bi    ft, -2     a,-.2    (XVni) 

bi     6/4-4     oj+i 


De  beide  Tg,  waaruit  Rj^,  na  afzondering  van  het  buig- 
punt  r23,  blgkt  te  bestaan,  onderscheiden  zich  van  de  Tg 
der  /Z9  door  het  bezit  van  slechts  drie  driepuntige  diagonalen 
ai  a^  oij^  a^  a^  ag,  03  a^  ag,  die  elk  juist  dezelfde  punten 
bevatten,  welke  b^  de  plethorische  93  tot  een  inflexietripel 
vereenigd  zyn.  De  18  tweepuntige  diagonalen  yan  den 
negenhoek  ai  komen  paarsgewgze  samen  in  de  toppen  van 
den  tweeden  Tg  der  groep.  De  beide  negenhoeken  bepalen 
eene  (I87,  423);  elke  van  hen  behoort  tot  eene  splitsbare 
tetratrigonische  273,  waarran  de  18  overige  punten  aan  de 
beide  andere  Ajg  ontleend  zijn;  de  beide  273,  die  door  pro- 
jectie uit  de  buigpunten  in  elkander  overgaan,  zgn  met  de 
uit  de  drie  (I87,  423)  voortgekomen  (543i,  8783)  ^^  ^^ 
(54^4,  4323)  vereenigd. 

Elke  7^57  bevat,  behalve  een  tangentiaaldriehoek  (N^.  17), 
zes  Tg,  die  van  de  beide  bo vengevonden  soorten  van  negen- 
hoeken  verschillen,  daar  de  lijn  aj  a^  noch  met  ay,  noch 
met  ag  incident  is ;  van  de  zes  diagonalen  uit  een  hoekpunt 
van  een  dier  Tg  gaan  er  twee  door  twee  toppen  van  een 
tweeden,  twee  andere  door  twee  toppen  van  een  derden, 
de  beide  overige  door  twee  hoekpunten  van  een  vierden  Tg. 
De  zes  Tg  zgn  tot  eene  (5424,  4323)  vereenigd;  met  de 
toppen  van  den  T3  der  groep  z^n  zg  begrepen  in  eene 
{57s7,  5138). 
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Ten  slotte  blgkt  door  toepassing  yau  de  congruentie 
3  i^2  (mod.  19),  dat  elke  der  beide  R^i  eeiie  Rq  bevat, 
terwgl  de  overige  punten  dezer  groep  tot  18  tangentiaal- 
negenhoeken  gerangschikt  zijn,  welke  van  de  Tg  der  R^j 
in  geen  enkel  opzicht  verschillen;  samen  bepalen  zg  eene 
(I6275,  40503)  en  met  de  %  der   ffg  eene  (17184,47883). 

31.  Elke  K^  bezit  drie  soorten  van  tangentiaalnegenhoeken. 
JDe  beide  negenhoeken  der  eerste  soort  bepalen  elk  eene  pletho' 
riêche  9^;  elke  negenhoek  der  tweede  soort  levert  met  twee 
€indere  eene  spUtsbare  tetratrigonische  273  «n  met  eenen  derden 
eene  (18^,423);  elke  negenhoek  der  derde  soort  is  met  vijf  of 
met  zeventien  dergelijke  veelhoeken  tot  eene  (54^4,  ^Z2^oftot 
eene  (162^5,  4O5O3)  vereenigd. 

Uit  a^o  =  «342  volgt,  dat  er  twee  soorten  van  2\o  be- 
staan; van  de  eerste  soort  vormen  er  drie  met  een  buig- 
punt  eene  R^i^  en  bepalen  samen  eene  (30^3,  I3O3),  ^^^  ^^ 
eene  (3O4,  4O3)  en  eene  (30g,  9O3)  kan  gesplitst  worden; 
van  de  tweede  soort  komen  er  dertig  voor  in  elke  R^^\^  die 
behalve  hen  de  drie  T^q  eener  -R31,  de  beide  1\  eener  R^^ 
benevens  het  buigpunt  bevat,  dat  R^  en  R^^  gemeen  heb- 
ben. Van  een  Tiq  der  eerste  soort  snijden  de  hoofddiagonalen 
de  K^  in  het  buigpunt  der  groep;  van  eenen  tienhoek  der 
tweede  soort  gaan  zij  door  de  toppen  van  eenen   Tg. 


§  IV. 

AliGfiMEifiNU   BESCHOUWINOËN    OVER    0£    CONFIG Ua ATI iflS,    WELKE 

UIT  PLBTHO&ISOUE   PUNTEN    BESTAAN. 

De  plethorische  groepen  R  der  orde  3'  onderscheiden  zich 
van  de  overige  groepen  daarin,  dat  zg  geen  plethorische 
punten  van  lager  orde  bevatten.  Deze  overeenkomst  wettigt 
het  vermoeden,  dat  R^t  i  evenals  R^^  uit  inflexietripels  be- 
staat, waarvan  elk  tripel  het  taugentiaaltripel  van  een 
tweede  en  het  antitangentiaaltripel  van  een  derde  is.  Zal 
dit  waar  zgn,   dan  moeten  de  punten  |  a^,  a,^— 1,  a^^f^i   | 
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een  dier  tripels  vormen,  en  moet  a^  gelegen  zgn  op  de  Ign 
a^_i  «„<-!•     Nu  is 

de  voorwaarde  van  de  coUineaire  ligging  der  genoemde  drie 
punten  is  derhalve : 

i  (2^'^'     +2^  =  i  ^23       +  A+    1  (mod.  3'), 


of 

28.8       _2''  ^1—3  (mod.  3'+  ï ), 


/-l       3  /-i 


of  ook 


2^  +   1  =  3  ^2^''  +  l\  (mod.  3 '+1)  .    .  .  (1) 

Door  inductie  vindt  men  gemakkelijk,  dat  2^       +  1  ^  o 
(mod.  3^) ;  immers,  geldt  deze  congruentie  voor  eenige  waarde 

van  t,  dan  is  2»  f  1  +  3.2»       f  2»      +  1 )  =  o  (rood.  3^% 
en  daar,  blijkens  de  onderstelling,  3.2^      f  2^       ^  1  j  ^  o 


t 


(mod.  3'^*)  is,  heeft  men  door  aftrekking  2^  -|-  I  ^0 
(mod.  3^^ï).  Daar  nu  2^  -|-  1  ^  o  (mod.  3*),  is  de  con- 
gruentie steeds  waar,  en  wordt  3(2^  -\-  1 J^  o  (mod.  3'+^), 
zoodat  aan  (1)  voldaan  wordt  door  elke  waarde  van  L 
Tevens  vindt  men    1  ( -^  +  1  )^  o(mod.  3'),  zoodat  a^^EöQ. 

Derhalve  : 

32.  De  beide  plethorische  groepen  der  orde  3'  vormen  eUs 
een  tangentiaalveelhoek  van  3'  zijden^  waarvan  de  toppen  in  3'^^ 
injlexietripeh  gerangschikt  zijn  en  eene  onsplitsbare  tetratrigoni' 
sche  3^3  bepalen^  die  uit  een  cyclus  van  Z^"^  driehoeken  6e- 
staat^  zoodat  elke  driehoek  in  een  tweeden  en  om  een  derden 
beschreven  is  en  de  toppen  van  eiken  driehoek  de  tangentiaal" 
punten  zijn  van  de  overstaande  hoekpunten  des  driehoek^ 
waurop  hij  rust.  Deze  cf.  is  begrepen  in  eene 
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(';.-„•*•=''('"-')) 


roelie    ontstaat    dU    men   alle    lijnen    trekt,  die  met  drietallen 
tyan  punten  der  groep  incident  zijn. 

1b  p  een  priemgetal,  dan  bezit  K^  twee  plethorische 
groepen  der  orde  3p,  die  elk  uit  een  7*3  en  (3p  —  3)  eigen- 
Igïe  plethorische  punten  der  orde  3/>  bestaan.  Zullen  deze 
(3p  —  3)  punten  een  tangentiaalveelhoek  vormen,  dan  moet 

of 

^(28/,-3  +  2)  =  1  (mod.  3p) (2) 

liezen. 

Zal  deze  (3p  —  3)-hoek  eene  (3/>  —  3)3  bepalen,  welke  op 

dezelfde  wgze  is  samengesteld  als  de  boveogevonden  (3^)3,  dan 

moet  a^  metde  l^n  ap^\  a2p^<i  incident  wezen;  daar  deze  drie 

ponten  achtereenvolgens  met  r^,  e  /  p-.\      \     en  e  f  %>— 2     „x 

*V2       +2/  *V^         '^^J 

identiek  z^n,  is  de  voorwaarde: 

i(2»^-«  +  2)  +  1(2?-^  +  2)  —  1  =  1  (mod.  3p) 
of 

2«/'-2  +  2/>- »  =  2  (mod.  9p) (3) 

Is  nu  /)  =:  6  y  +  1,  dan  volgt  uit  2^  ^  —  1  (mod.  9),  dat 
2/»-l^l  (mod.  9)  en  2^?-'^  =:l  (mod.  9),  dus,  wegens 
2/'-i  =  l  (mod.  p),  22/» -2  ^  2;'-i  =2  (mod.  9p),  zoodat 
aan  de  congruentie  (3)  is  voldaan. 

Voor  p  =  6  y  —  1  volgt  uit  2^  ^  —  1  (mod.  9),  dat 
269-8  =  _ieii2;'-i  =  —  2 (mod.  9),  dus  22;» -2  +  2P-^=2 
(mod.  9).  Daar  weer  2^p-^  -|-  2p-^  ^2  (mod.  p),  is  ook  nu 
aan  (3)  voldaan. 

Ook  congruentie  (2)  wordt  in  beide  gevallen  bevredigd;  immers 
22/»-2  -^  2?"'^  +  1=3  (mod.  9)  en  2/'~i  —  1  =  o  of=  —  3 
(mod.  9),  dus  2V-3  —  1  =0  (mod.  9),  en  daar  2p-i  =  1 
(mod.p),ook23;'-3  =l(mod.9p)  of}(2=V-3  +2)=l(mod.3jK)). 

Schoon  voor  p  =:  6  g  -|-  1  aan  de  beide  congruenties  vol- 
daan wordt,  bestaat  er  in  dat  geval  toch  geen  (3/? — 3)-hoek; 

X7* 
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i.uaiers  2^  -1  =  1  (mod.  9/>),  das  i{2P-^  +  2)  =  1  (mod.  3/>), 
zoodat  uq  reeds  met  zyn  {p  —  1)***^  tangentÜLalpunt  veree- 
nigd  is,  en  de  plethorische  groep  uit  eene  T3  en  drie  Tp^\ 
is  samengesteld;  de  congruentie  (3)  drukt  dan  alleen  uit, 
dat  ai  het  tangentiaalpunt  van  Uq  is. 

33.  Elke  der  beide  plethorische  groepen  der  orde  (18^ — 3) 
bestaat  uit  een  tangeniiaaldriehoek  en  een  tangentiaaU(l8  q — 6)- 
hoek^  waarvan  de  hoekpunten  eene  onspUtsbare  tetratrigonische^ 
uit  (6y — 2)  inJlexietripeU  samengestelde^  0-^9 — 6)3  vormen; 
deze  cj\  is  begrepen  in  eene  ((18y — 6)9^-  69  (18  q — 6)(3y— 2)3), 
die  door  hei  trekken  van  alle  verbindingslijnen  ontstaat,  en  door 
toevoeging  van  de  toppen  van  den  tangentiaaldriehoek  in  eene 
((18y — 3)9^_8,  (18^— 3)(35' — 1)3)  overgaat. 

Voor  7=1  volgt  uit  (33),  dat  R^^  eeuen  T^^  bevat, 
die  eene  I23,  en  met  de  punten  van  7^3,  eene  (15^,  3O3) 
levert. 

Boven  is  gebleken,  dat  elke  in  eene  Rfj  begrepen  T^  en 
elke  in  eene  iJ^g  begrepen  T^  achtereenvolgens  twee  en 
drie  gescheiden  driepuntige  diagonalen  bezit.  Heeft  algemeen 
de   Tey  uit  eene  Rn  de  diagonaal 

dan  is  voldaan  aan  de  congruentie 

l(2^+2)^.^(2SJg-h2)_l=0  (mod.  n), 

of 

24?  4-22^  +  1   =0  (mod.  Sn) (4) 

Bezit  eene  Tc^  f  s  de  diagonaal 

ÜQ  a2q-^-  1  a4v-^-2  ^  ö'O  n(2^''"^-hl)  'i(2*'+*+2)» 

dan  is 

dus 

2*?+^  _2^^^^  +  1  =  0  (mod.  3  n) (5) 
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De  congraentie  (4)  levert  voor  q  ^=z  l  als  kleinste  waarde 
van  n  het  getal  7,  dus  den  bovengenoemdcn  tangen tiaal- 
zeshoek.  Voor  q=2  wordt  n  =  91,  zoodat  elke  Jjg  uit 
eene  Ri^  of  eene  R^i  de  eigenschap  bezit,  dat  de  punten 
^0  ^4  ^s^  ^us  ook  de  groepen  a^  a^  org,  «2  ^e  ^lo*  ^3  ^7  ^ii 
colliueair  z^n.  Met  behulp  van  de  methode  der  restpunten 
vindt  men  gemakkelijk,  dat  de  Tjc^  eener  R^i  geen  andere 
driepuntige  diagonalen  bezit,  terwgl  voor  den  Tja  uit  R^^ 
de    in    tabel  (XIX)  voorgestelde  (I24,  I63)  gevonden  wordt. 


«1    «5    ^ 
«4    «8    «12 


üi  a^    üiQ 


«4    «11 


«8   05    ajg 
Ö4   ^6    ^1 


«1    «8     ^11 
Ö3    «6     ^8 

a^  arj   ÜQ 


«5  «2   0:7 

^^ö  «8  ötio   (XIX). 

Uq  ag  aii 

fly  üiQ   ai2 


Deze  (12^,  I63)  verschilt  van  de  beide  cf.  A  en  jB,  welke 
ik  elders*)  beschouwd  heb;  elk  van  hare  punten  heeft  tot 
restfiguur  een  cf.  driehoek. 

Laat  men  uit  deze  cf.  de  vier  l^nen  der  eerste  kolom 
weg,  dan  ontstaat  eene  hexatrigonische  I23,  die  identiek  is 
met  de  door  Schönflies  f)  behandelde  I23;  zy  kan  be- 
schouwd worden  als  een  in  zichzelven  beschreven  twaalf- 
hoek,  als  het  samenstel  van  twee  in  elkander  beschreven 
zeshoeken  en  als  het  samenstel  van  drie  in  elkander  be- 
schreven vierhoeken.  De  boven  gevonden  I23  levert  volgens 
de  eerste  w^ze  van  beschouwing  den  twaalfhoek  : 

«1    «8   ^3    ^10   ^5    ^12  ^7   ^2    ^9    ^4   "11    ^6  » 

volgens  de  tweede  opvatting  de  zeshoeken : 

ai  a^  a^  oj  ag  a^     en     a^o  «12  «2  ^4  «e  ^8  ? 


*)  Over  vlakke  e  f,  (Fersl,  en  Med.  3,  V)  en  Ueber  gewisse  ebene  Cf, 
{Aeta  MaiA.  12). 

f)  Ueber  die  regelmaaaigen  Of.  «3  {MaiA,  Ann,  Bd.  XXXI,  ö.  48, 
ïigur  1). 
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Tolgens  de  derde  opvatting  de  vierhoeken  : 

ai  a^  cbjf  aio;     ^6  ^  «is  ^?     ^11  ^  ^6  ^8- 

De  bovengenoemde  (I24,  I63)  is  regelmatig  ten  op- 
zichte van  hare  punten  ;  ten  opzichte  van  de  vier  Ignen 
o,'  ai+4  ai  4. 8  is  zy  anders  samengesteld  als  ten  opzichte  van 
de  twaalf  Ignen  a,*  oi^z  ^i-^s  (^  =  1  tot  12).  Hiermede 
hangt  samen,  dat  de  I23,  welke  ontstaat  door  a&chei- 
ding  van  eene  hoofdvierzyde,  waarvan  eene  l^n  van  den 
vorm  ai  ai^4  04^%  is  en  de  overige  drie  van  d^i  vorm 
oi  at 4- 8  a,.|.5  zgn,  niet  regelmatig  is,  maar  drie  op  de  eerste 
lyn  gelegen  pentatrigonische  punten  bezit,  terw^l  de  ove- 
rige negen  tetratrigonisch  zgn. 

Congruentie  (5)  levert  voor  9  -.=  1  den  bekenden  7g  der 
Ri^;  voor  q  z=z  2  vindt  men  n  =  331 ;  elke  R^i  bevat  dos, 
behalve  een  buigpunt,  22  tangentiaalvyftienhoeken,  waar- 
van de  punten  ai  aij^f»  ai^\Q  collineair  liggen,  (t  -=  1  tot  5). 
Dus: 

34.  Is  n  het  kleinste  getal,  waarvoor  de  congruentie 
2^*  +  ( — 2)*  ^-  1  ^  o  {mod.  Sn)  waar  m,  dan  liggen  van 
eiken  tot  eene  plethoriache  groep  der  n^  orde  behoorenden  tan- 
gentiaalSh'hoek  de  punten  ai  ai^h  ai^2A  (»  =  1  tot  A) 
collineair. 

Door  uitbreiding  dezer  beschouwingen  kan  men  de  voor- 
waarden vinden,  die  vervuld  moeten  zyn,  zal  een  tangen- 
tiaalveelhoek  eene  driepuntige  diagonaal  ai  ai^p  ai^^  be- 
zitten. Men  vindt  dan  den  volgenden  regel : 

35.  Ie  n  het  kleinste  getal,  waarvoor  de  congruentie 
{ —  2)P  -f-  ( —  2)9  ^  —  1  {mod.  3  n)  waar  gemaakt  wordt,  dan 
bezit  elke  tangentiaalveelhoek  der  Rn  de  driepuntige  diagonalen 
ai  ai^p  ai^q. 

Door  toepassing  van  dezen  regel  vindt  men  b.v.,  dat  de 
lynen  a/  ai^2  «i^e  voorkomen  by  eiken  /^^ ;  de  plethorische 
punten  der  iZ^s  geven  dus  aanleiding  tot  eene  223,  waarin 
ai  met  de  puntenparen  a»+2  a,-f.6,  a;-|.4  a/^so  enai^ia  aj  +  ig 
collineair  is.  Trekt  men  alle  lynen  der  R^,  welke  niet 
door   het  buigpunt  gaan,  dan  worden  er  nog  twee  223  ge« 
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▼ormd,  welke  met  de  genoemde  cf.  tot  eene  (2291  663)  veree- 
nigd  z^n. 

In  de  cf.,  waartoe  de  diagonalen  a/  ai^p  oi+g  eener  ple^ 
thoriflche  groep  behooren,  is  het  punt  ao  met  de  paren 
Ofi,  ag  ;  a.p,  ctg—p'^  a^qOp^q  collineair;  deze  drie  Ignen 
worden  gesneden  door  de  volgende  negen  cf.  l^nen: 


*¥ 

«/• 

o. 

ag 

a^p 

a^p 

a^q 

Op^q 

üq^p 

aip 

Of-f 

«27 

üq^p 

a.q 

a^2p 

a—2g 

ap^2q 

aq^^p 

<V+9 

aip-g 

ap^q 

aiq    p 

a^p^q 

aq^ijop^^g 

a2p-^ 

«29 -2/, 

(XX). 


Het  pont  üo  komt  derhalye  yoor  in  de  driehoeken 
ao  Op  ap^q^  ao  aq  ctq-p  en  a^  a   p  a^q, 

36.  De  regelmatige  cf.  met  den  index  3,  waarvan  de 
lynen  door  ai  Oi^p  Oi^g  worden  voorgesteld,  zijn  in  het  alge- 
meen genomen  tritrigonisch. 

Dat  het  aantal  cf.-driehoeken,  waartoe  elk  punt  eener 
zoodanige  cf.  behoort,  soms  grooter  kan  worden,  blijkt  uit 
het  voorbeeld  der  boven  beschouwde  hexatrigonische  I23 
der  Ri^;  zooals  door  Schönflies  is  aangetoond,  kan  dit 
aantal  evenwel  slechts  6  of  4  z^n» 

Vormen  de  tangentiaalveelhoeken  a/ ,  &,-,  c,-,  .  .  .  Zj  eenen 
cydns,  zoodat  de  diagonalen  a^  a^,  i^  bp,  .  ,  .  If,  lp  achter- 
eenvolgens de  toppen  6^,  c^,  .  .  .  aq  bevatten^  dan  is  ao  met 
de  paren  ap  6^,  a^p  bq~.p  en  L^  Ip^q  collineair.  In  de  cf. 
met  index  3,  welke  door  de  diagonalen  dier  veelhoeken 
wordt  bepaald,  worden  deze  drie  naar  a^  convergeerende 
l^nen  gesneden  door  de  Ignen: 


^ 

ap 

a^p 

a^^p 

bq 

bq 

h-P 

h-i 

a2p 

Ip^q 

a^2p 

i-, 

bp^q 

h-P 

bq^2f> 

Op^^q 

bp^q 

l^p^q 

bq^2p 

l^p^q 

C2g 

Ciq^p 

C2q^2p 

a2p~2q 

(XXI). 


llit  deze  tabel  bl^kt,  dat  het  punt  oq  tot  de  driehoeken 
gq  bq  bq^py  aQ  ap  Ip^q    en  ao  a— ^  L.'^  behoort ;  daar  de  cf. 
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uit  den  aard  der  zaak  regelmatig  is,  zgn  derhalve  alle  bare 
punten  in  het  algemeen  tritrigonisch. 

37.  Elke  regelmatige  cf.  met  den  indea  3,  welke  door  de 
diagonalen  van  eene  reeks  van  tangentiaalveeüioeken  gevormd 
wordt,  waarin  elke  veelhoek  op  de  diagonalen  van  den  voor^ 
gaanden  riMt,  terwijl  zijne  diagonalen  den  volgenden  vedhoek 
dragen,  ie  in  het  algemeen  genomen  triirigonisch. 

De  lOs  van  tabel  (VII)  is  een  voorbeeld  van  eene  cf. 
der  genoemde  soort,  waarb^  het  aantal  cf.  driehoeken  in 
elk  pnnt  6  bedraagt. 

i 

Kampen,  15  Februari  1889. 


NOCIMAALS 


OVBK   DE 


BERNOULLIAANSCHE  COËFFICIËNTEN. 


DOO& 


F.  J.  TAN  DEN  BEB6. 

(Venrolg  van  24«  Reeks,  Deel  XVI,  1881,  blz.  74—176,  en  3<ie  Reeks, 

Deel  V,  1889,  blz.  368—397.) 


In  de  eerste  der  hierboyen  aangehaalde  bydragen  in  de 
Verslagen  en  Mededeelingen^  Afdeeling  Natuurkunde,  gaf  ik 
op  blz.  113 — 116  eene  afleiding  van  de  beide  door  M.  A. 
Ste&n  in  z^ne  Beitrage  zur  Theorie  der  BERNouLLi'schen 
und  EuLEs'schen  Zahlen,  in  Abhandl.  der  Kon.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  au  Göttingen,  23«' Band,  1878,  blz.  7—8, 
medegedeelde  betrekkingen,  die  ter  berekening  van  eenigen 
Bemoulliaanschen  coëfSciënt  terugloopen  niet  over  alle,  maar 
slechts  over  eenige  onmiddell^k  voorafgaande  coêfSciënten. 

Op  blz.  393 — 395  van  mgne  in  de  tweede  plaats  ge- 
noemde bedrage  vond  ik  aanleiding  meer  in  het  bgzonder 
nog  stil  te  staan  b^  diegene  van  de  bedoelde  onvolledig  of 
a%ebroken  terugloopende  betrekkingen,  waarin  de  beide  van 
Stebn  zamenvallen  in  het  geval  dat  zg  ieder,  voor  een  zelf- 
den willekeurigen  Bemoulliaanschen  coëfSciënt,  het  kleinst 
mogelgk  aantal  voorafgaande  coëfSciënten  bevatten.  Voor  deze 
b^zondere  betrekking  werd  aldaar,  indien  als  vroeger  in  het 
algemeen  de  ^^  Bernoulliaansche  coëfSciënt  door  B2q^i  bleef 
voorgesteld,  gevonden 
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ir '  of  J 

t        i  (I 

Zr,     V    2o— 2r+l/a\„  J(voora=:l)- 

^     ^  l(voory>l)0 

terwyl  yoor  ^  =  1  tot  en  met  8  de  opvolgende  betrekkin- 
gen Yolgens  dit  type  voluit  werden  nederg^chreven. 

Daar  het  mg  niet  bekend  is,  of  door  een  der  schrg- 
vers  over  dit  onderwerp  reeds  opmerkzaam  gemaakt  werd 
op  de  omstandigheid  dat  ait  vorenstaande  betrekking  zon- 
der veel  moeite  een  paar  andere  kunnen  worden  a%eleid, 
die  zich  in  meer  dan  één  opzigt  geschikter  tot  de  wer- 
kelgke  getallenberekening  leenen  dan  vele  overigen,  geeft 
dit  mg  aanleiding  thans  nogmaals  op  deze  zaak  terug  te 
komen. 

Telt  men  namelgk   bg  die  voor  eene  willekeurige  waarde 

van  q^^    geldende   betrekking  het  dubbel  van  de  onmid- 

dellgk  voorafgaande,  waarin  zg  zdve  alzoo  door  vervanging 
van  q  door  q — 1  overgaat,  op,  en  voegt  men  daartoe  tel- 
kens elke  twee  gelgknamige  termen  Biq^zr—x  bgeen,  waar- 
voor dus  in  die  voorafgaande  betrekking  ook  iedere  r  door 
r — 1  dient  vervangen  te  worden,  dan  doet  zich  deze  som 
aanvankelgk  vóór  onder  den  vorm 

5<->'(^^^'+»ti;TiG'>^.(r-.)l— ■= 

I(voor  ^  =  2)  1 
(voor  ?  >  2)  O 

waarin  namelgk  voor  oneven  q  de  oorspronkelgke  bovengrens 
van  r  vervangen  werd  door  — — ,  omdat  in  dat  ge- 
val —  maar  daarentegen  niet  voor  even  q  —  die  vooraf- 
gaande betrekking,  behalve  de  in  de  oorspronkelgke  zelve 
voorkomende  coëfficiënten  B^  nog  één  lageren  B  bevat; 
terwgl,  zooals  in  het  tweede  lid  aangewezen,  de  toepasse- 
Igkheid    eerst  bg  j  =  2  begint,  omdat  meergenoemde  voor- 
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a%aande  betrekking  slechts  voor  q — 1  ^  1  geldt.    De  her- 
leiding 


2 

1 


(2r— l)2r(2r  +  l) 


r  +  l\2rj       2r—\\2r-2j 

{q(q-2r  +  l)-ir(2r  +  l)]Q~^^=:: 


_(g-4r)(7  +  2r  +  l)/g-l\ 
(2r  — l)2»-(2r  +  1)    \2r-2/ 

doet  voorts  de  erengevonden  betrekking  overgaan  in 

V^~^          (2r-.l)2r(2r  +  l)           V2r-2r^-^'-'= 
_  jrvoorg  =  2)l| 
■"   l(70or  y  >  2)  0)  ' ^^^ 

en  deze  vormt  nn  den  grondslag  der  verdere  berekening.  Of 
liever,  voor  het  geval  van  even  ^  is  z^  zelve  reeds,  zonder 
eenige  nadere  bewerking,  de  beoogde  einduitkomst,  indien 
men  slechts  opmerkt  dat  alsdan  telkens  de  coëfSciênten  van 
twee  symmetrisch  wederzgds  het  midden  geplaatste  termen 
van    het    eerste    lid    (dat    is    dus    van   elk   paar  termen  in 

r  en    ^  —  r)   óf  gelflk    óf  tegengesteld  gelgk  zgn:  immers, 

de  onderlinge  verwisseling  van  2  r  en  q  —  2  r,  waardoor  de 
factor 

__^____/y-l\ 
(2r— l)2r(2r  +  i;\2r— 2  '' 

geschreven  onder  den  vorm 

{q-l)l 


{2r  +  l)!(y  — 2r  +  1)! 


biykt   onveranderd   te   blgven,  geeft  als  coëfficiënt  van  den 
term  in  Bg+2r—\  ^^  waarde 
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_  j-  'iir-q){2q-2r  +  l)(y  4-  2r  -j-l)  /  q-l\ 
^     '  (2r  — l)2r(2r+l)  \,2r  — 2/' 

dat  18  juist  ( — )i  maal  den  coëfSciênt  van  52j_2r-i  zelf; 
en  op  grond  hiervan  de  termen  paarsgewgs  bgeenbrengende, 
heeft  men  dus  de  meer  beknopte  formule: 

o  (2r— l)2r(2r+l)         \2r-2y\ 

(«  .     X?— 1  «  \      ((TOoro  =  2)lJ 

waarin  namelgk  Toor  even  -  als  boTengrens  van  r  geschre- 

▼en  mogt  worden  ^-—   in  plaats  van  -,  omdat  de  op  zich 

4  4 

q 
zelf  staande  middelste  term,  die  alsdan  voor  r  =  j  in  (a)  zou 

voorkomen,  blgkens  z^n  factor  q — 4r  =  O  van  zelf  komt  te 
verdwenen. 

Heeft  men  daarentegen  met  het  geval  van  oneven  q  te 
doen,  dan  is  de  in  het  algemeen  gevonden  betrekking  {a) 
zelve  niet  voor  eene  deigel^ke  vereenvoudiging  als  zoo  even 
vatbaar,  omdat  in  dat  geval  al  hare  coëfficiënten  onderling 
ongeluk  z^n.  Toch  kan  men  ook  in  dit  geval  nit  (a)  eene 
andere  betrekking  afleiden  van  althans  byna  even  beknopten 
vorm  als  (1).  Vermindert  men  namel^k  in  het  algemeen  de 
betrekking  (a)  met  de  onmiddell^k  voora%aande  van  het- 
zelfde type,  waarvoor  dus  in  (a)  wederom  q  door  q — 1  en, 
ten  einde  ook  nu  den  aanwgzer  2q — 2r — 1  van  den  alge- 
meenen  term  in  B  onveranderd  te  laten,  bovendien  r  door 
r — 1  te  vervangen  is,  dan  geeft  dit: 


2 


57  (_),(2y_2r+l)  ((i=M(i±ll±l)/ ?-l  V 
^K     )K^q       '^^    M(2r-l)2r(2r+l)V2r-2^  + 

(y-4r+8)(y+2«— 2)/g-2  \  j  ^    _  ,(Toory=3)-lj 

"'"(2r-3)(2r-2X2i— lAa»— Vi    *'   ^   '     ((▼oory>3)  O  (' 
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livaarin  namelgk  voor  even  q  de  in  (a)  aangewezen  boven- 

q  7+2 

grens    ^-    van    r    vervangen    werd   door   — ~ —   om  dezelfde 
2  2 

reden    ais    bij    het   opmaken    van  {a)  zelve  de  in  het  geval 
van    oneven    q    oorspronkel^ke   bovengrens     — —  veranderd 

werd  in   .   En  brengt  men  nu  deze  uitkomst  vooreerst 

onder  den  vorm 

Z'(—)r i -i- 

V  (2r  — 3)(2r  — 2)(2r-l)2r(2r  H-  1)  ' 

{(q-ir)(q+2r+l){q—l){q-2r+2)  + 

+  (^-4^+  3)((,  4  2r-2)2r(2r  +  ^)}Q^^B2,^2r-^i  = 

{(voor  9  =  3) — 1 
(voory>3)  O 

en  herleidt  men  hierin  verder  de  uitdrukking  tusschen  {  }  tot 

|(y«4r  +  1)(?  +  2r)-  6r)  (y-  l)(y-2r  +  2)  + 
+  {(q  —  ir  +  l){q+  2r)  +  6(2r— 1),  2r(2r  -(-  1)  = 
=  (q^ir+l){q  +  2r){(q^l){q^2r+2)  +  2r{2rj-l)]  — 
-6r{(j-l)(?-2r+2)-2(2r-l)(2r+l)}, 

dat  is,  door  hierin  den  laatsten  term,  onder  den  vorm 

—  6r(9  — 4r+  l){q  +  2r), 

met  den  eersten  bigeen  te  brengen, 

=  (q^ir+l){q  +  2r){{q-l){q-2r+2)^2r{2r--2)}, 

dan  is  in  het  algemeen  bewezen,  wanneer  men  weder  op 
(,_1)(,_2.  +  2)  (/7_\)  =  (2  . -  a)  (2r  -  2)  ^-^^^ 
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let,  dat 

^  (2r-3)(2r— l)(2r  +  l)V2r— VJ      ^^"^^"^  = 
(voor  y  =  3)- Il 
|(voory>8)  Of ^    ' 

is.  Bg  deze  nieuwe  betrekking  (a')  doet  zich  nu  juist  het 
t^engestelde  Yoor  van  wat  boTen  ten  aanzien  van  de  be- 
trekking (er)  bleek.  Terwyl  zg  namelyk  voor  eren  q  wegens 
de  onderlinge  ongel^kheid  der  coëfficiënten  van  al  hare  ter- 
men den  gevonden  vr^  zamengestelden  vorm  behoudt,  laat 
zg  zich  daarentegen  voor  oneven  q  om  zoo  te  zeggen  weder 
tot  het  halve  aantal  termen  zamendringen.  Dit  valt  waar- 
schgnlgk  het  gemakkelykst  in  het  oog  wanneer  men,  de  uit- 
drukking die  thans  in  (a')  tusschen  {  }  verkregen  is  onder 
haar  oorspronkelgken  vorm 

(q-l){q  —  2r  4-  2)  +  2r(2r  — 2)     /q  —  2\ 
(2r  — 3)(2r-2)(2r— l)2r(2r  +  \)\2r---i) 

of  liever  nog  onder  den  vorm 

{(9-l){?  +  2)-2r(9-2r+l)}  ^^"■^^• 


(2r  +  l)!(y-2r  +  2)! 

beschouwende,  opmerkt  dat  deze  by  onderlinge  verwisseling  van 
2ren9  —  2r-l  geheel  onveranderd  blyft,  en  wanneer  men 
hieraan  de  opmerking  knoopt  dat  diezelfde  verwisseling  het 
vóór  de  {  )  staande  product  (9—4r +!)(</  + 2r)(2y-—2r -f  I) 
alleen  van  teeken  doet  omkeeren.  Hieruit  toch  volgt  dat  de 
door  deze  verwibseling  uit  den  coëfficiënt  van  -82^-2^—1  af 
te  schryveii  coëfficiënt  van  Iig^2r-2  zich  van  den  oorspron- 
keiijken  slechts  onderscheidt  door  voorvoeging  van  het  teeken 

( — )  ^     en  dat  men,  op  dezen    grond  elk  paar  symmetrisch 


(  271  ) 

wedeizgds   het   midden  geplaatste   termen  van  het  eerste  lid 
(dat  is  dus  thanSi  voor  oneven  q^  elk  paar  termen  in  r  en 

— — - — r)  weder  bijeenbrengende,  kan  schrgven: 


4  4 

«  oneven  y)  l^(_)r(5-4r+l)(y  .2r)(2y-2r+l)  ^^j^^;^^^^ 

+  (2r-3)(2ril)(2r  +  l)  (2^r-4)j  (^*"-«'-'  + 

liJ  \        |(vooro'=  3)— Il  ^^, 

+  (-)   2    5,,.2r-2)=  ^^^      ^       (1') 

/       I  (voor  y  >  3)  O    I 

g  +  1 
waarin  namelgk  voor  even  als  bovengrens  van  r  ge- 

/»  —  ^  />     i.    1 

schreven  werd  ,  omdat  de  door  r  = ■  aangewezen 

4  4 

eerstvolgende  en  in  dat  geval  tevens  middelste  term  in  [a!) 
wegens  zgn  factor  q — 4r  +1  =  0  van  zelf  uitvalt. 

Bg  de  getallentoepassing  zoowel  van  (1)  als  van  (1')  kan  het 
gemak  geven  onder  anderen  op  de  volgende  bgzonderheden  be- 
dacht te  zgn:   l^  dat  voor  den  eersten,  door  r  =  O  aangewezen, 

£—1  9—1 

term  ^2y-i+(— )-^     Bg^y  in  (1)  en  Bzg^x  H  (— )  2  B^^^ 

in  (1')  de  coëfficiënt,  omdat  dan 


i-  l)V2r-2; 


('2r— l)2r(2r   u  \)\2r—2j      (2r  +  1)!  (y  — 2r -|- 1)! 

9(g  +  l)       V2^-v 

wordt,  niet  anders  is  dan  de  enkele  2  y  -f  1 ;  2^  dat  in  het 
algemeen  voor  een  willekeurigen  door  r  aangewezen  term 
de  factor  29--2r  +  1  steeds  de  som  is  van  de  twee  daar- 
vóór staande  factoren,  hetzg  dan  q — 4r  en  |7+2r+l, 
hetzy  y—  4r  +  1  en  ^  +  2r;  3^  dat  alle  getallencoëffi- 
ciënten  van  de  BernouUiaansche  coëfficiënten,  omdat  (1)  en 
(T)  uitsluitend  uit  optelling  of  aftrekking  van  formulen  met 
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geheele  coëfficiënten  zijn  voortgekomen,  ook  geheelen  moeten 
zgn.  De  beurtelingsche  toepassing  OYerigens  van  de  beide 
gevonden  formulen  (1)  en  (l'),  met  voorvoeging,  voor  het 
daarin  niet  begrepen  geval  ^  =  1,  van  de  oorspronkelgke 
formule  waaruit  zij  werden  afgeleid,  geeft  het  volgende  over- 
zigt,  waarin  telkens  de  uitgerekende  getallencoëfficiënten  tns- 
Bchen  [  ]  achteraan  z^n  geplaatst: 

y  =  2,    5  (^3  +  fii)  =  1,  [5] 
y  =  3,    7  (5j  -  5,)  =  -  1,  [7] 
y=4,    9{Bj-Bs)  =  0,[9] 

V  =  5,    Il(5,f53)-^Q(S7  +  55)  =  0,[11,21] 
q  =  6,    l3{Bn  +  B^~  ?|j  Q  {B,  ■\-Bj)  =  0,  [13,33] 


y  =  7, 


\5(B,,-B,)-~^~Q{Bn-B,)  =  0,[15,783 


g  =  8,    17(6'i5-S7)— ^-^Q(i?i3-59)=0,  [17. 110] 

6.11.17 /8\ 
19  (Dn  +  Bj) ^-^  M(B,j  +  Bg)  +  2.13.15 


g  =  S>, 


{3.1.5(2)  +  TIjQ]  ^^«  +  ^») = ^'t^^'  ^«''  2««1 

y=lO,    21(tf„+Zf,)-?^^Q(5i7+B„)  + 

2.15.17 /9\, 
+  1X5    (2/  ^^"  "*"  '^"^  =  <^'  [2 1 ,  247,  306] 

j^  11,   23(i?2i-59)-®-^||^^J^V5i,-2^„)+4.15,19{ 

I     1    /10\         1    /9\ï 

iIÏ.-5(  2  )  +  ïMo)r  "-''^'^  =  "' ^''' ''*' '"'^ 

8.15.23  /ll\ 
^=12,    25  (i?23-.i^i,)--  —  rj  (/?,!_  i/13)  r 

4.17.21  /11\    „ 
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10.15.25 /12\ 


^  =  13,    27{Ji^,+Bu)--^^j-\^A{B^  +  B,^)  + 

[27,  625,  2737,  2299] 
enz. 

Het  Toordeel  dat  na  deze  betrekkingen  Toor  de  opTol- 
gende  berekening  yan  J?2,  f  3,  J?5,  enz.,  £2^^!  uit  elkander  op- 
leveren bestaat  Yooreerst  hierin  dat  ter  bepaling  yan  £29—1  ten 

naastebg   slechts  -  getallencoëfficiênten  yereischt  worden,  die 

4 

ieder  op  yr^'  eenyoudige  wgze  yan  de  binomiaalcoë£5ciênten 

yan  geene  andere  dan  de  (7— 1)®,  of  de  (j— 1)®  ende  (j — 2)e, 

mf^t  afhangen;  terw^l   bij    yoorbeeld  de  toepassing  yan  de 

terogloopende  betrekking,  die  men  het   yeelyuldigst  yoor  de 

BemouUiaansche    coëfficiënten    yermeld    yindt,  namelijk  yan 

de  betrekking 


2(-r-C'.t>.^,= 


2q—l 
2 

(zie  onder  anderen  m^ne  eerst  aangehaalde  bgdrage,  blz.  109, 
formnle  (4*)),  y^elke  alzoo  alle  yoora%aande  coëfficiënten  B 
beyat,  de  berekening  yan  een  aantal  yan  q  binomiaalcoëf- 
ficiënten,  en  wel  yan  de  zooyeel  hoogere  (2y+  1)«  magt, 
yordert.  Maar  eene  niet  minder  belangrijke  yereenyoudiging 
yloeit  naar  het  mij  toesch^nt  yoort  uit  de  eigenaardige  w^ze 
waarop  in  de  geyonden  betrekkingen  de  BemouUiaansche 
coëfficiënten  niet  anders  dan  twee  aan  twee  tot  eene  som 
of  een  yerschil  verbonden  yoorkomen.  Op  grond  yan  eene 
stelling  toch,  die  nt^enoeg  gelijktijdig  door  yon  Staudt  in 
A.  L.  Crbllk's  Journal  für  die  Mathematik,  21®'  Band,  1840, 
blz.  372—374,  en  door  Th.  Clausen  in  H.  C.  Schümachjbr's 
Astronomische  Nachrichten,  17*'"  Band,  1840,  blz.  351  — 352, 
(beide  stukken  aangehaald  in  mgne  eerste  bgdrage,  blz.  168) 
werd  bekend  gemaakt,  bestaat,  al  naarmate  q  oneyen  of  even 

▼EKSL.    BM   MEÜKI).    AlfD.    NATVUftK.   3«ie    KEKKS.  DBEL  VI.  18 
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is,   de   algeuieeue   BernouUiaaiische  coëfficiënt  Biq—\  uit  een 

1 

geheel  getal  vermeerderd  of  verminderd  met  de  breuk  -^  en 

verminderd  of  vermeerderd  met  de  som  van  alle  breuken  die 
de  eenheid  tot  tellers  hebben  en  tot  noemers  diegene  uit  de 
roet  de  eenheid  vermeerderde  even  deelers  van  2q  die  on- 
deelbaar zyn.  Zoo  heeft  men  bij  voorbeeld  —  en  vr^  kiezen 
hier  juist  die  coëfficiënten  B,  die  ons  zoo  dadelyk  ter  ver- 
dere toelichting  te  stade  zullen  komen  —  de  waarden 

_JS91___1       1       i       1       i. 
^"  ~  2730  ~~2"*'3"^5"'"7''"l3' 
_7_  1       1 

_361^7_  1      ]       1       Jl 

"''-  510'-  2"^3'^o+  17' 


17*611       ^^^^       1111 

=  529  —  -  +  -  +      H , 

330  2  ^  3  ^5^  ir 


854513       ^,^^1       1        1 

J5.>,  = =  6192  +  -_-_  —  , 

^^  138  ^2       3       23' 


236364091       ^^^^^       11       1       1        1 

=  86580 ^^-1 h-"-l-  — . 

2730  2  ^  3  ^  5  ^  7  ^  13 


Nu    komen,    voor  even  q^  in  (1)  met  elkander  telkens  ver- 
bonden   vóór    de    (y  —  r)*  en   de  f-+r]   Bemoulliaansche 

coëfficiënt,    en    wel,    naarmate    het  verschil  -  —  2r  hunner 

rangnummers    oneven    of   even    en  dus   de  exponent  -  —  1 

aldaar  even  of  oneven  is,  verbonden  als  som  of  als  verschil; 
desgelijks    treft   men,   voor    oneyen  q,  in  (1')  met  elkander 

telkens  verbonden  aan  de  (y  — r)<^  en  de  (^—z h  •" )  co®f' 

q  +  1 

ficiënt,  en  wel,  naarmate  hun  rangverschil    — —  —  2  r  od- 

even  of  even  en  dus  de  exponent  — —  in  (1')  even  of  on- 
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eren  is,  almede  verbonden  tot  som  of  tot  yerschil.  Maakt 
men  deze  sommen  en  verschillen  dus  telkens  op  uit  de, 
zooals  in  de  pas  aangevoerde  voorbeeld  en,,  in  gefaeelen  en 
in  breuken  gesplitste  waarden  der  coëfficiënten  J5,  dan  zul- 
len, op  grond  van  het  toen  gezegde,  daarbij  niet  alleen  de  in 

iederen  B  steeds  voorkomende  termen  ( — )9—^l-  —  -),  maar 


naar  omstandigheden  ook  sommige,  of  vele,  of  zelfs  alle 
overige  gedeeltel^ke  breuken  (elkander  opheffen,  hetgeen  al- 
ligt  —  door  het  alsnu  overbodig  worden  van  verschillende 
vermenigvuldigers  wier  invoering  noodzakelijk  zou  geworden 
zyn  indien  iedere  coëfficiënt  B  zelfstandig  was  blgven  op- 
treden —  tot  eene  niet  onbelangrijke  bekorting  van  de  uit- 
rekening kan  leiden.  Door  het  volgende  voorbeeld  vlegen  w^ 
ons  het  hier  bedoelde  voordeel  voldoende  te  zullen  toelich- 
ten. Stel  dat  alle  zoo  even  geschreven  waarden,  met  uitzon- 
dering van  de  laatste  of  B^^^  reeds  bekend  zouden  z^n,  dan 
mag  men  voor  deze,  omdat  onder  de  met  de  eenheid  ver- 
meerderde even  deelers  van  24,  namelijk  3,  5,  7,  9,  13,25, 
de  beide  deelbare  9  en  25  verworpen  moeten  worden,  nemen 

^^23-^-2  +  3  "^5  "^7  +  13' 

en  dan  komt  de  berekening  van  het  onbekende  geheele  getal 
X  door  toepassing  der  in  het  bovenstaande  overzigt  voluit 
geschreven  betrekking  voor  qz=:\2  op  het  volgende  te  staan : 

25(^0)-460(6192-l-^)  +  1309(529-7+~^)=0 

of 

25  a?— 460  .6191  +1309  .  522  =  —  20—119  +  77  =  —  62 , 

waaruit  zonder  veel  moeite  x  =  86580  en  daarmede  Bc^ 
zelf  gevonden  wordt. 


Te  vergeefs  heb  ik  getracht  om,  wanneer  niet  de  aaneen- 
gesloten reeks  van  alle  opvolgende  Bemoulliaansche  coëffi- 
ciënten zou  beschouwd  worden,  maar  ieder  voor  zich  de 
gedeeltelijke  reeksen  B^,  i^g,  Bgj  enz.  en  -B3,  Bj,  J9„,  enz. 
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die  men  bg  indeeling  in  perioden  yan  twee  termen,  of  de 
gedeeltelgke  reeksen  -B^,  5^,  -Bjg,  enz.  en  ^3,  -B9,  JB15,  enz. 
en  B^^  Bii^  B^^  enz.  die  men  b^  perioden  van  drie  termen 
zou  verkregen  —  op  de  w^ze  zooals  in  m^ne  eerste  bgdrage 
behandeld  —  alsdan  Yoor  deze  gedeeltel^ke  reeksen  afge» 
broken  periodieke  terugloopende  betrekkingen  te  ontwikke- 
len, die  daarbij  dus  dezelfie  rol  zouden  yerrullen  als  de 
beide  betrekkingen  van  Stern  of  de  daaruit  in  het  Yoren- 
staande  afgeleide  betrekkingen  (l)  en  (1')  bij  de  enkele  of 
aaneengesloten  reeks  J?2,  ^3,  J?5,  ^7,  enz. 


Nadat  ik  het  Yoorgaande  had  opgesteld,  yiel  m^ne  aan- 
dacht nog  op  een  artikel  yan  £d.  Lucas,  Sur  les  nouyelles 
formules  de  HM.  Seidbl  et  Stern,  concernant  les  nombres 
de  Be&koulli,  in  Bulletin  de  la  société  mathématique  de  Franee, 
T.  8,  1879  —  1880,  blz.  169-172.  Door  dat  artikel  werd 
ik  er  aan  herinnerd  dat  juist  de  in  m^n  t^enwoordig  en 
in  mgn  voorgaand  opstel  beschouwde  byzondere  betrekking 
van  Stern  —  maar  niet  zgne  algemeene  —  dezelfde  is  die 
reeds  vóór  hem  door  L.  Seidel  als  vergelyking  VI— VIII 
werd  bekend  gemaakt  in  diens  in  de  Sitzungsberkhte  der  ma- 
them.^hysik.  Clctese  der  k.  b,  Akademie  der  Wissenschaften  :u 
Münehen  (door  Lucas  wordt  ten  onregte  aangehaald  de  böhm. 
Academie  iu  Prag),  Band  7,  Jahi^.  1877,  blz.  157—187, 
opgenomen  (en  ook  in  myn  eerste  opstel,  van  1881,  op  blz. 
170  vermelde)  bgdrage,  getiteld:  üeber  eine  einfache  Ent- 
stehungsweise  der  B£RN0ULLi*schen  Zahlen  und  einiger  ver- 
wandten  Reihen.  De  door  roy,  in  verband  met  de  steUing 
van  voN  Stauot-Clausen,  thans  besproken  vervorming  van  de 
bedoelde  bgzondere  betrekking  heb  ik  evenwel  in  deze  stak- 
ken  van  Lucas  en  Seidel  niet  aangetroffen. 

April  1889. 


EQUIANHARMONIE  EN  HARMONIE 


BIJ 


POOLSTELSELS  VAN  BINAIRE  VORMEN,  ENZ. 


DOOB 


P.   H.  SCHOUTE. 


1.  Zooals  bekend  is,  liggen  de  vier  punten  voorgesteld 
door  de  binaire  vergel^king  'p^  ^  7  r*  ^  r^*  =  O  equianhar- 
monisch  als  de  invariant  i  ^  (/?  q\^  en  harmonisch  als  de 
invariant  j  ^  (y  r)^  irvf  (p?)*  verdwgnt  *).  In  verband  hier- 
mee zullen,  volgens  een  bekend  overdragingsbeginsel  van 
Clsbsch  f),  de  Ignen,  die  een  vlakke  kromme  gegeven  door  de 
ternaire  vergelgking  px*  ^  jr*  ^  r x*  =  O  volgens  een  equi- 
anharmonisch  of  harmonisch  puntkwadrupel  sneden,  krom- 
men omhullen,  die  achtereenvolgens  door  de  tangentiëele 
vergel^kingen    (p  q  uf  =  0    en    {qr  u)^  (r  p  uf'  {p  y  w)^  =  O 


*)  Men  heeft 
f  =  (p  qy  zz  2  {poP^  -^i  Pt  +  3/j3«), 


j=(qry{rpy(pgy=z^ 


PoPiPt 


=  ^(PQPiP4+^  PlPiPi—Pi^—PtPt^—Pl^Pi)- 


Pi  Pi  Pi 

PsPiPé 

Men  vergelijke  Olebsch  Theorie  der  eindren  algebraïtchen  Formen,  blz. 
135  -en  blz.  171,  of  Clbbsch-Lindeuann  ForUsungen  über  Geometrie,  blz. 
229  en  blz.  239. 

■\)  Men  vergelijke  Clbbsch-Livdehank,  t.  a.  p.,  blz.  276. 
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worden  bepaald  en  waarvan  dus  de  eerste  van  de  vierde  en 
de  tweede  van  de  zesde  klasse  is. 

In  het  volgende  zullen  eenige  aanverwante  stellingen  met 
betrekking  tot  pnntstelsels  en  krommen  van  hoogeren  graad 
ontwikkeld  worden;  daartoe  onderzoeken  we  eerst  door  welke 
vergelgkingen  de  polen  y  worden  bepaald,  waarvan  de  bi- 
kwadratische  poolstelsels  ten  opzichte  van  een  gegeven  pnnt- 
stelsel  ƒ  =  O  deze  ligging  vertoonen. 

Het  bikwadratische  poolstelsel  van  y  ten  opzichte  van 
het  puntstelsel  f^aj''^  bj*  ^  Cx*  =  O  is  voorgesteld  door 
a^^—^  a-p*  =  0.  De  bedoelde  voorwaarden  worden  dos  gevon- 
den door  voor  Pi^  p^^'^  en  de  gel^kwaardige  symbolen  q 
en  r  de  meer  samengestelde  uitdrukkingen  a^^  €i^^^  %*^^ 
en  de  gelgkwaardige  symbolen  6  en  c  in  de  plaats  te  stel- 
len. We  vinden  dan 

i  =  {p  q)^  =  (a  6)*  a/-*  6/-*  =  O  , 

j  =  (q  rf  (rpf  {p  qf  =  {b  cf  (c  af  (a  bf  a/-^  6/-4  ^^«-4  =  o, 

waaruit  blgkt,  dat  van  2(n — 4)  polen  y  het  poolkwadrupd 
equianharmonisch  en  van  3(n — 4)  polen  y  het  poolkwadm- 
pel  harmonisch  is. 

De  vorm  t^(a6)*ay«-*6^«-^,  die  de  coëfficiënten  van/ 
in  den  tweeden  graad  bevat,  is  blgkens  zgn  gedaante  de 
vierde  oterschuimng  van  aj^  over  6,",  d.  i.  van  ƒ  over  zich- 
zelf, en  kan  dus  door  het  symbool  (J^f)^  worden  voorge- 
steld. De  covariant  j  ^  (6  cf  {e  af  (a  bf  a^»-*  6^"  *  *  c^"-^, 
die  in  de  coëfficiënten  van  ƒ  tot  den  derden  graad  opklimt, 
is  op  het  teeken  na  de  tweede  overschuiviug  van  t  over  /, 
d.  i.  — {i%ff\  dit  wordt  gemakkel^k  aangetoond  door  het 
door  Go&DAN  voor  het  bgzondere  geval  n  =  5  gegeven  be- 
wgs*)  op  een  willekeurige  n  uit  te  breiden. 

Als  toepassing  van  het  bovenstaande  bepalen  we  in  het 
vlak  eeuer  gegeven  kromme  (7"  van  den  ti^^"  graad  de  meet- 
kundige   plaats    van    het    punt    Q,  dat  op  de  Ign  PQ,  die 


*)  Men  vergelijke  Dr.  P.  Gokdait's  ForUiungen  über  InpariamUntieorit, 
heraosgegeben  von  Dr.  O.  KKBsCHUiSTBursB,  deel  II,  blz.  341. 


(  279  ) 

het     met    een    vast  punt  P  van  het  vlak  verbindt,  met  be- 
trekking   tot   de    snypunten   van    deze  Ign  met  C*  tot  een 
equianbarmoniscb    of  harmonisch  poolkwadrupel  voert.    We 
vonden,  dat  elke  willekeurige   lijn  P  Q  van  de  eerste  meet- 
kundige   plaats    2  (n  —  4)  en  van  de  tweede  3  (n  —  4)  pun- 
ten   oplevert.    Men    vindt    dus    de  graden  dier  meetkundige 
plaatsen    door    de    genoemde   getallen    te  vermeerderen  met 
liet    aantal    lynen    door  P,  waarvoor  P  tot  zulk  een  pool- 
kvFadrupel  leidt.  Zooals  uit  de  in  den  aanhef  genoemde  om* 
hnllenden    bl^kt,    is    dit  achtereenvolgens  vier  en  zes.    Dus 
ia  de  eerste  meetkundige  plaats  een  kromme  van  den  graad 
2  (n — 2)  met  P  tot  viervoudig  punt,  de  tweede  een  kromme 
van  den  graad  3  (n  —  2)  met  P  tot  zesvoudig  punt. 

2.  We  gaan  nu  een  stap  verder  door  het  kubische  pooU 
stelsel  van  y  ten  opzichte  van  ƒ  ^  a^r*  ^  bx^  ^  c^«  -=  O 
met  het  laatste  poolpunt  van  een  andere  pool  z  ten  op- 
zichte van  een  ander  poolstelsel  qi  ^  a/  ^  /i^v  ^  y,*  =z  O 
van  den  i/^*°  graad  te  vereenigen  en  de  betrekking  te 
zoeken,  die  er  tusschen  y  en  z  bestaan  moet,  opdat  het 
door  deze  vereeniging  ontstane  puntkwadrupel  equianharmo- 
nisch  of  harmonisch  zij.  We  hebben  dan  met  de  substitu- 
ties te  doen,  die  voortvloeien  uit  het  overeenbrengen  van 
p,*  met  a/"^  a^*  ccz^""^  cc,»     Zij  zfln 

Po    )  (  «l^«l 

4  pi   I  1(3  aj^  ag   a^  +  a^^  «2) 

6pz\=  ay«-3    of^v_i  j      (3  ^^  ^^2  «j  +  3  ai«  a^  a^)    }  • 

4jt>3   I  f  Wcci  +  3ai  a^^a^) 

Pé  '  ^  a^^cc^ 

Wg  vinden  dus 

3         1 


i  =  (/,/)*  =  ay«-3  6^«-3  ai^-l  yj^v_i  (^^  b;  a,/i)  =  O, 

_3 1 

'k_  l  _ 

waarbg  onder  (a,  t...;  a, /?...)  een  vorm  te  verstaan  is,  die 
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in  elk  der  symbolen  paren  a^  en  o^i  &i  en  &29  ^^^'  Homogen 
Tan  den  k^^^  en  op  dezelfde  wgs  in  elk  der  sjmbolenparen 
ai  en  a^,  fti  en  ft^  enz.  homogeen  van  den  l^  graad  is. 
Hoewel  deze  vormen  door  volledige  nityoering  der  aangegeven 
Sübstitntie  kannen  gevonden  worden,  zullen  we  ter  verm^- 
ding  van  omslachtige  berekeningen  een  minder  rechtstreek- 
achen  weg  inslaan. 

Zooalfl  bekend  is,  kan  elke  simultane  covariant  van  twee 
vormen  ar"  en  cTx*  worden  opgebouwd  uit  drie  soorten  van 
elementen,  nL  determinanten  (afr),  (a/?),  (a  a)^  lineaire  vor- 
men ajry  Ox  en  identische  covarianten  {j/ z)  *).   Dus  kan  de 

8  1 

symbolische  vorm  (a,  b\  a^  (i)  slechts  twee  termen  bevat- 
ten, nL  (a  bf  {a  ft)  en  (a  bf  {a  a)  (b  ft).  Wgl  echter  de  met 
(ab)^(aft)  overeenkomende  term  van  t  bg  de  omwisseling 
der  gelgkwaardige  symbolen  a  en  6  of  a  en  /?  van  teeken 
omkeert  en  dus  nul  is,  vinden  we  met  weglating  van  een 
onbekenden  getallenfactor 

{abf  {aa)  (bft)  a/-»  6/-«  a,*-l  /?/-!  =  0. 

3_         1 

Op  overeenkomstige  wgs  laat  zich  (a,  6,  c;  a,  ft,  y)  bepalen. 
Hier  zgn  de  vormen 

(Jc)  (ca)  (aJ)  .  (««)  (6/?)  (cy) 
(ftc)«  («i)  .  (aa)  {afl)  (by) 
(be^  (ca)  (ab)  .  (/ïy)    .    (aa) 

mogelgk,  van  welke  de  eerste  en  tweede  drie  gemengde 
factoren  (aa)  bevatten  en  de  derde  slechts  een.  Nu  is  echter 
de  term  van  j^  die  by  den  laatsten  vorm  behoort,  nol, 
daar  zg  van  teeken  verandert  bg  verwisseling  van  ft  en  y- 
En  door  de  bekende  identische  vergelyking  f) 

(b  /9)(cY)  +  (bY)(fl  c)  +  (bc)(Y  /9)  =  0 


*)  Men  vergelijke  Clebsch-Lindbicahk,  t.  a.  p.  bbc.  187. 
j*)  Men  vergelijke  CLKBSCH-LiKDBMANii,  t  a.  p.  blz.  193. 
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met  (bc)  (ca){ab){aa)  te  vermenigvuldigen,  vindt  men,  dat 
de  term  van  j,  die  bij  den  eersten  der  drie  vormen  behoort, 
half  zoo  groot  is  als  de  juist  besprokene  en  dus  eveneens 
nul.  De  tweede  voorwaarde  wordt  derhalve,  eveneens  met 
weglating  van  een  onbekenden  getallenfactor  *) 

(bcy  (ea) (aa)  {ap)  (by)  ay^-^ 6y»-8cy« -s «,>»-» /?,^-ï  /,^-l  =0. 

Laat  men  ax'  met  a^"  en  z  met  y  samenvallen,  dan  her- 
leiden zich  de  beide  vergel^kingen  tot 

(a  bf  (a  e)  {b  d)  ay«-8  6/-»  c/-»  d/-»  =  O, 
(bc)^  {ca)  (ad)  (ae)  {bf)  a/-»  6/-»  c/-»  d^n-i  e^^-i  /y»-i=0. 

In  het  voorgaande  is  dus  een  eenvoudige  beteekenis  begre- 
pen van  deze  beide  co  varianten  f). 

Is  n  =  3  en  v  =  1,  dan  vallen  y  en  z  uit  de  vergel^kin- 
gen  weg  en  drukken  de  simultane  invarianten  (a  h)^  {a  a)  {b  a) 
en  {b  c)^  {c  a)  (a  «)*  {b  a)  door  hun  verdwijnen  uit,  dat 
het  kwadrupel  gevormd  door  de  samenvoeging  der  punten 
Ojc^  =  O  en  «a:  =  O  equianharmonische  of  harmonische  lig- 
ging heeft.  Volgens  het  bekende  overdragingsbeginsel  van 
CusBscH  zullen  de  ternaire  tangentiëele  vergel^kingen 

(abu)^  {aau)  {bau)  =  O, 
{b c u)^  {c au)  {aa u)^  {bau)  =  O 

dus  de  omhullenden  voorstellen  van  de  lijnen,  die  de  kubi- 
sche  kromme  (aj  x^  +  a2  ^rg  +  a^  it^Y^>  =  0  en  de  rechte  Ign 
ai  ai  +  «2  ^2  +  ^3  *^^  '^-  Ö  equianharmonisch  of  harmonisch 
sngden.  De  eerste  dezer  omhullenden  is  van  de  vierde  klasse ; 
zg  raakt  de  Ign  «j:  =  O  in  de  twee  punten  die  equianhar- 
monisch liggen  met  de  drie  punten  Sj,  ^2,  ^3  van  aj^  =  O 
op  de  lyn  gelegen,  de  kromme  ax^  ==  O  in  deze  drie  punten 


*)  Deze  getallenfactoren  kxumen  niet  nul  zijn;  want  de  gezochte  be- 
trekking is  uit  den  aard  der  zaak  geen  identiteit. 

f)  De  eerste  der  beide  vormen  is  een  der  drie  eerste  overschuivingen 
van  den  vorm  /  =  {aöy  (ac)  «y*— «  V^  <?ƒ*""*  over  /=rfy»;  de  tweede 
is  een  dieper  liggende  overschuiving  en  wel  een  der  eerste  overschuivin- 
gen van  i  over  een  eerste  overschuiving  van  ƒ  over  (/,  /)>. 
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S  en  de  buigraakl^nen  van  ax^  =  O  bniten  deze  kromme. 
De  tweede  der  omhullenden  is  van  de  zesde  klasse ;  zg  raakt 
de  Ign  a^  =  O  in  de  drie  ponten  die  harmonisch  li^en 
met  de  drie  punten  5,  heeft  de  drie  punten  iS  tot  bnigpun- 
ten  en  raakt  in  deze  punten  de  kromme  ar^  =  O,  terw^l 
zg  de  buigraaklgnen  van  a/  =  O  in  de  punten  der  kromme 
aanraakt.  Dus  bestaan  de  24  gemeenschappelgke  raakl^nen 
van  Ox'  met  de  eerste  omhullende  uit  de  drie  raaklgnen 
«1,  <sf  «3  in  S^,  S2,  S^  aan  a^^  =  O  dubbel  geteld  en  de  negen 
buigraaklgnen  van  ax^  =  O  eveneens  dubbel  geteld,  evenzoo 
de  36  gemeenschappelgke  raaklgnen  van  a^^  =  O  en  de 
tweede  omhullende  uit  dezelfde  twaalf  Ignen  driemaal  geteld 
en  eindelgk  de  24  gemeenschappelgke  raaklgnen  der  beide 
omhullenden  uit  de  lyn  ax  =  O  zesmaal,  de  Ignen  s  drie- 
maal en  de  buigraaklijnen  van  üx^  *=  O  eenmaal  geteld. 

Zgn  in  een  vlak  twee  krommen  O  en  C*  en  een  punt 
P  gegeven,  dan  kan  men  weer  vragen  naar  de  meetkundige 
plaats  van  het  punt  Q,  dat  op  de  Ign  P  Q  met  betrekking 
tot  de  sngpunten  met  O  een  knbisch  poolstelsel  en  tot  de 
snijpunten  met  O  een  laatste  poolpunt  bepaalt,  uit  wier 
samenvoeging  een  equianharmonisch  of  harmonisch  kwadru- 
pel  ontstaat.  Op  een  willekeurige  Ign  door  P  liggen 
2  (n  +  v — 4)  punten  van  de  eerste  kromme  en  3  (n  +  v  —  4) 
van  de  tweede.  Verder  is  de  meetkundige  plaats  der  knbi- 
sche  poolstelsels  van  P  op  de  Ignen  P  Q  met  betrekking 
tot  de  sngpunten  dier  Ignen  met  O*  de  kubische  poolkrom- 
me  van  P  ten  opzichte  van  O  en  de  meetkundige  plaats 
van  het  laatste  poolpunt  van  P  op  de  Ignen  P  Q  met  be- 
trekking tot  de  sngpunten  dier  Ignen  met  O  de  poollgn 
van  P  ten  opzichte  van  O».  Dus  volgt  uit  de  voor  het 
geval  fi  =  3  en  v  =  1  gevonden  omhullenden,  dat  P  vier- 
maal op  de  eerste  en  zesmaal  op  de  tweede  kromme  ligt. 
De  eerste  kromme  is  dus  van  den  graad  2{n  +  r  —  2)  en 
heeft  P  tot  viervoudig  punt,  de  tweede  is  van  den  graad 
8  (n  +  y  —  2)  en  heeft  P  tot  zesvoudig  punt. 

3.  De  vereeniging  van  het  kwadratische  poolstelsel  van 
y  ten  opzichte  van  /  =:  O  met  het  kwadratische  poolstelsel 
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▼an  z  ten  opzichte  van  tp  =  O  geeft  meer  symmetrische 
uitkomsten.  Zg  leidt  tot  de  substituties,  die  den  yorm  p^^ 
in   Oy*  -2  aj?'  a«*— 2  ^^2  (Jq^u  overgaan,  nl. 

^  Pi   I  i    (2  ai  ag  o'i^  +  2  aj^  «i  a^) 

6  />2  [  =  «//""^  «*^  -  *  I    («2*  «1»  +  4  ai  aa  «i  a^  +  ai^  «g^) 

4  ps  l  i  (2  aj^^öfi  «2  +  2  ai  a^a^») 

Pi    ]  \  «8    «8 

die  ons  voeren  tot  de  voorwaarden 


i  =  a,— 2  V~*  ««'"^  /*'•""  («'  *5   «'  /^)  =  <*' 

2  2 


j  =  ay«-«6^— «c,«-«a,»-»  /?.»-2  Y''-^  («.*.«;  «i/^./)  =  <>•  *) 

2        2 


Het  symbool  (0,6;  a,^)  bevat  vier  vormen,  nl. 

(a  «)«  (6  /?)* 

(a  6).  (a  «)  (b  ft).  («  /i)    I ' 


(a  af  {b  ftf  \ 
[a  «)  (6  /9)  (a  /?)  (6  a)    / 


Ook  deze  vier  symbolen  zgu  echter  niet  onafhankel^k  van 
elkaar.  Stellen  we  ze  kortheidshalve  door  P,  Q,  ü,  <S  voor, 
dan  gelden  de  betrekkingen  PzszQ-^-  R  en  2  22  =  5,  die 
men  vindt  door  de  identiteit 

{aft)  {b  a)  +  {aa){ftb)  +  {ab){aft)  =  O 

achtereenvolgens  met  {aa){bfi)   en  met  {ab)[a(3)  te  ver- 

2         2 
menigvnldigen.  Hieruit  volgt  dus  voor  (a,  6;  a, /ƒ)  de  waar- 
de h  (a  «)*  {b  ftf  +  1  {a  bf  {a  (3 f,    vfaarin  *  en  /  twee  nog 


*)  Deze  beide  symbolen  busnen  evengoed  in  de  gedaante  (a,  6,  cc  fi)  en 

2 

(a,  ö,  c,  et,  p,  y)  geschreven  worden. 
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te  bepalen  getallenfactoren  z^jn.  Nu  is  de  coëfficiënt  van 
a^  ft^  met  dien  van  den  gelgkwaardigen  term  a^  (i^  ver- 
eenigd  volgens  de  gemaakte  onderstelling  2[kai^bi*-\-l(^ab.^ 
of  2  [(ü;  -)-  2 1)  ay^  6g'  —  2  l  aio^  bi  frg]  ®°  i°  werkelgkheid 

2  { ""  <«i*  V  —  "i  ^i  ^1  ^2  )'  Weruit  volgt  't  =  ^  *"  ^  ^^  ö* 
De  eerste  voorwaarde  wordt  dus  na  verdrgving  der  breaken 

[(a  af  {b  /?)»  +  3  (o  6)8  a  /?)«]    a»"-«6,"-2a,»-«/9,''-2  =   0. 

2_         2 

De  nitdrakking  (a,  b,c;  a,  fl,  y)  brengt  elf  vormen  mee, 

die  we  naar  het  aantal  gemengde  factoren  rangschikken 
en,  voor  zoover  ze  niet  identisch  nul  z^n,  door  een  enkele 
letter  aanduiden.  Ze  zgn,  naar  verschillende  typen  ge- 
rangschikt, 

type  6(aa)....Pi  =  {a af  (b /ff  (c yf, 

P,  =  (a  af  (6  /?;  (e  y)  {b  y)  (e  ft], 
Pj  =  (a  ft)  (a  y)  {b  y)  {b  a)  [c  a)  (c  ft), 

type  4{aa)....  Q,  =  (b  e)  .  (a  af  {b  ft)  (e  y)  .  {ft  y), 

(bc).iaft){ay){ba)(ca).{fty), 
Qj  =  {bc),  {aft)  (b  y)  {a  a)  {e  a).{ft  y), 

type  2{att) Ri  =  {a  b)  {a  c)  .  {b  ft)  {e  y)  .  {a  ft){a  y), 

R^  =  {b  ef  .  {a  ft)  {a  y)  .  {a  ft)  {a  y), 
iZg  =  {ab){ac).(ba){ca).(fty)*, 
R^  =  {b  ef .  (a  af  .  {ft  yf, 

type  0(aa) (J)  e)  {e  a)  {ab) .  {ft  y)  {y  a)  {a  ft). 

Van  deze  elf  vormen  zgn  de  vgfde  en  de  laatste  nul, 
omdat  ZQ  bg  verwisseling  van  6  en  c  van  teeken  omkeeren. 
Verder  is 

2  Pj  =  2  Pi  —  iZi,  Qi  =  i  /Z*,        i2i  =  1  22*, 
P3  =  Pi-Ji24,  Q8  =  — |iZ4,  Ri  =  R^  =  \R^, 

zooals  gemakkelgk  blgkt  met  behulp  der  identiteiten 

{bft)  {cy)  +  (by)  {ft  e)  +  {bc)  {y  ft)  =  O , 
{bft)Hcyf  +  {byf{eftf  -  {bcf{ftyf  =  2  {bft){by){cft){cy). 

Men   kan   alle   overblgvende   vormen   dus  in   P^  en  B\  uit- 
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2^  2 

drukken  en  voor  (a.  i,  c ;  «,  /?,  y)  derhalve 

(a  a)2  [É  (6  /-ff  (c  Yf  +  l  {b  cf  {ft  y )2] 

in  de  plaats  stellen.  Ter  bepaling  van  ^  en  Z  zoeken  we 
den  coëfficiënt  van  den  term  met  a^  ft^  y^  en  de  gelgk- 
mraardige  omwisselingen.  In  Pj  is  a^  ft^  y^  vermenigvul- 
digd met  3  01^62"^  ^2^'  ^°    ^^  ^^^  4  (ax'^  62^03^  —  ^2^  ^1  ^2^1  ^2) 

2_  2 

en  in  (a,6,6';  (Xyft^y)  met  ZiXXa^h^c,^  —  ^"^  ^i' ^\^%^\^^' 
We  vinden  dus  A  =  —  1,  Z  =  9,  zoodat  de  tweede  voor- 
waarde wordt 

(a«  ,2[(6/?/(c7)2-9(6c)  Vy)2]a/-26/-2  C/-2ö,^v-2^^y-2y^v  -2 

=  0. 

Voor  a^  =  Ox"  en  z  =z  y  herleiden  beide  uitkomsten  zich 
tot  (a^)2  a/-"2  ^y"-~2  =  Ö,  de  punten  van  den  co  variant 
(f»  ==  f /,/)^  =  O  van  Hessb.  Werkelijk  vormen  twee  punten 
elk  dubbel  geteld  alleen  dan  een  equianharmonisch  en  dan 
ook  tevens  een  harmonisch  kwadrupel  als  ze  samenvallen 
en  dit  gebeurt  met  de  kwadratische  poolpunten  van  elk 
met  den  co  variant  van  Hesse  overeenkomend  punt  als  pool. 

Zijn  n  en  y  beide  twee,  dan  vallen  1/  en  z  uit  de  verge- 
lijkingen weg  en  drukken  de  betrekkingen 

(a  «)2  (6  /?,2  +  3  (a  b)^  {a  ft)^  =  O, 
(a  af  [(6  ft  f  (c  yf  —  9  (6  cf  (ft  yf^  =  O 

uit,  dat  de  puntenparen  a^^  =:  O  en  «j.^  z=z  O  equianharmo- 
nisch  of  harmonisch  liggen.  Volgens  het  overdragingsbe- 
ginsel  van  Clebsch  stellen  de  vergelgkingen 

(a  a  uf  (b  ft  tif  +  3{ab  uf  {a  ft  uf  =  O, 
(a  a  uf  [(6  ft  uf  (c  y  uf  —  9  (i  c  uf  {ft  y  m)»]  =  O 

derhalve  de  omhullenden  der  Ignen  voor,  die  de  kegelsneden 
üx^  =  O  en  Ujc^  =  O  equianharmonisch  of  harmonisch  sngden. 
De  eerste  vergelijking  gaat  volgens  de  notatie  van  Clebsch 
over  in  F^^  +  3  F^  F^^  =  O,  een  kromme  van  de  vierde 
klasse,  die  de  sngpunten  van  a^^  =  O  en  Ox^  =  O  tot  dub- 
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belpnnten  en  de  raaklgnen  in  die  punten  aan  de  beide 
krommen  tot  dubbelpuntsraakignen  heeft  En  de  tweede 
vergelijking  splitst  zich  in  JFjg  r=  O,  de  omhullende  der  Ig- 
nen  op  welke  de  snypuntenparen  elkaar  harmonisch  schei- 
den, en  in  Fi^^  — •  9  ^ii  -^^22  =  O,  de  omhullende  der  lijnen 
waarvoor  de  dubbelverhouding  dier  paien  2  of  ^  is*). 

Denken  we  ons  in  een  vlak  nu  weer  twee  krommen  O* 
en  O  en  een  punt  P  gegeven,  dan  kunnen  we  de  meet- 
kundige plaats  zoeken  van  het  punt  Q,  dat  met  betrekking 
tot  de  sngpunten  der  l^n  P  Q  met  de  beide  krommen  twee 
poolparen  bepaalt,  die  vereenigd  een  equianharmonisdi  of 
harmonisch  kwadrupel  opleveren.  Langs  den  in  art.  2  ge- 
volgden weg  vinden  we,  dat  de  eerste  kromme  van  den 
graad  2{n  +  y  —  2)  is  en  viermaal  door  P  gaat,  dat  de 
tweede  kromme  van  den  graad  3  (n  -|-  v  -  2)  is  en  zesmaal 
door  P  gaat;  hierin  komen  de  nieuwe  krommen  dus  met 
die  van  art.  2  overeen.  Maar  de  tweede  bestaat  hier  uit 
twee  deelen,  uit  een  tweemaal  door  P  gaande  kromme  van 
den  n  -}-  V  —  2^*''  graad  en  een  viermaal  door  P  gaande 
kromme  van  den  2  (n  -f  y  —  2)***"*  graad ;  van  deze  deelen 
bevat  het  eerste  de  punten  Q  met  elkaar  harmonisch  schei- 
dende iK>olparen,  enz. 

4.  De  vereeniging  van  het  kwadratisch  poolstelsel  van  jf 
ten  opzichte  van  /*  ==  O  met  de  laatste  poolpunten  van  z  teu 
opzichte  van  «f  =:  O  en  van  t  ten  opzichte  van  ^^^x''^= O 
voert  tot  de  substituties,  die  px^  doen  overgaan  in 

ay«"2  üj:^  .  «,«""ï  Ux  .  Ar^'~^  Ag. 
nL  tot  de  substituties 
Po]  /«i^Mi 

4pA  I  2a^a^a^A^  -f-a^^aiij+tfjill 

;>4  /  o^  «2^s 

*)  Men  vergelijke  een  vraagstuk  van  A.  E.  JoHifsoN,  M.  A.  in  de  Ww 
kundige  Opgaven,  deel  Ul^  bU.  295. 
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Het  uit  de  vereeniging  ootatane  puntkvradrupel  ia  dus  equi- 
aoharmonisch  of  hannonisch  onder  de  voorwaarden 

2        1  1 


y  =  a/-2 6/-=' c/ -2  «,"-1 /?/-!)',''-'  Ajf-^  Bt^-^  C,^-l  X 

a         1  1 

X{a,h^e•,  u.Ciyy;  A,B,C)  =  Q. 


Het  symbool  (a,  6 ;  a,  /» ;  ^,  /i)  bevat  de  vier  vormen 

Pi  --=  (abf.(aA){/3B), 
Qi  =  (a6).(aa)(6^)(/?5), 
Ri  =  {aa)  {b/i){aA)(bB), 
i2,  =  {aa)  (a/^)(bA){bB), 

als  meu  de  vormen  weglaat,  die  identisch  nul  zyn.  Tusschen 
deze  bestaan  de  betrekkingen  Pj  =  2  Q| ,  /S^  =  Qi  +  ^i  • 
Dus  is 


(oii;  ai/y;  4i^)  =  i(a6)2(a^)(/?2;)  +  l{aa)(bfi){aA){bB). 
Zoeken  we  nu  den  coëfficiënt  van  a^  a^  bi  b^ ,  dan  volgen  hier- 
uit de  betrekkingen  /  —  2A  =  — ,  l  -\-  2k=:  —  —  en  dus  is 

3  6 

Z  =  — -  en  i  =:  —  -.   De  eerste  voorwaarde  wordt  derhalve 
12  8 

[3  (a  i)8  (a  A)  {Ji  B)  —  2  (a  a)  {b  /i)  (a  A)  (b  B)]   X 

X   a,"-»6,»-2  a,-'-i/iz-'-iAi^-^Btf-i  =  0. 

2  11 


Verder  kan  (a,b,c;  a,/j,Y',  ■A.,B,C)  de  termen 

Pi  =  {beY.{aa.){aA){ftB){YC), 
P%  =  i'ib)(ae).{ba){cA)(JiB){YC), 
Qi  =  {be).iaa)(aA){b/i){cB){YC), 
■Bi  =  (oa)(«^)(*/?)(fc^)(cy)(cC), 
Ei  =  {aa)  {a  A)  (6/?)  (6 y)  (c 5)  (c  C) 


1 
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bevatten.  Daar  de  betrekkingen 

P,  =  Ps,  Pj  =  Qi,  iZj  =  Qi  +  i2i 

gelden,  kunnen  we  stellen 

2_    1_  1 

{a,b,c;  a,li,y\  A,B,C)  = 

=  \k(bcf(ftB){YC)  +  m{bft){bB){ey){cC)'\(aa)[aA\. 

£n  bepalen  we  den  coëfficiënt  van  a^  a^  bi  b^  c^  c^ ,  dan  vin- 
den we  A  =  —  9  en  m  =  —  2,  zoodat  de  tweede  voor- 
waarde wordt 

[9  {hef  (ftB)  (y  C)  +  2  (6 (S)  (6 B)  (cy)  (c  C)]  (a a)  (a  A)  X 

X  a/-2  6/-2  C/-2  a^v-1  y^^^v-ly^v-l^  A^-  J/?,^-l{7/-l  =  0. 

Voor    -4,^  =  «x*  =  a/   en   «  =:  ^:  z=r  y   herleiden  beide 
uitkomsten,  wijl  de  eerste  term  identisch  nul  wordt,  zich  tot 

(ar)(6J)(aé?)(6f)ay«-2  6/-2c/-'  rf/^^  e/-»  /^'— 1  =  O, 
{ad){ag)(be){bh){cn{ci)  a/   «  6/-5i  ^^.-2   ^ 
X  d/-*«/-Vv""*  i7/"^  V""*  */"'  =  0. 

Als  n  =:  2,  y  =zl,  iV  =  1  is,  vallen  de  y,  ^,  t  uit  de  ver- 
gelijking weg.  Dan  drukken  de  betrekkingen 

3  (a 6®)  {a  Af  —  2  (a  a)  {b  a)  {a  A)  b  A)  =  O, 

(a a){aA)  [9  (* cf  [a  Af  +  2  {ba)  {c a){bA)  {c  A)]  =  O 

de  voorwaarden  uit,  dat  de  punten  a^^  :=  O,  a^  =  O,  ^j  =  O 
eeu  equianharmonisch  of  harmonisch  kwadrupel  vormen. 
Naar  behooren  splitst  de  laatste  voorwaarde  zich  in  de  twee 
vergelijkingen 

{au)  {aA)  =  O,    9  {abf  {aAf  +  2  {aa)  {ba)  (a  A)  (b  A)  =  O, 

waarvan  de  eerste  betrekking  heeft  op  het  geval  dat  de 
beide  punten  a^^  :=  O  de  beide  anderen  harmonisch  scheiden. 
Zoo  komt  men  weer  tot  drie  omhullenden 
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3  {abuy  («  Au)^—2  {aau)  (bccu)  {aAu){bAu)  =  0 

{aau){aAu)  =  Oj 
9  {abu)^{a  A  m)«  +  2  (aau)  (bau)  (a  i4  u)  (6  /l  u)  =  O, 

i/v^aarvan  de  eerste  op  de  equianharmonisjhe  en  de  beide  an- 
dere op  de  harmonische  sngding  betrekking  hebben.  De 
tweede  is  een  kegelsnee;  zooals  meetkundig  onmiddellgk  blgkt, 
raakt  zg  de  gegeven  Ignen  en  de  raaklgnen  aan  a^^  =  O 
ia  de  punten,  waar  de  gegeven  Ignen  deze  sngden.  Stelt 
men  de  tangentiëele  vergelijkingen  van  de  gegeven  kegelsnee, 
de  gevonden  kegelsnee  en  het  sngpunt  der  g^even  lijnen 
door  F  =  Ü,  ^'  =  O  en  P  =  O  voor,  dan  zgn  de  drie  krom- 
men achtereenvolgens 

3  FP^  —  2  jF'2  =  O,     F'  =  0,     9  FF^  ^  2  F^  =  0. 

Hieruit  blgkt,  dat  de  beide  krommen  van  de  vierde  klasse 
de  beide  gegeven  Ignen  tot  dubbelraaklgnen  hebben. 

Zgn  nu  eindelgk  in  een  vlak  weer  drie  krommen  (7",  C^, 
C^  en  een  punt  P  gegeven,  dan  kan  men  de  meetkundige 
plaats  zoeken  van  het  punt  Q,  dat  op  de  Ign  P  Q  met 
betrekking  tot  C'*  een  poolpuntenpaar  en  met  betrekking 
tot  O  en  C^  laatste  poolpunten  bepaalt,  die  bg  vereeniging 
een  equianharmonisch  of  harmonisch  kwadrupel  vormen. 
We  vinden  voor  de  eerste  meetkundige  plaats  een  kromme 
van  den  graad  2  (n  '\-  v  '\'  N  —  2)  met  een  viervoudig 
punt  in  P,  voor  de  tweede  de  vereeniging  van  een  kromme 
van  den  graad  n  -h  v  +  -^  —  2,  die  P  tot  dubbelpunt 
heeffc,  met  een  kromme  van  den  graad  2  (n  +  y  -f  JV  —  2), 
die  viermaal  door  P  gaat. 

5.  Zoo  komen  we  dan  nu  tot  vier  vormen/=z  O,  cp  =  O, 

iZ/  =  0    en    ;f=a'»=0    achtereenvolgens    van    de    graden 

w,  V,  A',  n  en  zoeken  we  de  voorwaarden,  die  uitdrukken  dat 
de  laatste  poolpunten  van  ^,  r,  £,  8  ten  opzichte  van  deze 
stelsels  een  equianharmonisch  of  harmonisch  kwadrupel 
vormen.     We    hebben  dan  te  doen  met  de  substituties,  die 
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Pj*   in   öjy*"*  o*  •  a«*"^  ax  *  Ai^-^  Ag  .  a,*— •  «x   doen  oyer- 
gaan,  nL 

Pq\  l  ^\^\  Aidi 

f  I  ')raiaiAia^{z=:2a^iAia^\ 

6/>2l  =a/  **  a,»-l^/^-ïa/-»  J  -T  a^  cfg  ^i  öj 
4/?gj  \  2 a^a^A^di 

We  vinden 

i  =  a^»^-l  i/"»  «,*->  /?/-»  il/^'V- 1  5«^-i  «,•->  6,i-i  X 

_1 ^     _JI_    J_ 

x(a,  6;  a,/^;  -4,i^;  a,6), 

;  =  a/-l  6/-Ï  c,»-»  flfr*-^ C,^-*  «#*-~^  V-"  c,»"-lx 

1        1  1  1 

X  (a,  6,  c  ;  a,  /?,  y  ;  il,  -B,  C ;  a,  6,  c). 


Nu  bestaat  (a,  6;  «j/i;  -4,5;  a,  fe),  wyl  determinanten- 
factoren (a6)t  enz.  niet  kunnen  voorkomen,  uit  tvree  drie- 
tallen van  gelgkwaardige  termen,  nL: 

Pi  =  (aA) {bB) .  {a  a)  (hft) \  Qj  =  {afl)  {aB)  (Ab)  (dbj 
Pg  =  (a a)  (66) .  {aA)  {/iB)L  Q^  =  {aB){Ab)(d/^  (a6)| 
P3  =  (aa)  (6/9)  .  {A  a)  {B b)]       Q^  =  (ab)  [aft)  (a B)  {Ah) 

waarvan  men  het  eerste  drietal  bicyclisch,  het  tweede  mo- 
nocyclisch  *)  zou  kunnen  noemen.  Tusschen  deze  bestaan  de 
betrekkingen 

Pl=:Q3+(23t      P2=Q3+Ql.      ^8=Ql  +  Ö2. 

Dus  kunnen  we  stellen 


(a,6;  a,/^;  ^5;  a,  6)  =  (,  (P^  +  P,  +  P3), 


•)  De«e  termen  zijn  ontleend  aan  de  ggroepentkeorie" , 
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waardoor  de  eerste  voorwaarde  overgaat  in 

=  0. 
1111 


EveDzoo  bestaat  (a,  d,  c  ;  ^,  /?,  /  :  A,  B^  C;  a,  6,  c)  uk  zes 
gelijkwaardige  termen,  nl. 

Pl.i  =  (a  A)  (6  B) .  {a  a)  {h  ?)  .  (cl')  (y  C) 
Pi^l  =  (a  a)  {b  b)  .  {aA)  {^B) .  (cy)  {C  Z)\  , 
P3.1  =  (a  a)  (6  |J) .  (4  ö)  {BI) .  (c  C)  (c  y) 

Pi,2  =  (ail)  (J  B)  .  {a  a)  (6  i?)  .  (c  y)  (Cc) 
P2,2  =  (a  ö)  (i  b) .  {aA)  (|JB)  .  (c  C)  (c  y)}  » 
P3,2  =  (a  a)  (6  i?)  .  (^  a)  (B  6) .  {c-c){yC) 

die  onmiddellgk  uit  de  drie  boven  gevonden  termen  P  zgn 
gevormd. 

We  hebben  dus  voor  de  tweede  voorwaarde 

(P,,,  +  P,,i  +  P.,1    f-  P,,2  +  Pifi  +  Pv)  X 
X  a/-l  6y«~l  r/-l  a-"-^ O^-^  ö*''-^  6/-1  ö«-*  ==  0. 

Voor  öx"  =  ^x'^  =  a^*  =  a^.*  en  «  =  «  =  ^  =  y  herlei- 
den beide  voorwaarden  zich  natuurlgk  tot  identiteiten. 

Als  n  =  iV  =  i/=:n=l  is,  vallen  de  onbekenden  uit  de 
voorwaarde vergelg kingen  weg.  Dan  drukken  de  voorwaarden 

Pi  +  P2  +  Pb  =  O, 
^1,1  +  P'^A  +  Al  +  ^J,«  +  P^fi  +  Psfi  =  O 

uit,  dat  de  vier  punten  door  de  lineaire  vergelijkingen 
üx  =  O,  enz.  gegeven  een  equianharmonisch  of  harmonisch 
kwadrupel  vormen.  Wijl  we  hier  met  lineaire  vormen  te  doen 
hebben,  is  het  overbodig  telkens  nieuwe  symbolen  in  te  voe- 
ren. We  kunnen  ze  dus  door  a.r  =  0,  ix  =  0,  Cjr  =  0,  (/^  =  Q 

vervangen,  waardoor  de  beide  betrekkingen  overgaan  in 

19* 
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(o  c)«  (d  6)«  +  (o  d)«  (b  cf  +  (a  6)2  (c  d)»  =  O , 
S  {a  b^  {e  d)*  {a  c)  {b  d)  —  0. 

Van  deze  laat  de  eerste  zich  met  behulp  der  identiteit,  die 
men  door  het  weglaten  van  alle  kwadraten  verkrggt,  ?er> 
vormen  tot 

{(^AMV  _{t^AM\  +1  =  0 

\{ady{bd)\  \(ady{bd)]^ 

of 

(a  b  c  d)«—  (a  6  c  rf)  +  1  =  O , 

wat  zooals  meu  weet  de  voorwaarde  is,  dat  de  dubbeher- 
houding  (a  b  e  d)  gelgk  is  aan  een  der  onbestaanbare  derde- 
machtswortels  nit  de  n^^tieve  eenheid  en  de  vier  ponten 
dus  equianharmonisch  liggen.  En  de  tweede  splitst  zich  in 
de  drie  factoren 

(aj).(M__i     M).M)__i     M).(l^__i 
(ad)\bd)  '   {(^b/ieb)  '    (a  c)' (d  e)  ' 

die  met  de  drie  harmonische  kwadrupels  van  verschillende 
paring  overeenstenunen  *)• 

Met    de    beide   gevonden    voorwaarden  staan  weer  de  om- 
hullenden 

(a  c  uf  {dbuf  +  {adu)^  {b  c  u)»  +  {ab  u)^  (c  d  uf  =  O, 
S(ab  u)«  {e  duf  (a  c  u)  (6  dw)  =  O 

in  verband ;  van  deze  splitst  de  tweede  zich  in  drie  verschil- 
lende kegelsneden,  die  de  vier  gegeven  Ignen  a^  =  0,  5^  =  0, 
c«  =  0|  </jr  =  0  aanraken. 

Zyn  eindelgk  weer  vier  krommen  C«,  C*,  C^,  O"  en  een 
punt  P  in  een  zelfde  vlak  gegeven,  dan  is  de  meetkandige 
plaats  van  het  punt  Q,  dat  op  P  Q  met  betrekking  tot  de 
sngpunten  dier  Ign  met  de  krommen  vier  laatste  poolpanten 
bepaalti    waarvan    de   vereeniging    een  equianharmonisch  of 


*)  Deze  bekende  uitkomsten  hadden  het  uitgangspunt  van  dit  artikel 
kunnen  vormen;  nu  dienen  ze  tot  beyestiging  van  het  voorgaande. 
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een    harmonisch   kwadrupel   vormeu,   een   kromme  van  den 

2  Cn  4"  V  +  2Sr+  n — 2)*^®"  graad,  die  viermaal  door  P  gaat,  of  de 

vereeniging  van  drie  krommen  van  den  n  +  iz  +  JV-l-n  —  2^«" 
graad,  die  in  P  een  gemeenschappelgk  dubbelpunt  hebben. 

6.    We  voegen   ten  slotte  het  punt  z  aan  de  punten  van 

ƒ  ^  flar*  =  O    toe  en   zoeken  de  betrekking,  die  er  tusschen 

2^    en    ^    bestaan    moet,   opdat  het  bikwadratisch  poolstelsel 

van    y    ten  opzichte  van  a«"  (^  ^)  =  O  equianharmonisch  of 

harmonisch  gelegen  zg.  Hiertoe  bepalen  we  dit  poolstelsel  door 

op  de   vergelgking  ag*{iV2)=zO   het  proces  yj- —  +  yg — 

der   poolvorming   n — 2-maal    toe    te  passen.    Dit  geeft  met 
weglating  van  gemeenschappelgke  getallenfactoren 

p^^  =  4a/'^aj^(xz)  +  (n  -  3)  a/--* a^r*  (y  «) 
en  deze  vergelflking  levert  de  substitutie 

Pij  1  (3  «1^  «2  ^2  —  «1^  ^i)  /  1  ^1^  ^2 

pA  I         («2^-?»  —  Saiag^^l)  l  föl«2^ 

We  vinden  dus  voor  de  eerste  voorwaarde 
3      2  3   4    1  4 


x[a^/a,ö;^)  +  2(«-3)ay(a;  6  \z){yz)'{{n-5)Ha,b){i/zf]  =  0. 

Hierin  is  nu 

_3_    ^ 

(a,  6;  z)=:k{abfagb2^ 

(a;  b;   z)  =  l{abfh,,    {a,  b)i=:m{ab)\ 
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Nu  doet  echter  de  identiteit 

Opbg  —  ag  byz=L  {a  b)  {y  z) 

den  vorm  (a  b){y  z)  a^  bg  overgaan  in  |  (a  b)^  {y  z)^.  Dos 
v^ordt  onze  voorwaarde 

(a  bf  ay«-4  V""*  f*  «r  h  <^  ^'  +  i'  («  ^f  (y  ^)*]  =  O, 

waarin  k  en  f  nog  onbekend  zgn.  Deze  coê£Sciënten  worden 
gemakkelgk  bepaald  met  behulp  van  de  termen,  die  ^^^  Zi^ 
en  yi'^2'  bevatten;  door  gelykstelling  van  de  coëfficiënt^ 
dier  termen  uit  den  onderstelden  vorm  met  die  van  dewer- 
kelgkheid  vindt  men  ib  =  12  en  t  =:{n  +  l)(n  —  3)  en  dos 

(aft)«a/-*6/-*[l2ay6ya,6;r  +  (»  +  l)(n-3)(a6)«fy^)«]  =  0. 

Werkelgk  moet  n— 3  factor  zgn  van  den  coëfficiënt  van  (]fz)K 
Eveneens  vindt  men 


4 1_  4 

waarvoor    men  in    verband  met  de  samenstelling  van  j  ook 
schrgven  kan 

3       3  4     3      2 


oy'— *V-*cy»-*[(a,i,c;  ^)ajf6yCy  +  (a;  i,  c;  ^)6y<y(y^)  + 

4      3    1^  4 

Nu  is 

3_    3^ 

(a,  6,  c;  ^)  =  ii(6c)W+/i(ftc)2(ca)a,26,+mj(ftc):ca)(a6)a^^,, 

4       3     2^ 

(T;  67^  *)  =  *2  {a  bf{a  cf  b.  c,  +  ^  (*  c)*  («  «)  (^^  i';  «*^ 

4      3  J^ 

(^;  7;  ^)  =  *8  (a  6)«(ac)Vc)6,  +  /j  (a  6)3  (a  c)  ,fc  c)  c„ 
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(a,    6,    c)z=k^{bcfi€af{ab)^. 

Dit  herleidt  zich  tot  de  termen  met  /j,  I^,  k^,  ^3,  h-  Want 
de  termen  met  ki  en  m^  zijn  nul,  wijl  ze  bij  verwisseling 
van  6  en  c  in  de  tegengestelde  waarden  overgaan.  En  de 
term  met  l^  is  eveneens  nul,  wyl  ze  van  teeken  verandert 
bij  verwisseling  van  a  en  h.  We  vinden  dus 


oy^  - ^fty'ï-^r/-* {  +  (abf  (a cf  (y  z)  [_k^ by Cy  b,Cz+  i  - 

+  k^{bc)cyb,{yz)  +  kjbc)^(yz)^]\ 


=  0 


en  moeten  de  getallenfactoren  i^  l^^  Arg,  ^3,  k^  nu  nog  bepalen. 
Uit  den  vorm 


Po  +  Qo  (y^).  ^1  +  Qi(y^)»  ^2  +  Q^iy^) 
Pi  +  Qid/^)^  P2  +  Qiiy^)^  Ps  +  Q^(y^) 
P2  +  Qa  df^h  P^  +  Qs  (y^)»  ^4  +  Q4  (y ^) 


r=0, 


dien  de  voorwaarde  ^  =  O  hier  aanneemt,  berekent  men 
deze  getallenfactoren  zonder  veel  moeite.  Herleidt  de  deter- 
minant zich  tot  A^B(tfz)  +  C[yzf  +  D{yzf  als  we  ze 
uitwerken,  dan  vindt  men  achtereenvolgens  voor  den  coëffi- 
ciënt *) 


•)  De  volledige  vergelijking  is 

als  men  («-3)(v^)  kortheidshalve  door  /u  aanduidt.  Dus  is  de  coëfficiënt  van 
yi'^i'^t  in  den  term  met  f*  of  {«-3)(y^) 


!l^6|Sl&j<?|Cj« 


enz. 


=0, 


ö,   0  2^2 

0    10- 

0    tf,«     flf,» 

fti  ^i  3Aj 

+    fl,»tfi*i«  <?!<?» 

*,»  h'  V 

+  «i'*i<^« 

*,5  2A,«A,  b* 

C|  2(?i  4(:a 

• 

2<?i»  c,»2c,' 

2ci'  3cr  <?a  V 

(  2Ö6  ) 
van  yi*«i'    in  yl        ...    -  4  (6  c)*  (c  a)  oi'  bi*  cj , 
»   yi»n»«,  »   B(y«)  . . .  -  (n-3)  1^ (6 c)»  (c a)  (a 6) ai»  6j  Cj  + 

+  (a6)«(«c)*6i«ci*j, 

»  yi V«*  »  <^(y«)'-  •  •  -  (»-3)'  (*  «)  (« *)*  (a  O-  *i  «1 . 

In  verband  met  de  aangenomen  onderstelling  volgt  hiemii 
Z,  =  -  4,  /,  =  -  ?  (n-S),  Jt2  =  -  («-3),  J^3  =  -  (n-3)« 

We  vinden  dus  ten  slotte  voor  de  tweede  voorwaarde 

|3(6c)«  (ca)6y(>a,«[8ay6,  +3(a6)(yz)]  i 
-Kn-3)(a6)«(ac)«yz[66yCy6,c^+-     1=0. 
+  6(n— 3)(6c)c,6,— (n— 3)2(6c)«(y^)2]) 

Als  1?  met  y  identisck  is,  worden  deze  beide  uitkomsten 
achtereenvolgens 

De  eerste  is  de  co  variant  van  Hesss,  <p  =  (ƒ, /)^,  en  de 
tweede  is  de  vorm  <  =  {ƒ,  9)^  =  (ƒ»(ƒ,ƒ j^}^.  Hieruit 
volgt  weer  een  eenvoudige  meetkundige  beteekenis  van  de 
vergeiykingen  9  =:  O  en  £  =  0.  Zoo  geeft  de  covariant  fan 
HissB  —  en  dit  is,  zoo  we  ons  niet  bedriegen,  een  nieuwe 
eigenschap  —  de  punten  aan,  die  equianharmonisch  liggen 
met  hun  kubisch  poolstelsel. 

Natuurlek  kunnen  de  laatstvermelde  uitkomsten  ook  recht- 
streeks verkregen  worden  door  het  punt  y  te  voegen  bg  het 
kubisch  poolstelsel  van  y  ten  opzichte  van  ƒ.  De  substi- 
tutie ps^  =  fl*^  v'  i^y)  8^^  "^- 


(  2Ö7  ) 
3      2_ 


;  =  a/-8  V""^  ^y""^  («'  6,  c  ;  y)  =  0. 
Hieruit  volgt  onmiddel^k  het  vroeger  gevondene;  want  voor 

3      2^  3_     3^ 

(a,  b  ;  y)    en    (a,  6,  c  ;  y) 

kan  alleen  (a  6)^  ay  by  en  {h  c)^  {c  a)  a/  hy  genomen  worden. 
Is  nu  in  een  plat  vlak  weer  een  kromme  O  en  een  punt 
P  gegeven,  dan  kan  men  vragen  naar  de  meetkundige  plaats 
van  bet  punt  Q?  waarvan  bet  kubiscb  poolstelsel  ten  op- 
zichte van  de  sn^punten  der  Ign  P  Q  met  ^^  equianbarmo- 
nisch  of  harmonisch  ligt  met  P.  Men  vindt  dan,  dat  de 
eerste  kromme  viermaal  door  P  gaat  en  van  den  2(n— l)**®^ 
graad  is,  terwgl  de  tweede  kromme  zesmaal  door  P  gaat  en 
van  den  3(n  —  l^«t«ii  graad  is. 

7.  De  verkregen  uitkomsten,  die  op  kromme  lijnen  be- 
trekking hebben,  laten  zich  gemakkelgk  op  oppervlakken 
en  ten  deele  zelfs  op  complexen  overdragen.  Als  voorbeeld 
dezer  uitbreiding  beschouwen  we  het  geval  van  ai*t.  3.  We 
vinden  dan  onmiddellijk  het  volgende. 

Zgn  twee  oppervlakken  J*^  en  P^  en  een  punt  P  gegeven, 
dan  is  de  meetkundige  plaats  van  het  punt  Q,  dat  met  be- 
trekking tot  de  sn^punten  der  lijn  P  Q  met  beide  opper- 
vlakken twee  poolparen  bepaalt,  die  samen  een  equianhar- 
monisch  of  harmonisch  kwadrupel  vormen,  een  oppervlak 
van  den  graad  2  (n  +  y  —  2)  met  een  viervoudig  punt  in 
P,  of  de  vereen  iging  van  een  oppervlak  van  den  graad 
n  -J-  y  —  2,  dat  in  P  een  dubbelpunt  heeft,  met  een  opper- 
vlak van  den  graad  2  (n  +  r  —  2),  dat  een  viervoudig  punt 
heeft  in  P;  van  de  beide  deelen  der  laatste  meetkundige 
plaats  heeft  de  eerste  betrekking  op  punten  Q  met  elkaar 
harmonisch  scheidende  poolparen,  enz. 

De   meetkundige  plaats  der  lijnen,  die  twee  oppervlakken 
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F^  en  F^  van  den  tweeden  graad  volgens  een  eqaihanno- 
niscb  of  harmonisch  kwadmpel  snyden,  is  een  complex  van 
den  vierden  graad  of  de  vereeniging  van  een  complex  van 
den  tweeden  graad  met  een  complex  van  den  vierden  graad. 
Het  bedoelde  complex  van  den  tweeden  graad  is  reeds  meer- 
malen bet  onderwerp  van  wiskundige  beschouwing  geweest 
En  het  onderzoek  der  beide  complexen  van  den  vierden 
graad  ligt  buiten  het  bestek  van  dit  opstel. 
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Ned.  Oost-Indië  en  aan  het  Natüüekundio  Kabinet  der 

rljks-üntvekslteit  te  utrecht,) 

MET  DEN  PLATINA-IRIDIUM  STREEPMETER  N».  27, 


DOOK 


J.   A.  C.   OUDEMANS. 


§  1. 


VROBOERE   YEROELIJKINO   VAN   DE   GLAZEN   METERS   MET   DEN 

OUDEN   PLATINA   STANDAARDMETER. 

De  in  het  opschrift  dezer  mededeeling  bedoelde  glazen 
meters  zgn  twee  van  de  zeven,  die  door  wijlen  den  Heer 
Stamkart  en  m^  in  September  1856  en  Maart  en  April 
1857  met  den  in  1838  uit  Pargs  doorLiPKEKs,  Uylenbuoek 
en  LoBATTO  med^ebrachten  platina  standaardmeter  vergeleken 
>^ij.  De  resultaten  van  die  vergelgkingen  zijn  vermeld  in 
de  Verslagen  en  Mededeelingen  dezer  Afdeeling,  P  reeks, 
7«  deel  (1858),  blz.  33.  Van  de  aldaar  vermelde  glazen 
meters  is  N^.  3  in  1857  door  mij,  in  voldoening  aan  eene 
opdracht  van  den  Minister  van  Koloniën,  naar  Batavia  over- 
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gebmcht ;  N^.  1 3  kwam  aan  het  Natuurkundig  Kabinet  der 
Utrechtsche  floogeschool. 

De  glazen  meter  N^.  3  heeft  mij  te  Batavia  gediend  om 
er  don  normaalmiter  mede  te  vergelijken,  behoorende  b^ 
Ri5PS0LD*s  basis-toestel,  waarmede  de  drie  haies  op  Java  ge- 
meten zijn;  (zie  mijn  verslag:  Die  Triangulation  von  Java^ 
auBgeführt  v^m  Persjnal  des  geographischefi  Dienates  in  Nie- 
dei'ldudiêch  Ost-Indien^  Erste  Abtheilung.  Batavia,  Staats- 
druckerei,  1875;  ook  verkrijgbaar  bg  Maetinds  Nijuotf 
te  *8  Hage). 

Toen  het  nu,  ten  behoeve  der  berekening  van  de  trian- 
gulatie van  Java,  wenschelijk  bleek,  dien  normaalmeter 
met  den  voor  dat  doel  aangevraagden  platina-iridium  meter 
N^.  27  te  vergelijken,  en  ik  derhalve  aan  den  Ministervan 
Koloniën  voorstelde,  comparateur  en  normaalmeter  naar 
Nederland  te  doen  overzenden,  voegde  ik  bij  dit  voorstel 
ook  dat,  om  er  den  glazen  meter  N^.  3  bij  te  voegen,  die 
dan  tevens  eene  nieuwe  vergelijking  kou  ondergaan,  en  dus 
daarna  in  Indië  beter  aan  zijn  doel,  (standaard  voor  den 
^k  te  zgn),  zou  kunnen  beantwoorden. 

Ter  hierboven  aangehaalde  plaatse  vindt  men  o.  a.  de 
volgende  resultaten  vermeld: 

Stelt  men  de  gemiddelde  lengte  der  zeven  glazen  meters  =  a 
de  lengte  van  den  platina  standaardmeter  ....=:  il 

dan  is  gevonden  door  wijlen  F.  J.  Stamkart: 

September  1856,  bg  15 V  C  .  .:  N".    3  =  a  —  0f*,35,  m.  fout ± 0« 31 

NM3  =  fl-hl,  02,      //  # 

Maart  en  April  1857,  bij  7^,1  C  . , :  N».    3  =  «  —  O,  25,      //      db  0^38 

NM3=raf  O,  07,      »  ff 

Het  verschil  tusschen  de  beide  paren  resultaten  aan  ver- 
schil aan  uitzetting  toeschrgvende,  hebben  wg  voor  0°,0C: 

NO.     3  =  a  —  Of  ,16  midd.  fout  ±  0",76 
NO.  13  =  a  —  O,  77  >  i 

Verder  vindt  men  t.  a.  p.  de  volgende  resultatim  vermeld 
van  de  vergelgkingen  van  al  de  zeven  glazen  meters  met 
den  platina  meter: 
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October  185G,  februari  1857, 

bij  15°,6  C  m.  f.  bij  ü°,0  C.  m. 

OuDKMANs  a=A--  10^08  ±  0M2  A  -i-  Of',34  db  0",07 
Stamkart  ^  —  U  ,56       O  ,36      ^  —  1  ,35  ±  O  ,71 

Gemiddeld  a  =  ^4  —  10  ,82  ^  —  O  ,50 

De  geiDiddelde  uitzetting  der  gldzen  meters  is  diis: 

10,32 

~-^—=  0%6615 
15,6 

per  graad  Celsius  minder  dan  die  van  den  platina  standaard- 
meter. 

De  uitzetting  van  dezen  werd  wel  is  waar  door  de  coni- 
D'issie  LiPKENs,  ÜYLENBnoEK.  LoBATTO  in  1838  te  Parijs 
zelf  bepaald  op  9.'*,6  per  1°  C,  (zie  mgne  mededeeling  in 
de  Verflagen  en  Mededeeliiigen^  3^  reeks,  Deel  III,  p.  225), 
maar  dit  getal  vei dient  weinig  vertrouwen,  daar,  zooals  ik 
in  genoemde  mededeeling  heb  aangetoond,  de  vergelijking 
der  meters  door  die  commissie  niet  met  de  uiterste  zorg 
verricht  is. 

Mijne  bedoeling  met  deze  uitspraak  is  niet,  om  de  nage- 
dachtenis dezer  overigens  als  nauwgezette  personen  bekende 
commissieleden  te  benadeelen ;  de  wegingen  der  standaard- 
kilogrammen bewijst  hunne  zorgvuldigheid.  Zg  meenden 
zonder  twijfel,  dat  de  door  hen  bereikte  nauwkeurigheid, 
(die  men  ongeveer  daardoor  kan  aangeven,  dat  de  nieuwe 
Nederlandsche  standaard  geverifieerd  werd  tot  op  een  hon- 
derdste deel  van  een  millimeter),  voldoende  was,  en  waren 
bovendien  huiverig,  hun  verblgf  te  Parijs,  dat  reeds  drie 
maanden  geduurd  had,  nog  langer  te  rekken. 

Uit  de  genoemde  bepaling  zou  volgen:  gemiddelde  uil  zet- 
ting van  den  glazen  meter  8^^,94  per  1°  C,  hetgeen  zonder 
twijfel  te  groot  is. 

Nemen  wij  voor  den  platina  meter  denzelfden  uitzettings- 
coëfficiënt als  de  heer  Bosscha  voor  den  Mètre  des  Arcidves 
heeft    afgeleid,    n.1,    8:^,77    per     1°  C,  *)    dan    zou  dii;  der 


*)  J.  Bosscha,  llelatioii  des  expérieuces  qui  out  servi  a  la  coustruc- 
tion  de  deux  mètres  étalons  eu  platiue  iridié,  coraparcs  directement  avec 
Ie  mètre  dos  Archives,  2«  partie,  (Annales  de  I^Ecole  de  Deljt,  Vol.  U, 
lo  et  2«  Livraison,)  p.  67. 
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glazen  metera  =  8.^,11  zijn,  hetgeen,  zooals  w^  later  zullen 
zien,  zeer  nabij  het  door  mij  verkregene  resultaat  komt. 


§2. 


YOEM    OBR    METERS. 

1,  De  glazen  meters,  die  wy  G^  en  Gi^  zullen  noemen, 
hebben  den  vorm  yan  rechthoekige  parallelapipeda,  hoog  22, 
breed  12  mm.  en  zgn  aan  weerszoden  conisch  afgeslepen, 
zoodat  figuur  1,  zie  de  Plaat,  de  projectie  en  de  opstand 
er  van  voorstelt. 

De  uiteinden  zijn  cirkelvormig,  en  hebben  eene  middel- 
lijn van  2  mm.  Het  eene  uiteinde  is  vlak  afgeslepen,  zuiver 
rechthoekig  op  den  as  van  den  meter;  het  andere  uiteinde 
is  bol  geslepen,  met  een  kromtestraal  van  één  meter,  zoodat 
het  een  segment  is  van  een  bol,  wiens  middelpunt  zich  be- 
vindt in  het  middelpunt  van  het  andere  uiteinde. 

2.  De  platina-iridium meter  N^.  27.  Deze  meter,  een 
der  beide  door  de  Rijkscommissie  Stamkart,  Bosscha,  Oüdk- 
MANS  in  October  1 880  uit  Parijs  medegebrachte,  heeft,  zooals 
reeds  meermalen  is  medegedeeld,  (zie  o.  a«  Bosscha,  t.  a.  p., 
hlz.  69)  eene  lengte  van  102  centimeters,  en,  op  voorstel  van 
den  heer  Trësca,  eene  doorsnede,  zooals  in  figuur  6a  zicht- 
baar is. 

Het  doel,  met  dnze  doorsnede  beoogd,  is  om  met  dezelMe 
hoeveelheid  metaal  eene  groote  stevigheid  te  verkrygen  en 
tevens  gelegenheid  te  hebben  de  twee  eindstrepen  te  trekkeo 
op  etme  vlakte,  (de  bovenvlakte  van  het  in  de  figuur  zicht- 
bare niiddenbalkje),  waarin  de  neutrale  vezel,  lefbre  neulre^ 
van  den  meter  gelegen  was. 

De  eindstrepen  zijn  op  spiegelend  gepolgste  plekjes,  op 
één  centimeter  van  elk  uiteinde,  aangebracht,  elke  eindstreep 
aan  weêrs/yden  vergezeld  door  eene  andere  op  een  afstand 
van  iets  meer  dan  20  mikrons.  Men  ziet  er  dus  door  eene 
sterke  loep  of  een  raikroskoop  drie  strepen,  waarvan  de 
middelste  de  eindstreep  iö. 
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£lk  dezer  meters  wordt  alleen  gebruikt,  liggende  op  twee 
rollen  6,  die  op  een  afstand  van  55  centimeters  van  elkander 
iu  de  zijwanden  eener  yzeren  lade  c  waren  aangebracht.  In 
het  midden  dezer  lade  bevond  zich  eene  klem,  die  aan  den 
meter  kon  bevestigd  worden,  en  waaraan  eene  inrichting 
was  om  dezen  eene  kleine  longitudinale  beweging  mede  te 
deelen ;  deze  inrichting  is  echter  bij  onze  vergelijkingen  niet 
gebruikt  geworden,  en  zullen  wy  dus  met  stilzwegen  voor- 
bijgaan. 


§  3- 


WlJZISy    WAAROP    ÜK    VEIIOKLIJKINGEN    PLAATS    HADDKN. 

De  vergelgkingen  werden  verricht  door  middel  van  den- 
zelfden  spiegelcomparateur,  die  in  1856  en  57  op  het  Trip- 
penhnis  gediend  had.  Het  beginsel,  waarop  zijn  gebruik 
in  het  algemeen  berust,  is  door  Stamkart  beschreven  in  den 
Algemeenen  Korist-  en  Letterbode  van  1839,  N^.  36,  en  de 
toepassing  op  het  vergelgken  van  streepmuten  met  eindmaten 
in  het  Tijdschrift  voor  de  Wis-  en  Natuurkundige  Welen^ 
schappen,  uitgegeven  door  de  Eerste  Klasse  van  het  Ko- 
ninklijk Nederlandsch  Instituut,  Deel  17,  blz.  27. 

Van  Amsterdam,  waar  hij  op  de  bovenverdieping  van  het 
Trippenhuis  bewaard  werd,  werd  hij  naar  Utrecht  overge- 
bracht, en,  zie  figuur  4,  in  den  i  Zuidertoren'*  der  Sterre- 
wacht  opgesteld. 

Daar  voor  het  oprichten  van  geïsoleerde  pilaren  het  weg- 
breken  van  den  vloer  in  den  genoemden  toren  noodzakelijk 
zou  zijn,  verkoos  ik  liever  den  comparateur  op  twee  hori- 
zontale balkjes  te  leggen,  die  door  middel  van  een  stevig 
samenstel  van  latten  aan  de  balken  der  zoldering  bevestigd 
waren. 

In  het  kort  komt  de  inrichting  en  het  gebruik  van  den 
comparateur  op  het  volgende  neder :    zie  figuur  2,  3  en  4. 

ABj  figuur  2,  is  een  volkomen  horizontale  balk,  C  eene 
fijne    horizontale    schroef,    die    op    eene  hoogte  van  enkelo 
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centimeters  boveu  den  balk  door  eene  moer  loopt,  die  aan 
den  balk  bevestigd  is.  Z>,  figuur  2,  3  en  7,  is  eene  vol- 
komen vertikale  vlakte,  (een  stukje  spiegelglas,)  die  zuiver 
loodrecht  op  de  lengte-as  van  den  balk  gesteld  kan  worden. 
Zij  dient  tot  steunpunt  van  een  der  twee  stiftjes,  die  achter 
een  hangend  spiegeltje  J?  zijn  aangebracht.  F^  figuur  4,  is 
een  kgker,  waarmede  op  zekeren  afstand,  in  dat  spiegeltje 
de  schaal  G  afgelezen  wordt 

Bjj  die  aflezingen  waren  de  meters  beurtelings  geplaatst 
als  in  figuur  2  en  3.  in  figuur  2  ligt  N^.  27  » achter,*' 
steunende  tegen  de  schroef  C,  waarvan  de  moer  op  de 
hiervoor  noodige  hoogte  gebracht  moet  worden.  Tegen 
N^.  27  aan  leunt,  met  het  bolle  uiteinde,  de  glazen  meter 
(73,  die  dus  nu  »voor**  is.  Tegen  het  andere,  dus  het  vlakke 
einde  van  G^^  rust  het  tweede  stiftje  van  het  hangende 
spiegeltje. 

In  figuur  3  ligt  N^.  27  vóór,  en  is  zgne  vroegere  plaate 
ingenomen  door  eene  houten  met  metalen  schenen  voorziene 
lat  van  nagenoeg  één  nieter  lengte.  De  glazen  meter  is  na 
we^enomen. 

Boven  het  midden  van  den  balk  is  zeer  stevig  bevest^ 
een  vertikaal  geplaatst  mikroskoop,  zie  figuur  5,  in  welks 
buis,  ter  plaatse  van  het  brandpunt  van  het  positief  oculair, 
zich  een  diafragma  met  twee  evenwydige spinragdraden  bevindt 

By  de  eerste  liggingf  (figuur  2),  wordt  door  draaien  aan 
de  schroef  1%  de  streep  b  tusschen  de  draden  van  dit  mi- 
kroskoop gebracht;  onmiddellyk  daarop  wordt,  door  een 
helper,  in  den  kijker  F  de  schaal  G  afgelezen. 

Daarna  wordt  het  hangend  spiegeltje  weggenomen,  de 
glazen  meter  G3  zijdelings  verwijderd,  en  de  platina-iridiam 
meter  N^.  27  naar  voren  gebracht^  zoodat  men  de  in  figuur  3 
aangeduide  ligging  veikrggt.  Zooals  gezegd  is,  wordt  tus- 
schen de  schroef  C  en  N^.  27  nu  eene  lat  H  ingebracht 
van  ongeveer  één  meter  lengte;  die,  welke  ik  gebruikte, 
rustte  op  rollen.  Het  hangende  spiegeltje  wordt  nu  weer 
op  zijne  vorige  plaats  gebracht,  met  het  eene  stiftje  leunende 
tegen  hel  vertikale  spiegeltje  />,  met  het  andere  tegen  bet 
einde  van  den  streepmeter  N^.  27. 
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Beide  meters  worden  steeds  door  middel  van  gewichten, 
waarvan  de  koorden  over  katrollen  loopen,  met  eene 
Btandyastige  kracht  tegen  hunne  steunpunten  aangedrukt. 
Het  eene  koordje  is  aan  de  lade  van  N^.  27  bevestigd,  en 
behoeft  gedurende  eene  reeks  metingen  niet  losgemaakt  te 
worden.  Het  andere  koordje  wordt  met  een  haakje  aan  een 
knopje  bevestigd,  dat  op  zgde  van  eene  klem  zit,  die  op 
den  glazen  meter  geschroefd  wordt. 

Bg  die  tweede  living  wordt  door  draaien  aan  schroef 
C  de  streep  a  onder  het  mikroskoop  en  tusschen  de  draden 
gebracht. 

Bg  de  waarnemingen  van  1356  en  57  was  aan  de  schroef 
C  een  molentje  aangebracht;  de  waarnemer  moest  nu,  ter- 
w^l  hg  door  het  mikroskoop  keek,  door  met  een  stok  aan 
te  brengen  tikken,  de  wieken  van  dit  molentje  vooruit  of 
achteruit  draaien.  Deze  methode  kwam  mg  te  grof  en  te 
lastig  voor.  Ten  einde,  staande  voor  het  mikroskoop,  het 
omdraaien  van  schroef  C  met  de  noodige  langzaamheid  te 
kunnen  bewerkstelligen,  heb  ik  den  heer  Olland  verzocht 
in  plaats  van  het  molentje  aan  schroef  C  een  rad  aan  te 
brengen,  waarin  een  rondsel  grgpt,  dat  door  middel  eener 
stang,  waarvan  het  andere  eind  door  den  waarnemer  in 
de  hand    gehouden  wordt,    omgedraaid  kan  worden. 

Zoodra  de  streep  a  juist  tusschen  afleesdraden  in  het  mi- 
kroskoop is,  wordt  de  schaal  afgelezen. 

De  glazen  eindmeter  G^  is  nu  blgkbaar  vervangen  door 
den  a&tand  der  eindstrepen  op  N^.  27.  Het  verschil  in  de 
beide  aflezingen,  tot  mikrons  herleid,  is  dus  ook  het  verschil 
der  beide  meters. 


De  streepmeter  moet  dus  in  de  richting  van  de  lengte 
van  den  balk  verplaatst  worden,  de  eindmeter  in  eene  rich- 
ting loodrecht  daarop ;  hiernaar  zgn  de  richels  ingericht, 
waarop    de    wielen    rollen,  die  de  meters  medevoeren. 

De  streepmeter,  hier  N^.  27,  rust  met  zijne  lade  op  de 
vlakke  bovenzgden  van  twee  horizontale  assen,  die  aan  hare 

einden    van   losse  wielen  voorzien  zgn,    loopende  op  gzeren 
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richels,  aan  weerszijden  yan  den  balk.  Een  en  ander  is  in 
figuur  5  in  doorsnede  zichtbaar. 

De  eindmeter,  bier  63,  rust  op  een  paar  rollen,  die 
aan  een  wagen  bevestigd  zijn,  die  insgelijks  langs  ^zeren 
richels,  zijdelings  weggerold  kan  worden.  Vóór  dat  weg- 
rollen moet  het  koordje,  waaraan  het  gewichtje  hangt,  waar- 
van zoo  even  sprake  was,  losgemaakt  worden. 

Eene  volledige  meting  bestond  nu  uit  het  volgende  schema : 


Ingesteld  onder  het 

Welke  meter 

mikroskoop  streep 

y66x 

a 

W.  27, 

b 

ös, 

a 

NO.  27, 

h 

ös, 

a 

NO.  27. 

Elke  instelling  geschiedde  tweemaal  achter  elkander;  en 
elke  keer  werd  de  schaal  tweemaal  afgelezen.  Daardoor 
was  het  mogelijk  de  middelbare  fout  af  te  leiden,  zoowd 
van  de  aflezing  der  schaal,  als  van  de  instelling  der  strepen 
onder  het  mikroskoop. 

Tevens  werd,  zoodra  de  meters  verlegd  waren,  de  ther- 
mometer op  den  meter,  die  vóór  lag,  afgelezen,  evenals  een 
andere,  die  in  het  vertrek  boven  den  coniparateur  hing; 
evenzoo  werd,  bg  elke  aflezing  der  schaal,  de  tyd  aangetee- 
kend.  Kwam  er  geene  stoornis,  dan  liep  zulk  eene  reeb 
metingen  in  achttien  minuten  af. 


§4. 

NADEBB   BESCHBIJVIKG    VAN    BNKELE    BUZONOfiRHBDEN    VAIi  DEÜ 

C0MPABATBT7B. 

1.     De   platina'iridium  meter    N^,    27.    De  voorkant  yan 
N^.    27    b^    streep    &,    is    op    mgn    verzoek   door   den 
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Ollaüo  met  veel  nauwkeurigheid  loodrecht  a^eslepen.  De 
loodrechtheid  heb  ik  door  terugkaatsing  van  het  licht 
eener  kaarsvlam  onderzocht.  Alleen  de  randen  schijnen  een 
weinig  rond  af  te  loopen,  maar  volgens  den  heer  Olland 
is  dit  aan  het  pol^'sten  toe  te  schrijven,  dat  ik  noodzake- 
Igk  geacht  had,  om  dat  onderzoek  te  kunnen  doen.  Ove- 
rigens scheen  m:g  de  eindvlakte  voldoende  loodrecht  op  de 
as  te  z^n. 

2.  Het  mikroskoop^  dat  nog  van  1856  dagteekende,  had 
eene  negatieve  oogbuis,  die  door  middel  van  eene  stift 
en  eene  spleet,  eene  speling  in  hare  hoogte  had  van 
10  millimeters ;  met  deze  oogbuis  had  het  eene  vergroo- 
ting van  13,6  tot  15,2  maal.  In  1856  en  57  was  in  het 
brandpunt  van  het  oogglas  slechts  één  draad  van  gekleurde 
z^de    gespannen^    die    op  de  strepen  gebracht  moest  worden* 

De  hier  opgenoemde  vergrooting  kwam  my  te  gering  voor. 
Door  de  buis  van  het  mikroskoop,  die  slechts  17  centime- 
ters lang  was,  met  12  cm.  te  verlengen,  en  de  oogbuis  te 
vervangen  door  de  beide  oculairen  van  een  prismacirkel  van 
Wbgbnbe,  behoorende  aan  de  sterrewacht,  verkreeg  ik  ver- 
grootingen van  63,75  en  127,5  maal.  Eerstgenoemde  gaf 
nog  heldere  beelden,  doch  gemakshalve  gebruikte  ik  liever 
het  sterkste  oculair,  dat,  hoewel  het  de  strepen  wat  dof  ver- 
toonde, nog  voldoende  licht  gaf.  Het  diafragma  kwam  nu 
buiten  het  oculair. 

3.  De  verlichting.  Met  de  verlichting  heb  ik  veel  moeite 
gehad;  de  comparateur  stond,  zie  figuur  4,  in  den  zuider- 
toren  der  sterrewacht,  de  kijker  in  de  meridiaanzaal,  nabjj 
den  muur  van  den  noordertoren ;  door  die  schikking  alleen 
kon  ik  althans  over  een  afstand  van  8|  meter  tusschen  kij- 
ker en  spiegeltje  beschikken.  Die  groote  afstand  werd  door 
Stamkart  voor  het  gebruik  van  zgn  comparateur  noodig  ge- 
acht ;  doch  het  zal  later  blgken  dat  hij  veel  minder  bedra- 
gen' kan. 

Ifa  verschillende  proeven,  ook  met  gloeilampjes,  die  alle 
mislukten,  doordien  deze  te  spoedig  hare  lichtkracht  ver- 
loren, kreeg  ik  eindelijk  door  drievoudige  spiegeling  van  uit 

het  venster  licht,  dat  niets  te  wenschen  overliet. 

20* 
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Het  mikroskoop  a,  zie  figuur  5,  was  vastgeschroefi  op 
eene  koperen  plaat  6,  en  deze  weer  op  twee  vertikale  plankjes 
c,  die,  door  tusschenkomst  van  eene  ^zeren  plaat  d  sterig 
aan  den  baPc  e  bevestigd  waren,  ƒ  is  een  hol  spiegeltje, 
dat  de  heer  Olland  op  mijn  verlangen  zoo  ingericht  heeft, 
dat  men  het  met  gemak  alle  bewegingen  geven  kan.  By  de 
waarnemingen  bevindt  het  zich  onder  de  helft  van  het  objec- 
tief, uan  de  zyde  van  den  waarnemer;  het  kaatst  het  licht 
terug  naar  de  bo venvlakte  van  N^.  27,  die  onder  het  mikros- 
koop ligt.  Dat  spiegeltje  /  ontvangt  het  licht,  door  het  gat 
gy  van  een  grooteren  spiegel  A,  die  om  twee  loodrecht  op 
elkander  staande  assen  kunnende  draaien,  alle  mogel^ke  stan- 
den kan  aannemen.  Op  den  vloer  van  het  vertrek  is  in  i 
een  heliostaat  gezet,  die  het  licht  van  het  venster  terug- 
werpt naar  h ;  van  daar  gaat  het  naar  /,  en  daar  de  richting 
der  eindstreep  parallel  aan  de  lijn  /A  is,  is  de  verlichting 
symmetriek  met  betrekking  tot  die  eindstreep.  Op  deze  wgze 
kon  de  verlichting,  die  donkere  strepen  op  een  licht  veld 
geeft,  altgd  met  het  meeste  gemak  zoo  gunstig  mogel^ 
gemaakt  worden. 

4.  De  therfnameters.  Bg  de  zomerwaamemingen,  in  Au- 
gustus 1889  zgn  de  beide  thermometers  Baüdin,  N^.  4899 
en  4896  gebruikt,  die  te  Parijs  bg  den  platina-iridium  meter 
N^.  27  waren  ontvangen.  Deze  thermometers  waren  in  tiende 
graden  verdeeld,  en  honderdsten  werden  dus  geschat.  Acht 
vergelijkingen  werden  verricht  met  N".  4896  op  N^.  27  en 
N^.  4899  op  Gg,  en  acht  vergelijkingen  met  N<^.  4889  op 
NO.  27  en  N^.  4896  op  G^.  Daardoor  wordt  het  verschil 
in  aanwgzing  van  deze  thermometers  geëlimineerd,  en  komt 
nog  alleen  de  gemiddelde  correctie  der  beide  thermometers 
in  aanmerking. 

By  het  leggen  der  meters  voor  het  doen  dezer  winter- 
waarnemingen,  den  8»**»  Januari  1889,  brak  N^.  4896,  en 
werd  vervangen  door  Baüdin  N^.  7483,  van  de  sterrewacht, 
die  in  vijfde  graden  verdeeld  is,  en  waarop  dus  zeer  ge- 
makkelyk  de  v^ftigste  graden  geschat  kunnen  worden. 

Den  31***^°  Juli,  dus  vóór  het  begin  der  vergelijkingen, 
werd   gemerkt   dat   in   N^.  4899  de  kwikkolom  niet  geheel 
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doorliep;  met  de  loep  kon  men  eene  kleine  tusschenruimte 
ontdekken.  Daar  zg  bg  verwarming  opschoof,  bleek  zg 
lacht  te  bevatten.  Door  verwarming  van  den  thermometer 
werd  deze  luchtbel  tot  in  de  bovenste  verzamelholte  ge- 
bracht, en  aldos  verwgderd.  Het  nulpunt  van  den  thermo- 
meter kon  door  die  bewerking  veranderd  zgn,  en  het  kon 
verwacht  worden  dat  het  slechts  langzaam  tot  zgne  vorige 
ligging  zou  terugkeeren. 

Hoewel  Baudix  N^.  4896  en  4899  doorgaan  voor  stand- 
aardthermometers van  de  1"^^  klasse,  heb  ik  toch  gemeend 
meer  vertrouwen  te  moeten  stellen  op  de  beide  standaard- 
thermometers  van  de  Sterrewacht,  Baudin  7483  en  9797, 
die  wel  is  waar  slechts  in  vgfde  graden  verdeeld  zgn,  maar 
waarvan  de  schaal  tot  boven  het  kookpunt  reikt,  zoodat 
dit  met  den  daarvoor  dienenden  toestel  van  Reonault,  is 
knnnen  geverifieerd  worden. 

Van  de  gebruikte  thermometers  nu  is  het  nulpunt  herhaal- 
delgk  bepaald,  wg  zullen  dit  met  een  veranderd  teeken,  dus  de 
correctie  opgeven.  Met  de  meeste  zorgvuldigheid  werd  bevonden: 

Correctie  bg  0°. 
2  Ang.        31  Aug.        9  Sept 

Baudin     7483  —  0^10  0%00  —  0^04  vertikaal 

4899  —  O  ,11  —  O  ,14  —  O  ,15           > 

,              >  —  O  ,15  —  O  ,16  (—  O  ,17)  horizontaal 

>  4896  —  O  ,30  —  O  ,29  —  O  ,29  vertikaal 

>  »  —  O  ,40  —  O  ,35  (—  O  ,35)  horizontaal 
Geisslbb  NO.  2  +  o  ,01     +  O  ,01  O  ,00 

De  getallen  tusschen  (     )  zgn  uit  de  andere  afgeleid. 

Verder  gaven  den  5den  September,  opzettelgk  gedurende 
een  ganschen  morgen  voortgezette  proeven  met  behulp  van 
een  waterbak,  door  vergelgking  met  Baudhï  7483  en  9797: 

Baudin  4896         Correctie   van  15  tot  25°     —  0^205 


Baudih  4899 

bg   16",72 

—  0°,14 

>     19  ,71 

—  0,15 

>     22  ,23 

—  0,14 

>     24  ,58 

—  0  ,124 

QsissLES  NO.  2 

.     15—25° 

+  0,07 
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Terwijl   de    vroeger   genomene   bepalingen    van   kook-  en 
vriespunt  gegeven  hebben: 

Baudw  7483  1^  =  1^,0035  C 
Baudin  9797  V  =  l  ,0034  C 

welke  verhoudingen  by  de  herleiding  der  genoemde  vergelg- 
kingen  der  thermometers  in  den  waterbak  gebruikt  zgn. 

5.  Het  hangende  spiegeltje.  Dit  spiegeltje  zie  fig.  7,  was 
van  Stamkart  horkomstig.  Het  is  in  eeue  stevige  eikenhou- 
ten l^st  gevat,  en  van  achteren  z^n  hierin  de  twee  naalden 
bevestigd,  die  als  steunpunten  by  de  vergelgkingen  dienden. 
De  nog  van  Stamkart's  tyd  afkomstige  stiftjes  waren 
van  geelkoper  en  hadden  afgeronde  punten,  zoodat  het 
moeielijk  was  den  afstand  der  rustpunten  nauwkeurig  aan 
te  geven.  Ik  heb  daarom  den  Heer  Olland  verzocht  ze  door 
stalen  naalden  te  vervangen,  van  welker  spitsen  ik  den  af- 
stand, die  ook  nog  iets  kleiner  kon  aangenomen  worden 
dan  vroeger,  met  alle  nauwkeurigheid  kon  meten. 

Het  spiegeltje  hangt  aan  drie  draden,  waarvan  twee  aan 
de  achterzijde  bevestigd  zyn,  en  de  derde  aan  de  voorz^de. 
Deze  derde  is  om  eene  schroef  gewikkeld,  waardoor  het  mo- 
gelyk  is,  door  aan  deze  te  draaien,  aan  de  spiegelvlakte  die 
helling  ten  opzichte  der  loodlyn  te  geven,  die  yoor  eene 
geschikte  aflezing  door  den  kgker  noodig  is. 

Deze  drie  draden  vereenigen  zich  boven  het  spi^elte  tot 
één  draad,  die  boven  aan  eene  galg  opgehangen  is,  zoodanig 
dat  het  ophangpunt  in  de  richting  loodrecht  op  de  lengte- 
richting van  den  balk  verplaatst  kan  worden.  Tevens  is 
daar  de  draad  om  eene  schroef  heen  gewikkeld,  zoodat  door 
hieraan  te  draaien,  het  spiegeltje  ryzen  en  dalen  kan.  Ein- 
delijk is  het  vertikale  balkje  van  den  galg  van  onderen  met 
een  drukschroef  aan  den  balk  bevestigd,  en  daardoor  kan 
de  geheele  galg  voor-  en  achterover  gedraaid  worden,  waar- 
van eene  verschuiving  van  het  ophangpunt,  in  de  richting 
der  lengte -as  van  den  balk  het  gevolg  is. 

Een  gebrek  van  deze  inrichting  was  alleen  dit,  dat  het 
de    vraag   is    of  het  spi^eltje  wel  onwrikbaar  in  zgne  Igst 
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zit.  Wegens  de  mogelgkheid,  dat  nog  eenige  bewegelijkheid 
van  het  spiegeltje  was  overgebleven,  werd  het,  bij  de  ver- 
geiykingen,  altgd  met  de  meeste  voorzichtigheid  afgelicht,  over 
den  vasten  spiegel  geheven  en  weer  op  zijne  plaats  gehangen. 

De  afleeskijker  en  schaaL  Door  Stamkart  en  mij  was  in 
1856  en  57  voor  afleesk^ker  gebruikt  een  kleine  handk^ker 
van  MoLTBNi,  met  eene  opening  van  27  mm.  en  aardsche 
oogbuis,  waarvan  de  vergrooting  12,5  maal  bedraagt.  Deze 
vergrooting  kwam  mg  te  zwak  voor. 

£en  dergelgke  handkijker  van  denzelfden  maker,  met  38 
mm.  opening,  behoorende  tot  den  inventaris  der  sterrewacht, 
vergroot  25  maal;  deze  was  wel  geschikt,  maar  voor  de 
beschikbare  ruimte  te  lang.  Nog  andere  waarlooze  kekers 
beproefd  hebbende,  viel  mgne  keuze  op  den  kgker  van  een 
oud  altazimuth  van  Dollond,  met  eene  vergrooting  van 
17,7  maal. 

Hg  werd  in  eene  houten  goot  gelegd^  en  daarna  goed 
vastgebonden;  die  goot  werd  met  schroeven  stevig  bevestigd 
aan  eene  horizontale  lat  boven  die,  welke  voor  schaal  dienen 
moest.  De  as  der  kijkers  was,  zie  figuur  4,  evenwgdig  aan, 
doch  iets  hooger  dan  de  as  van  den  platina-iridium  meter, 
als  deze  op  den  comparateur  op  zijne  rollen  lag. 

Het  objectief  bevond  zich  van  het  hangende  spiegeltje 
op  een  afstand  van  8,579  meter. 

De  adezing  geschiedde  aldus.  Onder  den  kgker  was  aan 
de  bovenste  lat  een  zwart  koord  bevestigd,  waaraan  een 
'  gewicht  hing.  Op  den  comparateur  bevond  zich  nog  vóór 
het  losse,  hangende  spiegeltje,  een  vaste  vertikale  spi^l  iT, 
(figuur  2  en  3)  waarin  die  zwarte  draad  door  den  kgker 
gezien  werd.     Dit  spiegelbeeld  diende  als  wgzer. 

Op  de  bovenzgde  van  de  onderste  lat  was  een  papieren 
strook  geplakt,  met  dwarsstrepen,  108,4  mm.  van  elkander. 
Deze  waren  van  rechts  naar  links  genommerd  1,  2, 3  .  . .  10. 
Een  houten  driehoekig  prisma  van  2  dm.  lengte,  was  tus- 
schen  een  raam  gevat,  dat  over  die  lat  heen  schoof  en  op 
een  van  de  hellende  vlakken  van  dat  prisma  was  eene  pa- 
pieren strook  van  108,4  mm.  lengte  geplakt,  die  in  100 
gelgke    deelen    verdeeld  was ;  elk  deeltje'  bedroeg  dus   1 ,084 
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mm.;  deze  yerdeeling  was  gennmmerd  van  links  naar  leclitB, 
en  liep  dus  tegen  de  rorige  in.  Het  nulpnnt  dezer  yer- 
deeling als  wyzer  aanziende,  leest  men  dus  onmiddelgk  de 
honderdtallen^  eenheden,  en  tiende  deelen  yan  eenheden  af. 
Van  het  genoemde  raam  hing  aan  de  yoorzgde  yan  de  hk 
een  tweede  zwarte  draad  af,  waaraan  insgelgks  een  gewichtje 
hing,  en  wel,  om  de  slingeringen  spoedig  tot  stilstand  te 
brengen,  in  een  glas  water.  De  afetand  y«n  die  yóóizgde 
der  lat,  dus  yan  dezen  zwarten  draad,  tot  het  hangcDde 
spiegeltje  was  =  8,768  meters,  makende  met  de  zooeren 
genoemde  8,579  meters :  17,347  meters.  De  afstand  der  beide 
naalden  achter  het  hangende  spi^eltje  is  :=  16,0  mm. 
Nu  is: 

16  :  0,001  =  17347  :  1,084, 

zoodat  elk  deeltje  yan  onze  yerdeeling  oyeieenkomt  meteen 
lengteyerschil  der  meters  yan  één  mikron. 

Het  hangende  spiegeltje  is  yoor  den  waarnemer,  die  aan 
den  kgker  zit,  zichtbaar  boven  den  yasten  spiegeL  Maar 
daar  de  kgker  omkeert,  ziet  men  het  in  den  kgker  er  onder. 
De  waarnemer  breugt  nu,  door  het  raam  met  de  yerdeeling 
oyer  de  lat  te  yerschuiyen,  den  bewegel^ken  draad  in  het 
yerlengde  van  den  vasten  draad,  en  leest  de  schaal  af,  nL 
de  honderdtallen  van  deeltjes  op  de  lat,  de  enkele  deeltjes 
en  de  tiende  deelen  op  het  driehoekig  prisma. 


§5. 

VOOBZOBOEK,   OENOKBN   OH   ZOOyKEL  VOOXLIJK  JUI8IË   BB8UL- 

TATEN  Tl  ySBULUOEN. 

Velschillende  voorzorgen  moesten  genomen  worden  om 
zooveel  mogelgk  juiste  resultaten  te  verkrggen.  Ten  eerste 
moest  gezorgd  worden  dat  de  a^lezene  temperatuur  waar- 
^hünlnk  zoo  na  mogel^k  met  die  der  meters  overeenkwam. 
De  sterrewacht  bezit  wel  dubbele  muren,  maar  de  tempera- 
tuur  is   er   toch  dag  en  nacht  niet  gel^k,  hoewel  het  vö:- 
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schil  yeel  geringer  is  dan  in  de  opene  lucht.  Des  zomers, 
hg  helder  weder,  was  de  temperatuur  het  gel^kvormigst  t^- 
dens  en  onmiddel^k  na  het  maximum,  d.  i.  omtrent  4  uur 
des  namiddags  en  onmiddel^k  na  het  minimum,  een  paar 
unr  na  zons  opkomst.  Des  winters,  en  des  zomers  by  ge- 
heel betrokkene  lucht  was  de  temperatuur  over  het  algemeen 
Teel  gelgkmatiger.  Ik  nam  dus  des  zomers,  bg  helder  we- 
der, op  de  aangegeven  tgden  de  vergelgkingen,  terwyl  ik 
des  zomers  by  betrokkene  lucht  en  voorts  by  de  wintenrer- 
gelykingen  niet  op  den  tyd  van  den  dag  behoefde  te  letten. 

In  de  tweede  plaats  moesten  zooveel  mogelyk  voorzorgen 
genomen  worden,  dat  de  lichaamswarmte  van  den  waarne- 
mer geen  invloed  op  dien  der  meters  kon  hebben.  Hiertoe 
waren  zy  beiden  met  karton  bedekt,  dat  met  tinfoelie  be- 
plakt was.  Dit  toch  is  door  de  proeven,  onlangs  door 
H.  C.  Vogel  en  Wilsing  te  Potsdam  genomen,  {Aitron. 
Nachrichien^  N^  2815,  October  1887)  gebleken  eene  zeer 
doelmatige  manier  te  zyn,  de  stralende  warmte  tegen  te 
houden.  Bovendien  werd  telkens,  zoodra  de  meters  gesteld 
waren,  en  ik  dus,  kykende  door  het  mikroskoop,  de  instelling 
beginnen  zou,  een  met  tinfoelie  beplakt  bordpapieren  scherm 
vóór  den  voorsten  meter  neergelaten.  Daar  overigens  de 
yergelykingen  zeer  snel  in  zyn  werk  gingen,  heb  ik  de  volle 
overtuiging,  dat  de  lichaamswarmte  van  den  waarnemer  geen, 
althans  slechts  een  zeer  geringen  nadeeligen  invloed  op  het 
resultaat  heeft  kunnen  hebben. 

In  de  derde  plaats  moest  gezorgd  worden,  dat  het  steun- 
punt van  de  eene  stift  van  het  losse  spiegelte  steeds  het- 
zelfde was,  en  dat  de  andere  stift,  op  de  voorvlakte  van 
N^.  27  rustende,  dezelfde  plaats  aanraakte,  waartegen,  als 
N^.  27  de  achterste  was,  (1**«  stand,  figuur  2,)  de  glazen 
meter  met  zyn  bol  uiteinde  rustte.  Voor  het  eerste  werd 
gezorgd,  doordien  het  losse  spiegeltje  zydelings,  aan  den 
kant  van  den  waarnemer,  tegen  een  vast  steunpunt  rustte; 
(hiervoor  moet  dus  de  draad,  waaraan  het  spiegeltje  hangt, 
niet  volkomen  vertikaal  hangen,  maar  eenigszins  naar  de 
zyde  des  waarnemers  overhellen;)  voor  het  tweede  door  de 
meters    zeer   nauwkeurig    te    stellen,    en  telkens  door  eene 
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loep  goed  toe  te  zien,  waar  de  tweede  stift  van  liet  loaae 
spiegeltje  tegen  rostte.  Dit  was  namel^k  daarom  raadzaam, 
omdat  de  wielen,  waarop  de  beide  meters  rustten,  wel  eene 
geringe  z^delingsche  verplaatsing  der  meters  gedoogden. 
Het  punt,  waarin  ik  de  aanraking  t^en  de  voorvlakte  van 
N^  27  liet  plaats  hebben,  was  het  middelpunt  van  het  dwars- 
bal^e.  Mocht  er  nog  een  klein  verscbil  in  dit  aanrakings- 
punt zgn,  dan  wordt  het  zooveel  mogelgk  onschadelgk  ge- 
maakt, doordien  de  platinameter  van  voren  een  vlakte  had, 
die  zoo  nauwkeurig  doenl^k  loodrecht  op  z^ne  lengteas  ge- 
slepen was,  bovendien  was  de  stand  van  het  spi^^ite  Z>, 
nL  loodrecht  op  de  assen  der  meters,  gerectificeerd,  door  te 
zorgen,  dat  de  aflezing  van  de  schaal  hetzelfde  bleef,  als  het 
hangende  spiegeltje,  hetzg  zgdelings,  hetzg  naar  de  hoogte 
of  laagte  een  weinig  bewogen  werd. 


§  6. 


VOOaBEBLD  VAK  £ENB  REBKS  VEBOEUJKINGBN. 

Als  voorbeeld  van  eene  reeks  veigel^'kingen  zullen  wg  die 
van  den  22"^°  Augustus  1888,  des  morgens,  mededeelen. 
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^3o) 


16°,3I 


16^33) 


1 16^305 


16°,28) 


^3 


461, 
461 


'J)46M  ) 


461,325 


43i,5 
434 


'5|43i,6 


N*.  27 


<^\ 


N".  27 


434,2  f  ^' ■ 


434,35 
461,30 


—  26,95 


^^'^14610 
461.0  n*'^* 


461,5 


461,275 


'    (461  55 
461,6  n^'^ 


434,2 1  ^ .  2g 
434,3}       '^ 


434,1 


434 


,2} 


434,15 


434,2 
461,54 

1—  27,34 


lj;;;{  461.85 


461,7 


461,8 


Ziil*"'''' 


Gemiddeld:  Baübdi  4899  Baudih  4896  Gbisslbr  N*.  2 

op  N*.  87           op  <?,  in  het  vertrek 

16»,373         16°,51  16°,30 

,403              ,56  ,31 


O,  — N».  87 

—  26^95 

—  27  ,34 


16  ,388        16  ,535  16  ,30        —  27^15 

De  thermometer  Gbisslbe  N*^.  2,  (verdeeld  in  tiende  graden,) 
hing   boven  den  comp&tateur,  links  van  den  waarnemer,  en 
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werd  telkens  mede  afgelezen  om  de  standvastig]  leid  der  tem 
peratuor  in  het  vertrek  te  kunnen  beoordeelen. 


§  7. 

LKNOTB   VAK    OBN   PLATINA -IBIDIUIC   METER   N^.  27   BU  VERSCHIL- 
LENDE  TEMPERATUREN* 

De  vergelgkingen,  in  1879  en  1880  te  Pargs  door  de 
Bgks-Commissie  Stamkart,  Bosscha,  Oudbmans,  bggestaan 
door  den  heer  6.  Trksca,  met  den  Mètre  des  Archives  ver- 
richt, hebben,  in  verband  met  de  bepaling  van  den  uitzet- 
tings-coêfficiënt,  door  den  heer  Fizeau,  (zie  J.  Bosscha  >Be- 
lation  des  expériences,  qui  ont  servi  a  la  constraction  de 
deux  mètres  étalons  en  platine  iridié,  comparés  directement 
avec  Ie  Mètre  des  Archives,"  2^^  Partie,  p.  67,  geplaatst 
in  het  Journal  de  VEcole  Polytechnique  de  Delft,)  voor  de 
lengte  van  den  platina-iridium  meter  N^.  27  gevonden,  tot 
de  volgende  formule  geleid,  waarin  M  de  lengte  van  den 
Mètre  des  Archives  bg  O*'  C  en  ^  de  temperatuur  in  graden 
Celsius  beteekent;  en  de  eenheid  de  mi^on  of  duizendste 
mm.  is« 

NO.  27  =.  if  +  6m,11  +  0,4327  t  +  0,0401 1. 

Hiermede  vindt  men  het  volgende  tafeltje: 
T.  Celanfl.  N».  27  —  M. 


O**  +        &»,110 

1  14  ,547 

2  22  ,991 

3  31  ,444 

4  -1-39  ,905 
• 

16  +  142  ,060 

17  150  ,625 

18  +  159  ,198 


8^,437 
8  ,444 
8  ,453 
8  ,461 


8  ,565 
8  ,573 
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§  8. 


SAMiSllVOSOIKO    D£&    KKSULTATEN    B£TREFF£NDB    DEN   GLAZEN 
HETEK    (?3,    VAN  DE   NED.    O.    I.    REGEEBINO. 

Wij  zullen  nu  de  resultaten  der  afzouderlgke  vergel^kin- 
gen  mededeelen.  Meestal  bestaat  elke  vergel^king  uit  een 
gelgk  aantal  instellingen  en  aflezingen,  als  die  van  22 
Augustus,  die  in  de  §  6  is  uitgewerkt,  nl.  2  aflezingen  op 
den  eenen  en  3  op  den  anderen  meter,  gevende  2  uitkom- 
sten,  waaruit  het  arithmetisch  midden  genomen  werd.  Dit 
aantal  uitkomsten  is  in  de  6^^  kolom  door  den  letter  n 
aangeduid. 

ZoMBEVEaGELUKINOEN. 
ËBH8TE    REEKS.    BaUDIN    4896    Op    N^.    27. 


Datum. 
Augustus 

1888 

Baüdin 

4896  op 

N".  27. 

16^62 

Baüdin 
4899  op 

16^67 

(Gbisslbk 
N".  2  in  het  Ö,- 
vertrek). 
(16^43)    — 

-N*.  27. 
24/*,5 

n 
3 

Verschil 

tosschen  de 

eerste  en  de 

laatste  tem- 

peratuar- 

aflesing. 

—  0^26 

Welke 

meter 

het  eerst 

ea  laatst 

▼óórlag. 

^3 

w 

» 

17  ,19 

16  ,88 

(17,05)    - 

26  ,4 

3 

+  0  ,30 

N».27 

» 

9 

16  ,i2 

16  ,16 

(i6,40)    - 

25  ,6 

2 

+  0,20 

In.27 

» 

» 

16  ,U 

15  ,97 

(15  ,98)    — 

25  ,8 

2 

+  0,15 

NO.  27 

M 

9 

18  ,96 

18  ,85 

(19,04)    - 

25  ,65 

2 

+  0,12 

N».  27 

Ê 

» 

18  ,67 

18  ,52 

(18,40)    - 

26  ,3 

3 

+  0,11 

N*.  27 

'               » 

» 

16  ,54 

16  ,41 

(16  ,33)    — 

27  ,7 

2 

+  0  ,06 

N».  27 

» 

r 

jm.  . 
8 

15  ,51 

15  ,36 

(15,31)    - 

24,5 

2 

-4-0,14 

N«.  27 

S( 

136  ,05 

134  ,82 

(134  ,94)    — 

8 
(16°,87) 

206  ,45 

17^,006 

16^85 

Correctie.  . 

0,205 

0  ,14 

(+0  ,07) 

- 

Verbeterd.  .    16°,80       16«,71      {S&>,9^)    -    25  81, 
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TwEKDB  UBEK8.   Baudin  4896  op  G^. 


Bfttum. 
22  AugOBtuB  1888 

Baüdiv 
4899  op 
N».  27. 
16^,39 

Baubiv 

4896  op 

l6^53 

(Gbisslsr 
N«.  2  in  het  Ö,- 
Tertrek). 
(16^^0)     — 

-N^  27. 
27f*,15 

ff. 
2 

toMehen  ëe 
Mrsteeade 

UKt»tet«a- 

perataoT' 

aflcxing. 

+  0°,06 

Welk 
men 

betea 
ea  hêM 

23 

17  ,40 

17  ,S0 

(17.36)    - 

23  ,2 

2 

+  0,00 

N-.i 

27 

19  ,00 

19  ,10 

(18,91)    - 

25  .9 

2 

+  0,01 

«s 

28 

17.60 

17,84 

(17,53)    - 

23  ,5 

2 

+  0,00 

N».S 

28 

18,30 

18,29 

(i8,lö)    - 

25  ,2 

3 

+  0,17 

N*J 

29 

16  ,99 

17,11 

(i6  ,93)    - 

28,1 

2 

+  0  ,065 

N».S 

29 

17  ,61 

17,73 

(17.68)    - 

26  ,9 

2 

+  0,005 

K».a 

99 

8- 

17  ,90 

17  ,97 

(17,83)    - 

27  ,9 

2 

+  0,115 

H*.a 

UI  ,14 
17  ,64S 

142.09 

(140,72)    — 
g 

207  ,75 

17  ,761 

(17  .59) 

Correctie 

.  .  • 

-0,143 

-0  ,206  (+0  ,07) 

Vorbctord.  .      17  ,50        17  ,56      (17^66)    —    25  ,97 

Gemiddeld  uit  beide  reeksen. 


17M5         17M35 
N*.  27  ia  bij  17M5 


Ö,— N*.  27. 

—  25«,895 
M  +  151  ,91 


Du8  is  Ö,  bij  17M36  =  M  +  126f*,015 


m.  f. 
±  Of*,3S 


WnnXEYKEGSLIJKIKOBK. 

Ekrstb  rbxks.  Baudih  4899  op  N^.  27. 


Datum. 

8  Janoari  1889 

8  Januari  1889 

9  Januari  1889 
9  Januari  1889 


Baüdik 
4899  op 
N».  27. 

l^52 

1  ,615 
1  ,32 
1  ,505 


Baudot   (Gbissler 

7483  op  N^  2  in  het  Ö,— N  .  27.  n. 

Og,       vertrek). 

1°,40        (^,22)  —  18^,5  2 

1  ,51        (1  ,56)  ~  18  ,05  2 

1  ,32       (1  ,15)  —  18  ,0  2 

1  ,52       (1  ,41)  —  18  ,8  2 


5  ,96  5  ,75        (5  ,34)    —    73  ,3 


r,49 
Correctie.  .  —  O  ,17 


1  M 

O  ,04 


(1  ,34) 
(0,00) 


•uw«»uw ««     meter 
eerste  en  de  .  T™^ 
Uaf  «te  ien»-       .^5 


+  0°,265  N>.27 

+  O  ,265  N.27 

+  O  ,265  N*.27 

+  O  ,33  .V.27 


r,32         1^40       (1^34)    —    18.33 


(  319  ) 
TwBBBA  REXKS.  Baxjdin  4899  op  63. 

BaüDIN      BaüDIS     (GeisslEK  eerste  en  de      "^^^ 

Datum.  7483  op     4899  op   N".  2  in  het  ö,— N  .  27.  n.     *"';J[JJJ^-  IVmm 

N\  27.         Ö,.        vertrek).  %«Iiïü"    "^'^^ 

naari  1889      2°,625       2^905      (2^715)  —    20^,3  2      +  0*^45      N».27 

inuari  1889      2  ,90  3  ,15        (2  ,99)    —    19  ,7  2     |lJlo',125     ^•.27 

miiari  1889      2  ,96  3  ,225      (3  ,03)    —    20  ,9  2      +  O  ,A2      G^ 

muari  1889      1  ,66         2  ,07        (1  ,80)    —    19  ,6  2      +  O  ,346    Ö, 

10  ,145    il  ,35        (10  ,535)  —    80  ,5 

^  ———^—    ■  ■ — - 


2  ,54        2  ,84         (2  ,645) 
—  0,05    —0,17      (+0,01) 


2°,49        2^,67         (2  ,65)    —    20  ,13 

Gemiddeld  uit  beide  reeksen. 

Ö,—  N".  27. 

1^905         2°,03ö         —  19f*.23 
N«.  27  is  bij  1°,905  =  M  +  22  ,19 


m.  fout 


Dus  is  (?,  bij  2°,035  =  M  +    2f*,96  ±  «*,16 


§9. 


APLEIDINO    VAN     HET   EINDRESULTAAT    EN    VEBGELIJKINO    MET   DK 
IN   1856,    57   GEVONDENE  EN  TOT  NOG  TOE  AANGENOMENE  WAABDE. 

Wi]  hebben  gevonden  voor  de  lengte  van  03 

bij  17°,135  M  +   126.",015 

bfl     2  ,035  M  +       2  ,96 


Uitzetting  voor  15  ,10  123  ,055 

of   per  V  C                         8  ,149 

Derhalve  in  2°,035  16  ,58 

en  lengte  van  ©3  bg  O"* :  ilf  —  13f*,62 
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De    vergelijkingen    bg    0^    hadden  in  185G|  57  g^ven, 
zie  §  1  : 

03  =  a  —  0A*,30 
a  =  il  —  O  ,50 
A    =  M—     1  ,74  *) 


derhalve  :     G3  =  Af  —     2  ,54 
Thans    gevonden:     G^  ^=>  M  —  13  ,62 

Het  verschil  in  de  oude  en  deze  bepaling  is  dus  =  11,08 
mikrons;  hei  moet  zonder  twijfel  hoofdzakelyk  toegeschre- 
ven worden  aan  de  gebrekkige  vergel^king in  1838,  vanden 
voor  Nederland  bestemden  platina  standaardmeter  met  den 
Mètre  des  Archives. 

Wy  hebben  dus  nu  de  volgende 

TaFBL    VOOB    ds   LBNOTE    van    63,    AFGEROND   TOT    DUIZENDSTE 

MILLllfSTEES    (MIKBONS). 

C  (73  C  G^  C  G^ 


0° 

mm. 

999,986 

11° 

mm. 

1000,076 

21° 

mm. 

1000,158 

1 

999,995 

12 

,084 

22 

.16Ü 

2 

1000,00J 

13 

,092 

23 

,174 

3 

1000,011 

14 

,100 

24 

,182 

4 

1000,019 

15 

,109 

25 

,190 

5 

1000,027 

16 

,117 

26 

,198 

6 

1000.035 

17 

,125 

27 

,206 

7 

1000,043 

18 

,133 

28 

,215 

8 

1000,052 

19 

,140 

29 

,222 

9 

1000,060 

20 

,149 

30 

,231 

10 

1000,068 

*)  2joo  werd  het  verschil  althans  door  mij  afgeleid  uit  de  aanteekeoin- 
gen  der  commiBsie  Lifkens,  Utlenb&oek,  Lobatto.  7m  Ferslage^  e» 
Mêdedeelingen,  3e  Reeks,  Deel  III,  p.  226,  en  de  noot  onder  aan  die 
bladzijde. 


(  321  ) 


§  10. 

rVOSGING    D£B    RESULTATEN    BBTRBFFSNDK   DSK   GLAZEN   lOBTBR    6x3 
VAN    HlüT   NaTÜUEKUNDIG    EaBINBT  TJS   ÜTEBOflT. 

ZOHEBVEBGELUKIKGEN. 


Eerste  reeks.     Baudin  4899  op  Gi^. 


itum 


spt.  1888 


Baübin 
4896  op 
N'.  27. 
i5^64 
16^6 
16  ,52 
16  ,88 


Baüdin   (Gbisslbr 

4899  op   N».  2  in  het  Ö„— N«.27. 


15^55 

15  ,97 

16  ,38 
16  ,77 


vertrek). 
(15^39) 
(15  ,79) 
(16  ,25) 
(17  ,11) 


23f*,l 
20,4 
18  ,4 
20,4 


Venchil 
tiMchen  de 
eerste  en  de 
n,       iMtste  tem- 
peratuur- 
eflexing. 

2  +  0^085 

2  +0  ,066 

2  +0  ,08 

2  +0  ,30 


Som:    65  ,20       64  ,67      (64  ,54)    —    82  ,3 
4 4 4 4 


16  ,30       16  ,168    (16  ,135) 
Correctie:   —O  ,205  —O  ,14    (+0  ,07) 


16*',095     16^028    (16^205)    —    20f*,58 
Tweede  reeks.  Baudin  4899  op  N^.  27. 


Datani 

N^  27. 
rSept.lS88     16^75 


)    , 


Baudin     Baudin  (Geissleb 

4899  op     4896  op  N».  2  in  het  Ö,,— N".27.     i». 

ö,g.  vertrek). 

16°,89  (17°,01)  —  20.",4 

16  ,375    (16  ,28)  —  18  ,9 

16  ,07  (16  ,07)  —  19  ,7 

16  ,70  (16  ,70)  —  23  ,9 


16  ,22 
15  ,97 

17  ,55 


3 
2 

lil 

2 


Verschil 

tusscben  de 

eerste  en  de 

laatste  tem- 

peratuur- 

aflezing. 

+ o^3l 

+  0,20 
+  0,28 
+  0  ,24 


65  ,49       66  ,035    (66  ,06)    —    82  ,9 
4 4 4 4 


16  ,37      16  ,51      (16  ,515) 
Correctie  .  —O  ,14  —  O  ,205  (+0  ,07  ) 


16<^,23       16^305     (16°,59)    —    20,i,72 
Gemiddeld  nit  beide  reeksen 


16^16       16^17 

N».  27  ifl  bij  16M6 

Dns  is  G^j,  bij  16°,17 


Ö,3  —  NO.  27 
—    20ft,65 
=  jlf  +  143  ,44 

=  i/  +  122  ,79 


Welke 

meter 

het  eerst 

en  laatst 

▼ó6rla( 

N«.  27 

ö„ 
N«.  27 


Welke 

meter 

het  eerst 

en  laatst 
voorlag. 

Ö„ 

N«.  27 
ö« 


BUL.   IN   MJU)SD.   AID,   MATVVRK,   8de  REJIKg.   Dltlth   VI. 
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WlVTERTBBOKLUKINOEII. 


M^KH 

Bkoaj»      nam 

IkO*        A^IWI^AJ 

ki       -as  v^  v  V      vr*. 

^j 

3* 

Verschil 

Bavdim 

Baüdin 

(Geisslek 

tiuacben  de 
eerste  en  de 

1*e 

Daimn. 

7483  op 

4899  op 

N*.  2  in  het 

G,.  -N*.27. 

ir. 

laatste  tem- 

hete 

N'.  27. 

Oxr 

vertrek.». 

per&t«or- 

ca  11 
r9k 

17  Jan.  1889 

0^,03 

0^,38 

{vm 

—  I4^05 

2 

+  0^,33 

g1 

21     , 

3  ,55 

3,57 

(3.39) 

-  11  .7 

2 

+  0,33 

gI 

22    , 

3  ,34 

3  ,58 

(3  fi-i) 

—  13  ,7 

2 

+  0,235 

23    , 

2  ,60 

2  ,85 

(•i  .64) 

—  14  ,4 

2 

+  0,42 

4 

9  ,52 
2  ,38 

10  ,38 

(9,89) 

—  53  ,85 

2  ,595 

(2  ,47) 

1 
1 

Correctie  .  — 

-  0,03    - 

-  0  ,165 

(+0  ,01) 

—  13^,46 

2^,35 

2^,43 

(20,48) 

TW££DS    REJBKS.    BaUDIN 

4899  OP  W. 

27. 

1 

Verschil 

1 

Baudin 

Baud» 

(Gbissur 

tBSSchen  de 
eerste  en  de 

ji 

Bfttuni. 

4899  op 

7483  op 

N'.  2  in  het  ö,.— N*.27. 

n. 

laatste  tem- 

N*.  27. 

Ö... 

vertrek). 

peratnor- 
aflenag. 

»m 

24  Jan.  1889 

3°,63 

3^58 

(3o,635) 

-  14.^8 

2 

+  0^.26 

Sf; 

28     , 

3  ,71 

3  .71 

(3,68  ) 

13  ,6 

3 

-r  0,«5 

fiJ' 

29     , 

4  ,30 

4.34 

(4.485) 

—  17  ,0 

2 

+  0  ,275 

'^1'' 

30    »        ^ 

4  ,11 

4  ,03 

(4  ,125) 

—  16  ,1 

2 

+  0,28 

s-I 

4 

15,75 
3,94 

15  ,66 

(15  .925) 

—  61  ,5 

1 

3  ,915 

(3,98) 

1 

Correctie  .  - 

-  0  ,163  - 

-  0  ,03 

(+0,02) 

1 

3^,777        3*>,885      (4°,01  )      —  15f*,37 

Gemiddeld  uit  beide  reeksen. 

Ö„— N".27. 

3^06         3*»,16  —  14f*,42 

Lengte  van  N*.  27  bij  3*»,06  :  Jf  +  31  ,95 

Lengte  van  0^^  bij  3M6  ;  if  +  17  ,53 


(  323  ) 

§  11. 

AIXSTDING    VAK    HBT   EINDRESULTAAT   EK   YEEOELUKING    MBT   DB 

m  1856  EN  57  gevondene  waaede. 

Wg  hebben  gevonden  voor  de  lengte  van  Gi^: 

bg  16^17  :  M  +   122^79 

bg     3  ,16 :  M  +     17  ,53 


Uitzetting  voor  13°,01  105  ,26 

of  per  V  C:  8  ,0907 

Derhalve  in  3^16  25  ,57 

en  Lengte  van  Ö13  bg  O"*  C:  M  —  8f*,04 


De  veigelgkingen  hadden  in  1856,7  gegeven;  zie  Versl. 
en  Mededeelingen^  1*^®  Reeks,  7<^«  Deel,  blz.  33: 

bij   15^1  :       ©18  =  a   +    1^02  ,     midd.  fout  ±  0f»,31, 
bg     7  ,1  a  +   O  ,07 ,         »        »     3=  O  ,38. 

Schrgft  men  het  verschil  tusschen  de  beide  waarden  van 
^is  —  ^*  (^^^  midden  der  7  glazen  meters,)  aan  verschil  in 
uitzetting  toe,  dan  heeft  men 

bg  0°  ffjg  =  a  —  0f*,76  ,     midd,  fout  ±:  0f*,76 

a     =  il  —  O  ,50 
A    =  M—  1  ,74 


derhalve  :  (?i8  =  If  —  3  ,00. 

Het  verschil  met  onze  bepaling  is  hier  slechts  omtrent  5 
mikrons.  Het  is  mgns  inziens  echter  niet  zeker  dat  het 
verschil  tusschen  de  beide  waarden  van  G^^  —  a  aan  ver- 
schil in  uitzetting  moet  toegeschreven  worden.  Beschouwt 
men  het  als  toevallig,  en  de  uitzetting  van  G^^  gelgk  aan 
de  gemiddelde  van  al  de  glazen  meters,  dan  zou  men  hebben 

(?13  =  a  +   0.",64       midd.  fout  db  0f*,24 
=  Jf  —  1  ,60 

en    het    verschil  met  onze  tegenwoordige  bepaling  zou  daa 
6f*,3  bedragen,  hetgeen  slechts  4^,7  van  \\^  verschilt» 

21* 
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Aan  welke  bepalingen  dit  ligt,  aan  die  van  1856,  57  of 
aan  die  van  1888,  89  is  moeiel^k  te  beslissen.  Die  van 
1856,  57  hebben  het  voordeel,  dat  z^  in  een  groot  lokaal 
verricht  zgn,  waar  de  temperatuur  weinig  veranderde;  die 
van  1888,  89  dat  er  veel  meer  voorzorgen  genomen  zgn 
1®  om  de  metingen  niet  te  doen  l^den  door  de  stralende 
warmte,  die  van  het  lichaam  van  den  waarnemer  uitgaat, 
2^  om  de  juiste  correctie  der  thermometers  voor  alle  tem- 
peraturen te  kennen,  3^  om  te  zorgen  dat  de  steunpunten 
der  belde  stiftjes  achter  het  hangende  spi^eltje  dezelfde 
bleven. 


§  12. 

OKDBBZOKK   KAAR   DE   NAUWKEURIGHEID   DBR   WAARNSMIHGEN 

BK   RESULTATEN. 

Let  men  op  alles,  wat  omtrent  de  gevolgde  wgze  van 
waarnemen  is  medegedt^ld,  en  beschouwt  men  het  in  §  6 
gegevene  voorbeeld,  dan  ziet  men  dat  men  vier  verschil- 
lende middelbare  fouten  te  onderscheiden  heeft.  Wy  zullen 
noemen : 

de  middelbare  fout  van  ééne  aflezing  der  schaal  door 
den  k^ker    .     .     .     .     , m^, 

de  middelbare  fout  van  ééne  instelling  van  het  mi- 
kroskoop m», 

de  middelbare  fout  van  één  verschil  der  beide  meters, 
a%eleid  zooals  in  de  laatste  kolom  van  het  schema  in 
§  6  is  aangetoond,  uit  ééne  gemiddelde  aflezing  als  de 
eene  meter  voor  is,  en  twee  gemiddelde  aflezingen  als 
de  andere  meter  vóór  is,  (ééne  voorafgaande  en  ééne 
volgende,  welke  middelbare  fout  voorondersteld  wordt 
a  poateriori  afgeleid  te  zijn,  dus  door  vergelijking  van 
de  twee  of  drie  tot  hetzelfde  stel  behoorende  resultaten    m^, 

de  middelbare  fout  van  liet  resultaat  van  één  stel 
metingen,  welke  middeibare  fout  evenzoo  verondersteld 
wordt  a  posterioii  a%eleid  te  zgn  door  vergel^king  met 
het  midden  van  al  de  stellen m^. 
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Omtrent  de  afleiding  dezer  middelbare  fouten  geldt  het 
volgende : 

mi  wordt  berekend  uit  de  yerschillen  van  de  beide  afle- 
zingen, genomen  na  elke  instelling  van  het  mikroskoop, 
(zie  6^^  kolom  in  het  schema  van  §  6).  Noemen  wg  deze 
verschillen  a.  Zgn  er  in  een  stel  vergelgkingen  der  beide 
meters  2p  instellingen,  dus  4p  aflezingen,  dan  is: 

2p  mi»  =  i  [a2] , 
b.  V.  voor  22  Augustus,  zie  §  G: 

10  m^^  =  0,21. 
Derhalve  voor  al  de  stellen: 

2  2p.my^=  ^  :S  [a% 


tn^ 


=ii/ 


P 


tn^  wordt  evenzoo  door  de  verschillen  gevonden,  tusschen 
de  beide  middentallen  der  paren  aflezingen,  die  tot  dezelfde 
ligging  der  meters  behooren.  Noemen  w^  die  verschillen 
6,  dan  is  evenzoo  : 

b.  V.  voor  22  Augustus: 

5  (V  +  ^  «ij»)  =  0,2975. 

En  voor  al  de  stellen: 

-s  p.  w  +  *  ^1^)  =  i  ^  r«'] 

derhalve : 

2p 

Wg  hebben  hieromtrent  echter  de  volgende  opmerking  te 
maken :  Men  kan  aannemen,  dat  er  eene  oorzaak  is,  waarom 
de  tweede  instelling  doorgaans  hoogere  of  lagere  aflezingen 
geven  moet  dan  de  eerste.  Zoo  geefk  22  Augustus,  zie  §  6 : 
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Tweede  aflezing      —      eerste  afiezing 
N\  27  yóÓT.  G,  vóór. 

+  0,15  —  0,5 

+  0,55  —  0,1 

-  0,1 


Gemiddeld:      +  0,20  —  0,3 

Het  is  werkelgk  gebleken,  dat  een  dergelgk,  nagenoeg 
constant  verschil  bestond.  Wy  hebben  namelgk  geyonden, 
de  gezochte  overmaat  =  ^r  stellende: 

NO.  27  róÓT.  Ö,    of  Ö„  TÖÓr. 

Zomenrerg.  G^:  50;r=+7f*,8  «=4.0",16  89*  =—  4^3  jr=— Of'Jl 

ff          ö,8 :  22        -4-3  ,1  +0  ,14    25       —  3  ,55      —O  ,U 

Wintenrerg.  O , :  22       —2,1  —O  ,10   19      —  1  ,35      —0 ,07 

ff          (?„ :  21       +2  ,3  +0  ,11    22      —  1  ,9        —0 ,09 


li5jf=-hll  ,1  «=4-0  ,10  105  «=—11  ,1    x=--0  ,10 

By  het  afleiden  der  middelbare  foaten  kan  en  moet  op 
een  dergelyken  systematischen  invloed  gelet  worden ;  dit  ge- 
schiedt, zooals  bekend  is,  door  in  plaats  van  2  [6^]  te  nemen  : 

■^  p 

doch  deze  herleidiog  is  bg  elk  der  vier  groepen  reigeljldn- 
gen  a&onderl^k  uitgevoerd.     Aldos  is  verkregen: 

Uit  de  zomervergelykingen  van  : 

Ö3  :  178  mi»  =  2,56  89  (m,»  +  4  m  ,«)  =  10,34 

Ga'.    94  0,57  47  3,65 

Uit  de  wintervergelgkingen  van : 

Ö5  :     82  mi«  =  0,965  41  6,00 

ö,,:     80  0,66  43  6,77 


440  mi*  =  4,755  220  (mj*  +  {  mi*)  =  26,76 

mi*  =  0,0108  mj*  +.  i  mi'  =    0.1216 

mi   =  ±  0f,104  i  mj*  =    0,0054 

OT,«  =    0,1162 

mj  =  ±0'',34 
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Is  de  a&tand  der  stiftjes  achter  het  hangende  spiegeltje 
=  ^,  en  de  veigrooting  van  den  k^ker  =  F,  dan  is  de 
angulaire  waarde  yan  m^ : 

üïl—    V ^.^ V   17  7  -  24" 

~    A  «n   !"■         "■   16000  «•«   1"   '^        '     ~         ' 

Is  verder  de  afstand  van  duidelijk  zien  =  D,  de  ver- 
grooting  van  het  mikroskoop  =  V',  dan  is  de  angulaire 
waarde  van  m^ 

-  DrinV'    ^    -  218000  ml"  ^  '     ~         * 

De  angulaire  middelb.  fout,  24",  van  de  aflezingen  der 
schaal  met  den  kgker  bewast  de  nauwkeurigheid  der  me- 
thode, om  twee  zwarte  strepen  op  witten  grond  in  elkan- 
ders verlengde  te  doen  vallen.  De  beide  aflezingen,  die  door 
den  amanuensis  der  sterrewacht,  den  heer  C.  Verloop,  tot 
op  tiende  deelen  van  de  deeltjes,  die  s==  1,084  mm.  waren, 
verricht  werden,  waren  meestal  aan  elkander  geiyk;  zoodat 
ik  wel  eens  het  vermoeden  kreeg,  dat  de  tweede  aflezing 
niet  geheel  onbevoordeeld  geschiedde;  doch  indien  ik  zelf, 
met  de  noodige  aandacht,  eene  aflezing  eenige  malen  her- 
haalde, d.  w.  z.  de  beelden  der  twee  hangende  draden  in 
elkanders  verlengde  bracht  en  de  schaal  dan  aflas,  verkreeg 
ik  ook  herhaalde  malen  dezelfde  aflezing.  De  tweede  leden 
der  bovenstaande  vergelijkingen  2,56  enz.  zgn  voomamel^k 
te  wijten  aan  eenige  weinige  groote  verschillen,  (tusschen 
de  beide  aflezingen,)  die  wellicht  aan  eene  beweging  van  den 
voorliggenden  meter  te  wijten  z^n. 

De  middelbare  fout  wg  =:  0/^,34  had  men,  de  vergrooting 
van  het  mikroskoop  127,5  in  aanmerking  genomen,  geringer 
kunnen  verwachten.  Latjgier  »Mémoire  sur  la  détermina- 
tion  des  distances  polaires  des  étoiles  fondamentales,"  Mém, 
de  VAcad.  des  Sciences,  XXVII,  2™«  Partie,  blz.  38;  vindt 
de  middelbare  fout  van  het  brengen  van  een  streep  tusschen 
twee  evenwgdige  strepen  =  24",  en  Bosscha  (» Relation  des 
expériences   qui    ont  servi  a  la  construction  de  deux  mètre9 
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en  platine  iridié,  compares  directement  avec  Ie  mètre  des 
Archives/'  Journal  de  l*Eeole  Polytechnique  de  Delfts,  Tomé  I, 
p.  96)  vond  uit  het  midden  van  vier  bepalingen: 

middelbare  fout  X   vergrooting  =  22f',23, 

zoodat  bg  eene  vergrooting  ran  127,5  eene  middelbare  font 
zou  behooren  van : 

22,23 

dus  ongeveer  de  helft  van  hetgeen  onze  waarnemingen  op- 
leverden. De  reden,  waarom  onze  middelbare  fout  grooter 
werd  gevonden,  kan  tweeledig  zgn :  eensdeels  was  er  tosschen 
beide  instellingen  een  tydsverloop  van  omtrent  eene  minuat, 
waarin  eene  werkelijke,  hoezeer  ook  geringe,  verandering 
in  den  stand  der  streep  kon  plaats  hebben;  anderdeels  was 
de  vergrooting  sterker  dan  het  enkelvoudige  objectief  van 
het  mikroskoop  verdragen  kan.  De  strepen  van  den  meter 
deden  zich  flauw  en  slecht  begrensd  voor.  Toen  ik  vroeger, 
bg  voorloopige  metingen,  eene  oogbuis  gebruikte,  half  zoo 
sterk  als  deze,  vond  ik  eene  middelbare  fout  van  instelling, 
die  slechts  iets  grooter  was,  nl.  0f*,4.  Door  de  grootere 
vergrooting  op  het  mikroskoop  te  plaatsen,  werd  wel  het 
gemak  een  weinig  bevorderd,  maar  de  nauwkeurigheid  niet 
vermeerderd. 

De  derde  middelbare  fout  m^  leiden  wg  af  uit  de  twee 
of  meer  resultaten,  die  elk  stel  vergelgkingen  heeft  opgele- 
verd. Zooals  uit  §  6  te  zien  is,  hebben  wij  de  bg  derge- 
Igke  bepalingen,  waar  systematische,  maar  toch  veranderl^ke 
fouten  kunnen  begaan  worden,  gebruikelyke  methode  gevolgd, 
om  als  er  n  -|-  1  aflezingen  van  den  eenen  en  ft  aflezingen 
van  den  anderen  meter  elkander  afwisselen,  alsdan  het  ver- 
schil te  nemen  tusschen  elk  der  n  laatstbedoelde  aflezii^ 
en  het  arithmetisch  midden  der  naastvoorgaande  en  naast- 
volgende  aflezing  van  den  anderen  meter;  men  heeft  dan 
het  voordeel,  twee  of  meer  resultaten  te  verkrggen,  die  een 
oordeel  over  de  overeenkomst  der  vergelgkingen  kunnen  ver- 
schaffen,   terwgl    de    onregelmatige    fouten    nog    iets  beter 
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geëlimineeid  worden,  dan  wanneer  men  eenvoudig  het  arith- 
metiscli  midden  neemt  tusschen  de  beide  categoriën  van  af- 
lezingen. *)  De  beide  resultaten  zgn  niet  geheel  onderling 
onaf hankelyk ;  bepaalt  men  uit  hunne  verschillen  de  mid- 
delbare fout  van  elk  resultaat,  dan  vindt  men  daarvoor  eene 
te  kleine  waarde;  zooals  in  mijne  »Mededeeling  betreffende 
betreffende  de  verificatie  van  eenige  kilogrammen,"  Versla' 
gen  en  Medededingen^  3^^  reeks,  III,  blz.  259,  is  aange- 
toond, moet  men  de  gevondene  (middelbare  fout)^  nog  ver- 

4n  —  1 

memgvnldigen  met  den  factor- -;  deze    factor  is  dus: 

3  fi  —  1 


Voor  n  s=  2. 


7 

5 

_  11 

8 
15 

11 


n  =  4. 


Op  deze  wgze  heb  ik  gevonden: 

üit  de  zomervergel^kingen  van  G^  19  m^  =  8,24 

>  »                  »                     »  0^3     9  10,41 

»  >    wintervei^elflkingen     »  ög       8  6,77 

»  »                  »                     »  öi3  9  17,20 

45  fwg»  =       42,62 
mg»  =         0,95 

fllg    =    ±    0,97 

Men  ziet  dus  dat  er  bij  het  verwisselen  der  meters  sto- 
rende invloeden  werken,  want  bestonden  deze  niet,  dan  zou 
men  voor  mg*  moeten  verkregen  hebben: 


*)  Zooals  gemakkelijk  te  bewijzen  is,  worden  lengteveranderingen  van 
den  vorm  «•  +  »  /  -f- j»  ^,  (waarin  /  den  tijd  voorstelt,)  geëlimineerd,  door, 
als  er  is  afgelezen  a^,  i„  «„  b^  en  a^  te  nemen: 

8  2 
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Tot  hetzelfde  resultaat  komen  wg,  als  wg  de  op  yer* 
schillende  dagen  of  althans  door  verschillende  stellen  Terge- 
Igkingen  yerkregene  uitkomsten  bg  het  algemeene  midden 
▼ergelgken.     W^j  vinden  namelgk: 

üit  de  zomervergelgkingen  van  G^:  14  m^^  =       32,55 

»     »                 »                   »      öig:     6  25,74 

»     »   wintervergelgkingen  »      (73  :      6  1,56 

»     >                  »                   »      Ö13:     6  11,10 

Som  :     32  m^^  =       70,95 
m^^  =         2,22 
«14    =»   ±  1,49 
Derhalve : 

middelbare    font    van   het  resultaat  der  zomervergelgkingen 

van  Ga ±  — —  =  ±  0F,37, 

1,49 
middelbare  fouten  der  overige  reeksen        — r=        O  ,52. 

Hoewel  wg  deze  middelbare  fouten  gaarne  kleiner  gewenscht 
hadden,  wg  gelooven  toch,  dat  voor  alle  doeleinden,  waarvoor 
de  glazen  meter  ooit  gebruikt  zal  worden,  de  bereikte  nauw- 
keurigheid voldoende  is. 


§  13. 

KADBB   OVDBRZOKK,    IK    HOK   VSK  DB   LICHAAKSWARMTE   VAN  DIÜ 
WAA&VKMBR   BU   DB    VBRGELUKIKOEN   MBRKBAAB   WAS. 

Hetgeen  boven  is  medegedeeld  betreffende  het  verBchil 
tusschen  de  aflezingen,  behoorende  bg  de  eerste  en  de  tweede 
instelling  bg  dezelfde  ligging  der  meters,  gaf  mg  aanleiding 
eens  na  te  gaan,  welke  in  het  algemeen  de  vermeerdering 
der  temperatuur  en  der  aflezingen  gedurende  een  stel  ver- 
gelgkingen  geweest  is.  Zie  hier  wat  dat  onderzoek  heeft 
opgeleverd.  Wg  hebben  de  zomervergel^kingen  en  de  winter- 
vergelgkingen  afzonderlgk  gehouden,  en  evenzoo  de  stellen, 
waarbg  de  platina-iridium  meter,  als  waarbg  een  der  glazen 
meters  in  het  begin  en  eind  voor  was.  Wg  geven:  1^.  den 
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datam;  2^.  den  duoi  der  geheele  reeks  vergelgkiDgen,  3^.  de 
toeneming  der  aanw^zing  van  den  thermometer,  die  op  den 
meter  lag,  die  bg  het  begin  en  eind  vóór  was;  4^.  de  rg- 
zing  der  temperatuur  in  het  vertrek  zelf,  afgeleid  uit  de 
aanw^zing  van  den  thermometer  GisissLEa  N^.  2,  die  boven 
den  comparateur,  doch  zoo  hing,  dat  hg  nauwelgks  aan  de 
stralende  warmte  van  den  waarnemer  onderhevig  was. 

Yan  beide  thermometers  werd  het  midden  der  beide  eerste 
aflezingen,  behoorende  bg  de  eerste  ligging  der  meters,  af- 
getrokken van  het  midden  der  beide  laatste  aflezingen,  be- 
hoorende bg  de  laatste  ligging  der  meters. 

5^.     de    toeneming   van    de  aflezing  der  schaal,  tusschen 
de  eerste  en  de  laatste  aflezing,  zoowel 
a,    in    de  eerste,    derde,  vgfde  ligging  als  6,  in  de  tweede, 
vierde  ligging. 

ZOMERVEBOBLUKINGSN . 

De  platina-iridium  meter  N^.  27   het  eerst  vóór. 


' 


Datam. 


Dwai. 


Biizinff 

yan  den  Cometer 

op  N*.  27.  lin  het  vertrek, 


Verandering 
N".  27 


der  aflezing 
I  ö,  of  ö„ 


3  Angofitas 
4 
20 

22  # 
23 
24 
28 
28 
29 

29         , 
29         , 
30 
31 

12  September 
14 
20 


9 


22« 

16 

17 

17 

17 

19 

17 

28 

19 

19 

19 

19 

17 

23 

20 

12 


Gemiddeld  .  .      19» 


+  0*^,30 
O  ,07 
O  ,15 
O  ,06 
0,09 
0,12 
0,09 
0,17 
0,085 
O  ,095 
O  ,115 
O  ,06 
O  ,U 
0,085 
0,085 
O  ,10 


+  OMl 


0^,00 
+  0,09 
+  0,21 

—  O  ,01 

—  0,06 
+  0,075 
+  0,16 
+  O  ,265 
+  0,275 
+  O  055 
+  0,135 
+  0,16 
+  O  ,075 
+  O  ,045 

—  O  ,025 
+  0,08 


—  0f*,75 
+  0,78 
+  1  ,5 
+  O  ,475 

—  0,125 
+  1  ,05 
+  1  ,825 

—  2,325 
-0,25 
+  0,775 

+  1  ,8 

—  0,75 
+  O  ,425 

—  0,5 
+  O  ,875 
+  0,8 


+  OMO      i    +  0p,35 


—  0f*,25 

•     •     • 

—  0,125 

—  0,15 
+  0  ,10 

—  O  ,775 

—  O  ,025 
-O  ,50 
-0,75 
+  0,9 
-1,3 
+  0,75 

—  O  ,125 

—  1  ,35 

—  0,45 

—  0,15 


-0p,28 
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De  glazen   meter  G^  of  &13  het  eerst  vóór. 


Datum. 

Duur 

Rij  zing 
van  den  thermometer 
op  N*.  27   'in  het  vertrek. 

Verandering 
G?,  of  6„ 

dar  afleanir 
N*.  27 

2  AuguBtos 

31»' 

—  0°,26 

-  0^25 

-  1",67 

-2.«^ 

4 

14 

+  0,13 

+  0,05 

—  0,37 

•        ■       • 

27 

17 

+  0,01 

+  0,035 

—  0,50 

—  0,70 

13  September 

14 

+  0,06 

+  0,08 

+  0  ,05 

—  0,10 

16 

21 

+  0,30 

+  0,345 

-  2,075 

+  0,025 

17 

25 

+  0,31 

+  0,345 

—  3  ,725 

—  0^ 

19 

19 

+  0,20 

+  0,18 

—  1  ,xr5 

+  1^ 

20 

16 

+  0,18 

+  0,30 

—  0  ,325 

—  0,625 

22 

28 

+  0,24 

dbO,00 

+  0  ,125 

—  0  ,20 

Gemiddeld  .  . 

21»' 

+  0^,13 

+  0^,12 

-  IM 

-«^,4 

Winter  VERGBLUKINGKN. 


De  platina- iridium  meter  N^.  27  het  eerst  vóór. 


Datum. 

Duur. 

Rii 
van  den  t 
op  N«.  27 

zing 

lermometer 

iuhetvertreL 

Verandering 
N«.  27 

der  aflezing 
Ö,  of  Ga 

8  Januari 

21m 

+  0<»,265 

+  VM 

—  0f*,05 

—  IftSO 

8 

18 

0  ,265 

0  ,17 

+  0,33 

+  0,525 

9 

32 

0  ,265 

0,36 

—  0  ,50 

—  0,23 

9 

22 

0  ,33 

0  ,355 

+  1  .88 

+  1.40 

10 

21 

0,15 

0  ,35 

—  0,70 

+  1.27 

11 

29 

0  ,125 

0,11 

—  0,03 

•        •         « 

24 

23 

0  ,26 

0  ,325 

+  0,05 

+  1  .875 

29 

16 

0,275 

0,305 

+  2,00 

+  1  .00 

30        B 

20 

0  4» 

0  ,34 

+  *.30 

+  2  ,025 

Qemiddeld  .  . 

22m 

+  0^,24 

+  0^27 

+  0«.81 

+  Of»,90 
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De  glazen  meter  G^  of  G13  het  eerst  vóór. 


Datum. 

Duur. 

Rijzing 
van  den  thermometer 
op  G.      in  het  vertrek. 

Verandering  der  aflezing 
G.  of  Ö„        N^  27. 

11  Januari 

i2m 

+  0M45 

+  0°,21 

—  Of  ,15 

.  •  . 

11        # 

19 

0,42 

0,285 

1  ,65 

-«*,tó 

12 

17 

0  ,345 

0  ,47 

0  ,93 

+  0,18 

17 

18 

0,33 

0  ,39 

0  ,6 

—  0,725 

21 

25 

0,33 

0,11 

2,88 

+  1.6 

22        , 

16 

0,235 

0,435 

1  ,83 

+  0  ,85 

2S        , 

26 

0  ,455 

0,425 

1  ,7 

+  1  .3 

Gemiddeld .  . 

19m 

+  0^33 

+  0^,33 

-  1P,39 

+  Of  ,46 

De  reden  dezer  verschillen  is  niet  gemakkel^k  aan  te 
geven.  Het  is  in  de  eerste  plaats  niet  zeker,  althans  niet 
b^  de  zomerwaamemingen,  dat  de  rijzing  der  thermometers 
uitsluitend  aan  de  tegenwoordigheid  des  waarnemers  moet 
geweten  worden.  Na  elke  instelling  van  het  mikroskoop 
verwgderde  ik  m^  van  den  comparateur,  en  begaf  ik  m^ 
meestal  achter  den  zwaren  pilaar,  die  in  de  boverdieping 
den  k^ker  van  Steinheil  draagt.  De  bollen  der  thermometers 
waren  door  karton,  dat  met  tinfoelie  beplakt  was,  tegen 
stralende  warmte  beschut;  de  een  lag  in  de  bovenste  holte 
van  den  Xvormigen  platina-iridium  meter  N^.  27,  de  ander 
was  op  de  glazen  meter  gebonden.  Eerstgenoemde  thermo- 
meter zal  dus  met  meer  waarschijnlijkheid  zijne  r^zing  aan 
die  van  de  temperatuur  van  N®.  27,  dan  aan  stralende 
warmte  van  den  waarnemer  ontleend  hebben. 

Raadselachtig  is  vooral  het  verminderen  der  aflezing  voor 
G3  of  (713  als  deze  het  eerste  vóór  lag;  maar  ook  bg  die 
wintervergelgkingen,  waarin  N^.  27  het  eerst  vóór  lag,  komt 
de  gemiddelde  vermeerdering  der  aflezing  voor  G^  of  ö^g, 
nl.  +  0'^,90,  lang  niet  overeen  met  de  gemiddelde  r^zing 
der   temperatuur,  (0°,27j,    van    dienzelfden  meter,  daar  deze 
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temperatuurs-yermeerdering  met  eene  lengte-Termeerdering 
van  ongeveer  2^,2  zon  oyereenstemmen. 

In  één  opzicht  is  de  glazen  meter  bg  de  vei^elgkingen 
in  een  anderen  toestand  dan  N^.  27;  hg  wordt  namelgk, 
als  hg  niet  vóór  ligt,  zgdelings  weggeschoven,  zoodat  hg 
zich  dan  niet  meer  boven  den  balk  bevindt.  De  streepmeter 
N^.  27  blgft  echter  altgd  boven  den  balk.  Hierin  kan  een 
verschil  van  thermische  werking  schuilen,  maar  opzettelgke 
proeven  zouden  daaromtrent  genomen  moeten  worden; 
voorsliands  is  het  mg  althans  nog  niet  duidelgk  hoe,  bg 
toenemende  kamertemperatuur,  daardoor  eene  verkoeling  ont- 
staan kan. 

Men  zou  geneigd  zgn  uit  het  hier  medegedeelde  af  te 
leiden,  dat  het  verstandiger  is  enkel  het  resultaat  der  eerste 
Tergelgking  van  eiken  dag  te  gebruiken  en  de  één  of  twee 
volgende  resultaten  slechts  als  controle- waarnemingen  te 
beschouwen.  Ik  heb  dit  ook  gedaan,  en  het  resultaat,  dat 
te  voorzien  was,  was  voor  N^.  3,  dat  deze  zoowel  voor  de 
zomer-  als  de  wintervergelgkingen  0'*,3  langer,  en  voor 
N^.  13,  dat  hg  0^,4  langer  werd  gevonden.  Het  yerschil 
is  dus  uiterst  gering;  en  er  blgkt  wel  uit  dit  geheele  on- 
derzoek, hoe  moeielgk  het  is,  twee  meters  tot  op  b.  v. 
I  mikron  met  elkander  te  vergelgken. 

ütretfu,  19  April  1889. 


3   i 


r 


i 


n 


FCg:  6. 


\ 

-4 


t  l 


IMiOOES-VERBAAL 


YAV  DB 


GKWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  25  Mei  1889. 


Tegenwoordig    de   Heeren:    tak   de   Sakde   Bakhutzen, 
Voorzitter  I    Pekelhabing,    Biebens   de    Haan  5   EobteweGi 

FOBSTEB,  KaMEBLINOH  OnNES,  VAN  DEB  WaALS,  BeHBENS, 
SiTBIKOAB,  MaBTIK,  LoBElïTZ,  MaC  GiLLAVBT,  ZaAUEB^  HoFF- 
KAlTNi    flUBBECHT,    A.    C.    OüDEMAlTS   JB.,    FbAKCHIMONT,  BeUE- 

BiNGK,  Zeeman,  Place,  van  Diesen,  Micgbaëlis,  Stokvis,  de 
Vries,   Kapteyn,   van    't  Hoff,  Hoogewbbff,  Buys  Ballot, 

J.     A.     C.    OüDEMANS,     SCHOLS,    BbUTEL    DE    LA   BlVI^E,    BaU- 

wsNHOFF,  Engelmann,  Gbinwis,  Moll,  Gunning  en  0.  A.  J.  A. 
OuDEMANs,  Secretaris. 

—  Het  Proces-Verbaal  der  vorige  Vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  H.  Du  MoNCEAU,  particulier  Secretaris  van'  Z.  M. 
den  Koning,  's  Gravenhage,  20  April  1889;  2^.  het  Minis- 
terie van  Oorlog,  's  Gravenhage,  20  April  1889;  3^.  het 
Ministerie  van  Justitie,  's  Gravenhage,  24  April  1889;  4^. 
den  Commissaris  des  Eonings  in  de  provincie  Noord-Holland 
te  Haarlem,  18  Mei  1889;  5^,  Burgemeester  en  Wethouders 
van  Amsterdam,  25  April  1889;  6^.  Burgemeester  en  Wet- 
houders van  Zutphen,  26  April  1889;  7^.  G.  F.  Wbstbbman, 
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Directeur   van   het  koninklgk  zoölogisch  Genootschap  »Na- 
tnra   Artis   Magistra"    te    Amsterdam,   20  April  1889;  8<>. 
H.  C.  BoooB,  Bibliothecaris  van  de  Universiteits-Bibliotheek 
te   Amsterdam,    24   April  1889;  9^  A.  J.  van  Pesch,  Bi- 
bliothecaris   vau    het    wiskundig    Genootschap   »Een  onver- 
moeide   arbeid    komt    alles    te    boven*'    te   Amsterdam,   24 
April  1889;  10^.  Directeuren  van  de  Nederlandsche  Handel- 
maatschappy    te    Amsterdam,    24    April    1889;  11^.  A.  J. 
Ek8CHJ£D£,    Bibliothecaris  van  de  Stads-Bibliotheek  te  Haar- 
lem,   27    April    1889;    12^.   J.  Bosscha,  Secretaris  van  de 
Hollandsche    Maatschappg    der   Wetenschappen  te  Haarlem, 
1  Mei  1889;    13^.   G.  C.  W,  Bohnbnsieg,  Conservator  van 
TkylBb's   Stichting    te    Haarlem,    4  Mei  1889;  14^.  Cura- 
toren  van   de  Bijks-Universiteit  te  Leiden,  22  April  1889; 
15^.    W.    P.    WoLTBBS,    Bibliothecaris   van  de  Maatschappg 
der    Nederlandsche    Letterkunde  te  Leiden,  25  April  1889; 
16^.    A.  B.  Abnizbnius,  Griffier  van  de  Tweede  Kamer  der 
Staten-Generaal    te   's  Gravenhage,  25  April  1889;  17^.  J, 
TiDEMAK,  Secretaris  van  het  Koninklijk  Instituut  van  Inge- 
nieurs   te  's  Gravenhage,  26  April  1889;  18°.  H.  Volueb- 
HOVBN,  's  Gravenhage,  27  April  1889;  19^,  B.  J.  Gobdhabt, 
Secretaris    van  het  Botterdamsch  Leeskabinet  te  Rotterdam, 
24    April    1889;    20'^    J.    A.    Gbothb,    Secretaris  van  het 
historisch    Genootschap  te  utrecht.  Mei  1889;  210.  W.  F. 
C.  VAN  Laak  Jb.,  Bibliothecaris  van  de  Gemeente-Bibliotheek 
te    Arnhem,    1889;    22^.    van    Naambn,    Secretaris  van  de 
Overgsselsche    Vereeniging  tot  ontwikkeling  van  provinciale 
Welvaart  te  Zwolle,  13  Mei  1889;  23^.  Taets  van  Amerox- 
GEX,    Gouverneur  van  de  Koninklijke  militaire  Akademie  ie 
Breda,  4  Mei  1889;  24^.  R.  D.  M.  Yebbbbk,  te  Buitenzorg, 
18    April    1889;  25^.  F.  Eeoeb,  Secretaris  van  de  anthro- 
pologische   Gesellschaft    te    Weenen,    12  April    1889;  20^ 
I.    S.    BiLLiNGS,    Bibliothecaris    van    het   Surgeon  generai's 
Office    te    Washington,    26    April    1889;  aangenomen  voor 
bericht. 

—  Voorts   Brieven    ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 
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1^*  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  's  Gra- 
▼enhage,  2  Mei  1889;  2^.  het  Ministerie  yan  Marine  te 
's  Gravenhage,  25  April  1889;  30.  G.  G.  W.  Bohnbnsieo, 
Conservator  van  Tetler's  Stichting  te  Haarlem,  1889;  4P. 
Buts  Ballot,  Directeur  van  het  koninkl^k  Nederlandsch 
meteorologisch  Instituut  te  Utrecht»  7  Mei  1889;  5^.  Teg* 
HBR,  Bibliothecaris  van  de  Universiteits-Bibliotheek  te  Lund, 
23  April  1889;  60.  B.  A,  Colonka,  Directeur  van  het 
U.  S,  coast  and  geodetic  Survey  Office  te  Washington, 
9  Mei  1889;  7^.  I.  F.  Bride,  Bibliothecaris  van  de  public 
Librarj  te  Melboume,  15  Januari,  25  October  1889;  waarop 
het  gewone  besluit  valt  van  schriftelgke  dankbetuiging  en 
plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 

1^.  de  dankzegging  van  wege  Z.  M.  den  Koning  (20  Mei 
1889)  voor  den  gelukwensch,  Z.  M.  bij  gelegenheid  van 
H.desz.  40-jarige  regeering  door  de  Akademie  aangeboden; 
2^.  een  brief  van  Z.  Exc.  den  Minister  van  Binnenlandsche 
Zaken  (6  Mei  1889),  de  mededeeling  behelzend,  dat  de  be- 
noemingen van  de  Ileeren  Dr.  J.  W.  Moll,  Directeur  der 
H.  B.  S.  te  Utrecht,  tot  gewoon  lid,  en  A.  G.  Yoroer- 
MAN,  geneesheer  te  Batavia,  tot  correspondent  der  Akade- 
mie door  den  Kaad  van  State  bekrachtigd  zijn;  3^.  een 
brief  van  den  Heer  Dr.  J.  W.  Moll,  waarin  hg  zijn  dank 
betuigt  voor  zijne  benoeming  tot  lid  der  Akademie;  4^. 
een  schreven  van  den  Heer  Dr.  Jan  de  Vries,  leeraar  aan 
de  H.  B.  S.  te  Kampen,  ter  begeleiding  van  een  opstel: 
•  Over  vlakke  configuraties,  waarin  elk  punt  met  twee  lij- 
nen incident  is",  aangeboden  voor  de  werken  der  Akademie. 
Tot  rapporteurs  over  dien  arbeid  worden  door  den  Voorzitter 
aangewezen  de  Heeren  Bibrens  de  Haan  en  van  den  Berg  ; 
5^.  eene  mededeeling  van  den  Heer  Hoek,  dat  hij  verhin- 
derd is  de  vergadering  bg  te  wonen. 

—  De  Heer  Lorentz  doet  eene  mededeeling  over  e2emo^- 
hdaire  beweging  van  opgeloste  stoffen.  —  De  waarden,  door 
den   Heer   van  't  Hoff   uit  verschillende  gegevens  voor  den 
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osmotischen  druk  in  zeer  verdande  waterige  oplossingen  af- 
geleid, maken  het  waarscbgnlgk,  dat  deze  druk  niet  andera 
is  dan  de  » kinetische  druk*'  der  opgeloste  stof;  dat  h^  nL 
gelgk  is  aan  de  hoeveelheid  van  beweging,  gerekend  volgens 
de  normaal  op  eenig  vlak,  die  tengevolge  van  de  moleku- 
laire  beweging  der  opgeloste  stof  per  t^dseenheid  door  de 
eenheid  van  dat  vlak  gaat,  waarb^  dan  zou  moeten  worden 
aangenomen,  dat  de  gemiddelde  kinetische  energie  van  een 
molekuul  der  opgeloste  stof  even  groot  is  als  die  van  een 
gasmolekuul  by  dezelfde  temperatuur.  Om  deze  opvatting 
nader  op  de  proef  te  stellen,  kan  men  het  molekulair  even- 
wicht in  eene  oplossing,  waarop  uitwendige  krachten  wer- 
ken, op  twee  verschillende  wyzen  beschouwen. 

Vooreerst  kan  men,  gelijk  dit  door  de  Heeren  Grour  en 
GuAPBRON  en  meer  in  het  algemeen  door  den  Heer  vak  dkk 
Waals  gedaan  is,  uit  de  tweede  wet  der  warmtetheorie  de 
veranderingen  afleiden,  die  in  een  dergelyk  geval  de  con- 
centratie van  punt  tot  punt  vertoont.  De  uitkomst  woidt 
bgzonder  eenvoudig,  wanneer  men  dit  versclignsel  in  ver- 
band brengt  met  den  osmotischen  druk  en  de  vloeistof 
onsamendrukbaar  onderstelt.  Neemt  men  nl.  aan,  dat  de 
uitwendige  kracht  overal  dezelfde  grootte  en  richting  heeft, 
en  beschouwt  men  een  prisma,  waarvan  grond-  en  boven- 
vlak  =  1  zgn,  en  loodrecht  op  de  kracht  staan,  dan  bl^kt 
het  verschil  van  den  osmotischen  druk  aan  die  beide  vlak- 
ken, wanneer  de  uitwendige  kracht  alleen  op  de  opgeloste 
stof  werkt,  gelgk  te  zijn  aan  de  totale  kracht,  welke  de 
inhoud  van  het  prisma  ondervindt.  Werkt  daarentegen  de 
uitwendige  kracht  op  de  massaeenheid  van  het  water  even 
sterk  als  op  de  massaeenheid  der  opgeloste  stof,  dan  wordt 
het  bedoelde  verschil  gelgk  aan  de  kracht,  welke  op  de  in 
het  prisma  aanwezige  opgeloste  stof  werkt,  verminderd  met 
die,  welke  het  door  deze  stof  vervangen  water  ondervindt. 
Met  het  » vervangen"  water  wordt  hier  bedoeld  de  hoeTeel- 
heid  water,  die  men,  na  de  opgeloste  stof  verwgderd  te 
hebben,  in  het  prisma  zou  moeten  brengen  om  dit  opnieuw 
geheel  te  vullen. 

In    de  tweede  plaats   kan  men  nagaan,  aan  welke  vooi^ 
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waarde  Toldaan  moet  zgn,  opdat  de  totale  hoeveelheid  van 
beweging  der  in  het  prisma  aanwezige  opgeloste  stof  niet 
verandert;  daarbg  moet  zoowel  op  de  krachten  als  op  den 
kinetischen  druk  aan  grond-  en  bovenvlak  worden  gelet. 

De  yergel^king  der  langs  dezen  weg  verkregen  uitkom- 
sten met  die,  welke  uit  de  mechanische  warmtetheorie  wor- 
den afgeleid,  voert  tot  de  identiteit  van  den  osmotischen 
dmk  en  den  kinetischen  druk,  wanneer  men  de  volgende 
onderstellingen  maakt : 

1.  Indien  op  het  water  geene  uitwendige  kracht  werkt, 
ondervindt  eene  groep  molekulen  der  opgeloste  stof  van  de 
waterdeeltjes^  waartusschen  z^  zich  bewegen,  alles  samen- 
genomen, geene  kracht  in  de  eene  of  in  de  andere  richting. 

2.  Indien  daarentegen  ook  het  water  aan  de  uitwendige 
kracht  is  onderworpen,  hebben  al  de  krachten,  die  de  wa« 
terdeeltjes  op  eene  hoeveelheid  der  opgeloste  stof  uitoefenen^ 
eene  resultante,  gelgk  en  tegengesteld  aan  de  uitwendige 
kracht,  die  op  het  door  deze  hoeveelheid  vervangen  water 
zou  werken. 

—  De  Heer  BnsRBNs  db  Haan  brengt,  als  Voorzitter  der 
HuYOENS-Commissie,  een  4^  rapport  uit  over  de  werkzaam- 
heden der  Commissie  en  deelt  mede  dat  het  2^  deel  van 
HuTOENs'  werken  weldra  het  licht  zal  zien. 

—  De  Heer  van  db  Sandb  Bakhutzbn  verklaart  een,  volgens 
zgne  opgave,  door  den  Heer  Repsold  geconstrueerden  toestel 
voor  het  uitmeten  van  de  sterreplaatsen  op  photographieën, 
door  middel  van  rechthoekige  coördinaten,  en  deelt  de  uit- 
komsten mede  van  de  uitmeting  van  eene  photographie, 
welke  hg  van  den  Heer  P.  Henby  uit  Pargs  ontvangen  had. 
De  waarschgnlijke  fout  van  eene  coördinaat  is  db  0",043. 

In  verband  met  deze  nauwkeurigheid  wijst  spreker  op 
het  belang  van  de  photographie  ter  vervanging  van  mikro- 
meter-  en  heliometer-metingen.  Eene  gunstige  gelegenheid 
om  de  groote  waarde  van  de  photographie  in  dit  opzicht  te 
leeren  kennen,  zal  binnen  kort  worden  aangeboden  bij  ge-* 
legenheid   van  de  oppositie  van  Victoria.     De  plaatsen  van 
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de  planeet  zullen  dan  door  heliometer*metingen  aan  de  Kaap 
de  Goede  Hoop  (in  Yale  ObserTatory),  te  Ldpzig  enteGot- 
tingen  worden  bepaald,  doch  tevens  zullen,  gedurende  die 
periode,  op  de  sterrenwacht  te  Pargs  photographieên  worden 
vervaardigd  van  die  planeet  en  de  in  hare  nabgheid  liggende 
vergelgkingssterren,  welke  te  Leiden  zullen  worden  uitge- 
meten. 

De  mededeeling  geschiedde  naar  aanleiding  van  het  in  het 
licht  verschgnen  eener  A^  verhandeling  van  den  Spieker: 
» Mesure  des  clichés  d*après  la  methode  des  coordonnées 
rectangulaires*',  waarvan  een  exemplaar  voor  de  boekeig 
der  Akademie  ten  geschenke  wordt  aangeboden. 

—  De  Heer  Forsteb  doet  in  de  eerste  plaats  eenige  mede- 
deelingen  aangaande  onderzoekingen,  onder  zgne  leiding  door 
den  Heer  ni  Fbettag,  Officier  van  Gezondheid  1*^  kl.  N.  L  L., 
gedaan  over  den  invloed  van  verzadigde  oplossingen  van  keu- 
kenzout  en   van   zout   in  substantie  op  de  ontwikkeling  en 
het  leven  van  pathogene  bacteriën.    Terwgl  cholera-bacillen 
door    keukenzout,    in   overmaat   aangewend,  spoedig  gedood 
worden,  blgven  andere  soorten  van  bacteriën,  zooals  typhus- 
bacillen,  pyogene  staphylokokken,  erysipelkokken,  de  bacillen 
der  varkensziekte  (rouget  des  porcs)  —  indien  zg  onder  zout 
bewaard   worden  —  langen   tgd,  gedurende  weken  en  som- 
mige   zelfe    gedurende    maanden,  in  het  leven.     Het  onder^ 
zoek    heeft   in  zoo  verre   praktisch  belang,  als  aan  Spreker 
bekend  is,  dat  op  sommige  plaatsen  vleesch  van  dieren,  die 
bg  het  slachten  aan  parelziekte  Igdend  werden  bevonden  en 
waarvan    de    weeke   deelen   voor  het  gebruik  als  voedings- 
middel a%ekeurd  werden,  gezouten  en,  na  2  ii  3  weekenin 
den  pekel  gelegen  te  hebben,  aan  de  eigenaars  ter  vrge  be- 
schikking werden  teruggegeven.  Tuberkelbacillen  echter^  die 
de  oorzaak  zgu  der  tuberkulose  van  den  mensch  en  van  de 
hiermede  overeenkomende  parelziekte  van  het  rund,  worden 
door   het  zouten  of  pekelen  niet  gedood;  deze   bacillen,  af- 
komstig van  kultures,  zoowel  als  van  knobbels  van  organen 
van  runderen,  die  aan  parelziekte  Igdende  waren,  behouden 
onder  zout  zoowel  hun  leven  als  hun  infecteerend  vermogen) 
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zoodat  ingezouten  of  gepekelde  —  door  parelziekte  ontaarde  — 
organen,  waarvan  gedeelten  in  de  buikholte  van  proefdieren 
worden  gebracht,  b^  deze  tuberkulose  van  het  peritoneum 
teweeg  brengen.  Waarschgnl^k  staat  het  weerstandsvermo- 
gen dier  mikroorganismen  tegen  het  zouten  in  verband  met 
het  vermogen  om  sporen  te  vormen.  Dit  mag  althans  wor- 
den afgeleid  uit  proeven,  met  miltvuurbacillen  genomen. 
Hierbij  bleek,  dat  deze  bakteriën  door  geconcentreerde  zout- 
oplo8singen  (van  ten  minste  7^  procent)  gedood  worden,  in- 
dien zg  vrg  van  sporen  zgn,  terwijl  kultures  er  van,  die  sporen 
bevatten,  onder  zout  bewaard,  na  maanden  nog  het  vermo- 
g^en  hebben,  zich  te  ontwikkelen  en  te  vermenigvuldigen. 

In  de  tweede  plaats  vermeldt  spreker  nog  de  in  z^'n 
laboratorium  door  Dr.  G.  B.  Tilanus  Jk.  gedane  onder- 
zoekingen omtrent  den  invloed  van  iodoform-dampen  op 
tnberkelbacillen.  Er  werden  aan  de  Vergadering  een  aantal 
buisjes  vertoond,  waarin  een  voor  de  ontwikkeling  van  tu- 
berkel bacillen  geschikte  voedingsstof  aanwezig  was.  Die  stof 
was  in  alle  buisjes  ter  zelfder  t^d  met  tuberkelbacillen  in- 
geënt. In  de  eene  helft  der  buisjes  had  men,  na  het  enten, 
boven  de  voedingsstof  kleine  buisjes  met  iodoform-poeder 
opgehangen.  Alleen  in  die  buisjes,  waarin  geen  iodoform 
waa  gebracht,  hadden  zich  kuituren  van  tuberkelbacillen  ge- 
vormd; onder  den  invloed  van  de  iodoform-dampen  daaren- 
tegen, had  geen  ontwikkeling  plaats  gehad. 

—  De  Heer  Hoffuann  deelt  mede,  dat  hij  binnen  kort 
voor  de  werken  der  Akademie  eene  verhandeling  hoopt  aan 
te  bieden:  >Over  de  ontwikkeling  van  het  gehoororgaan  bg 
de  Beptilien''. 

—  De  Heer  de  Veibs  biedt  voor  de  boekerg  een  exem- 
plaar aan  van  een  onlangs  door  hem  uitgegeven  werk: 
«Intracellalare  Pangenesis. 

—  De  Vergadering  wordt  gesloten. 


YIE&DB   BAPPOBT 


TAX  SB 


HUTGENS-COMMISSIE. 

(üitgefanusht  k  de  Yergadfiring  Tan  85  Md  1869). 


Na  eerstdaags  het  Tomé  II  van  de  Oeuvres  et  Correêjxm" 
danee  de  Ghb.  Hutgins  in  het  licht  yersch^nen  zal,  wenscht 
Uwe    Commissie  daaromtrent  eenige  mededeelingen  te  doeiu 

Het  eerste  Deel  liep  over  de  jaren  1637 — 1656,  het  tweede 
loopt  oYer  het  tgd?ak  1657 — 1659,  het  yolgende  zal  de  ja- 
ren 1660— -1662  moeten  bevatten. 

Het  eerste  Deel  hield  365  brieven  en  nog  18  in  het  Sup- 
plement. 

Het  tweede  Deel  hield  337  brieven  en  nog  20  in  het 
Supplement;  dns  740  te  zamen. 

Hiernevens  l^gen  wg  U  over  eene  Igst  van  de  personen 
die  in  deze  Carreepondance  voorkomen,  in  zoo  verre  zg  door 
HüTOSHs  of  aan  hem  geschreven  zgn.  Bovendien  zgn  er 
nog  110  andere  brieven,  die  niet  tot  een  dezer  beide  soor- 
ten behooren.  Deze  Igsten  hebben  wg  Of^maakt  voor  het 
eerste  en  voor  het  tweede  deel  aSzonderlgk,  en  daarop  voor 
beide  deelen  te  zamen. 

De  tweede  kolom  bevat  de  namen  der  brie&chrgvers^  de 
derde  en  vierde  kolom  het  aantal  brieven  door  Hütoehs 
aan  hem,  en  door  hem  aan  Hutgsns  geschreven.  Daaruit 
blykt,  dat  door  sommige  personen  niet  aan  Huyosns  is  ge- 
antwoord, en  eveneens  dat  Hutgaks  sommige  personen  niet 
beantwoordde.  Behalve  deze  uitzonderingen  nu  blgkt  uit 
deze   Igsten,  dat  er  bg  velen  der  genoemde  personen  brief- 
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wisseling  met  Huygens  bestond;  waar  dit  plaats  hadi  is  in 
de  eerste  kolom  het  aantal  brieven  van  die  briefvnsseling 
opgegeven,  dns  de  som  der  aantallen,  die  in  de  derde  en 
Tierde  kolommen  voorkomen. 

Tabsl  I.   TOME  L 

Bnefwisseling.  van  H.     aan  H. 

Fr.  X.  Aynscom 1 

2     Er.  Bartholin 1  1 

A.  de  Bie 1 

Ism.  Bonllian. 1 

W.  Brereton 3 

H.  Bmno 1 

Calthof 1 

7  P.  de  Carcavy 4  3 

2     A.  G.  de  ChambonDière     ....  1  1 

6  J.  Chapelain 3  3 

8  A,  Colvins 4  4 

N.  Colvius 1 

V.  Conrart 2 

J.  Elsevier. 1 

2     Etats-Généraux 1  1 

J.  Golins 2 

19     Gregorius  a  St.  Vincentio.     ...  10  9 

8     G.  van  Gutschoven  •.,....  5  3 

7  J.  Hevelius 3  4 

G.  B.  Hodiema 1 

11     O.  Huygens,  père 7  4 

42     C.  Huygens,  frère 25  17 

Lodewgk  Huygens 5 

Pliilips  Huygens 2 

Suzanna  Huygens 1 

19     G.  A.  Kinner  a  Lowenthum.     •     .  8  11 

D.  V.  Leydeu  v.  Leeuwen.     ...  1 

5     D.  Lipstorp 3  2 

15     M.  Mersenoe 5  10 

153  92  "^ 
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Brie 
260 


A.  Tacqaet 

4    J.  Tan  Vliet 

8     J.  Wallis 

J.  de  Witt 

son  Goosiii 1 

M»». 1 

?  (1) 1 


van  H. 

aan  H 

120 

169 

3 

1 

3 

4 

4 

2 

272  128  181 

Tabbl  ui.  Tokbs  I  en  II. 

BriefiriBseling.  van  H.  aan  U. 

M.  H.  van  Andel 1 

Pr.  X.  Aynscom 1 

D.  van  Baerie I 

3     E.  Bartholin 1  2 

6     Ch.  Bellair 2  4 

A.  de  Bie 2 

S     A.  Boddens l  2 

50     lam.  Boalliao 19  31 

W.  Brereton 3 

2     C.  Brunetti 1  1 

10     H.  Bruno 4  6 

J.  Yan  der  Barch 1 

Calthof. ,     .     .  1 

16     P.  de  Carcavy 8  8 

2     A.  G.  de  Cbambonnière 1  1 

27     J.  Chapelain 10  17 

10     A.  Colvius 5  5 

N.  Colvius. 1 

2     B.  Conradus l  1 

V.  Conrart 2 

L.  van  Coppenol 1 

S.  Coster  •     • 1 

A.  Dayck  • 1 

131  62  sT 
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Briefwiflfleling. 
131 

J.  Elsevier 

2     Ëtats-^Généraux 

Etats  de  UoUande  et  de  West-Frise. 

8  du  Gast 

Th.  Göbert 

J.  Golius 

27  Gregorius  a  St.  Vincentio.     .     .     . 

9  G.  van  Gutschoven 

2  N.  Heinsius 

2  G.  Hesius 

H.  van  Hearaet 

10     J.  Hevelius 

2     G.  B.  Hodiema 

2     J.  Hudde 

14     C.  Huygens,  père 

44     C.  Huygens,  f  rere 

Lodewijk  Huygens 

Philips  Huygens 

Suzanna  Huygens 

S.  G.  Kechelius  a  Hollenstein.   .     « 

22     G.  A.  Einner  a  Löwenthurn.      .     . 

D.  v.  Leyden  v.  Leeuwen.     .     .     . 

5     D.  Lipstorp .     .     « 

L.  de  Medicis 

18     M.  Mersenne 

T.  B.  Mocchi 

H.  L.  H.  de  Monmor 

H.  du  Mont 

22     11,  Mylon 

Lady  Newcastle 

Chr.  Otter 

4     R.  Paget 

(5     BI.  Pascal 

y     P.  Petit 

W.  Pieck 


van  H. 
62 


2 
U 
Ü 
1 
1 

5 
1 
1 

8 
25 

7 


1 
10 
1 
3 
1 
8 
2 
1 
1 
8 


1 
1 
2 
1 


aan  H. 

85 
1 
2 


13 
3 
1 
1 
2 
5 
1 
1 
6 

19 

2 
1 

12 


10 


U 
1 
1 
3 
5 


334 


179       198 
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Belangryk  mag  zalk  een  overzicht  ook  uit  dien  hoofite 
heeten,  dat  daamit  blykti  hoezeer  de  briefwisseling  in  den 
loop  der  jaren  zich  allengs  verplaatste.  Komt  in  den  aan- 
vang M.  MnssNKS  op  den  voorgrond,  naderhand  verschg- 
nen  G.  A.  EnncsB  ik  Lowekthxtkk  en  G&sgobiüs  a  Sr.  Yin- 
cDfno  en  vooral  ook  F&aics  van  Schootisn;  terwjl  deze 
in  den  loop  van  het  derde  deel  overlgdt;  in  het  tweede 
deel  is  er  eene  drukke  briefwisseling  met  B.  F.  d£  Slusb, 
IsM.  BouLLiAU,  J.  Ghapblain,  en  ook  deze  znllen  wederom 
voor  anderen  moeten  plaats  maken.  Yoor  den  lateren  bio- 
graaf van  HuTGENs  leveren  deze  overgangen  zekere  belang- 
rgke  gezichtspunten  op. 

Leiden,  24  Mei  1889. 

D.  BEERENS  DE  HAAN,  Voorziüer. 
H.  A.  LOfiENTZ,  Secretarie. 


PROCES-VERBAAL 


TAN  DE 


GEWONE  VEÏMÏADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 


op  Zaterdag  2»  Juni  1889. 


Tegenwoordig  de  Heeren :  van  der  Waals,  onder- Voor- 
zitter, Rijke,  Mac  Gillavry,  Zaauee,  be  Vries,  Pranchi- 
MONT,  VAN  Dorp,  Stokvis,  Beijerinck,  Hoffmann,  Weber, 
fluBRECHT,  Martin,  Mulder,  Rauwenhoff,  Süringar,  Moll, 
Brutbl  de  la  Rivière,  Koster,  Pekelharing,  Porster, 
MicHAËLis,  Place,  van  Bbmmelen,  J.  A.  C.  Oudemans 
en  C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  Zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  J.  Bosscha,  Secretaris  van  de  Hollandsche  Maatschappij 
der  Wetenschappen  te  Haarlem,  23  Juni  1889;  2^.  J.  Ti- 
DEMAN,  Secretaris  van  het  koninkl^k  Instituut  van  Ingenieurs 
te  's  Gravenhage,  22  Juni  1889;  30.  G.  I.  W.  Bremer,  Se- 
cretaris van  het  Bataafsch  Genootschap  der  proefondervinde- 
Igke  Wigsbegeerte  te  Rotterdam,  5  Juni  1889;  4^.  L.  vax 
Hasselt,  Secretaris  van  het  provinciaal  Genootschap  van 
Kunsten  en  Wetenschappen  te  's  Hertogenbosch,  24  Juni 
1889;  5^.  de  Gedeputeerde  Staten  van  Priesland  te  Leeuwar- 
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den,  23  Mei  1889;  6^.  C.  Winkleb,  Secretaris  van  deVer- 
eeniging  tot  bevordering  der  geneeskundige  Wetenschappen 
te  Batavia,  10  April  1889;  7^.  J.  Batty  Tuke,  Secretaris 
van  het  College  of  Physicians  te  Edinburg,  27  Mei  1889; 
8^.  I.  W.  HoLcoMBB,  Secretaris  van  het  Bureau  of  Education 
te  Washington,  1889;  9^.  S.  P.  Langley,  Secretaris  van 
de  Smithsonian  Institution  te  Washington,  18  Mei  1889; 
10^^  J.  C.  PiLLiNo,  Secretaris  van  de  U.  S.  geol(^cal  Survey 
te  Washington,  22  Mei  1889;  ll^.  H.  Paul,  Bibliothecaris 
van  het  ü.  S.  naval  Observatory  te  Washington,  22  Mei 
1889;  12°.  M.  Dbwby,  Secretaris  van  de  üniversity  of  the 
State  of  New-York  te  Albany,  24  Mei  1889;  IS».  H.  Phil- 
him  JR.,  Secretaris  van  de  American  philosophical  Society 
te  Philadelphia,  23  Mei  1889;  U^.  Th.  L.  Montgomeet, 
Bibliothecaris  van  het  Wagner  free  Institute  of  Science  te 
Philadelphia,  25  Mei  1889;  IS^.  E.  C.  Pickeeing,  Directeur 
van  Harvard  College  Observatory  te  Cambridge«  25  Mei 
1889;  16°.  den  Secretaris  van  het  Canadian  Institute  te 
Toronto,  25  Mei  1889;  17°.  W.  Schlbssbgeell,  Secretaris 
van  de  EUiot  Society  of  Science  and  Art  te  Charleston, 
28  Mei  1889;  18°.  Ch.  B.  Hill,  Directeur  van  het  lick 
Observatory  te  Mount  Hamilton,  30  Mei  1889;  19°.  G. 
Vambach,  Bibliothecaris  van  de  Academy  of  Science  te  St 
Louis,  15  Juni  1889;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  vao 
de  navolgenden: 

1°.  het  Ministerie  van  Buitenlandsche  Zaken  te  'sGbra- 
venhage,  31  Mei,  5  Juni  1889;  2°.  I.  F.  Schneidbe,  Bi- 
bliothecaris  van  de  polytechnische  School  te  Delft,  5  Juni 
1889;  3°.  C.  L.  van  den  Büeo,  Laag-Soeren,  4Jnnil889; 
4^.  E.  Lambrecht,  Secretaris  van  de  Ecole  spéciale  deslan- 
gues  orientales  vivantes  te  Pargs,  1  Juni  1889;  5°.  C.  Al- 
riRi,  Secretaris  van  het  R.  Istituto  di  Studi  superiori  te 
Florence,  3  Mei  1889;  6°.  den  Secretaris  van  de  Natur- 
forscher-Gesellschaft  te  Dorpat,  Maart  1889;  waarop  het 
gewone  besluit  valt  van  schriftelijke  dankbetuiging  en  plaat- 
sing in  de  Boekerg. 
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—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 

1^.  Kennisgevingen  van  de  Heeren  van  db  Sandb  Bak- 
HUTZBN,  VAN  DiBSBN,  SoHOLS  en  Zebman,  dat  zij  verhinderd 
zgn  de  Vergadering  bg  te  wonen. 

2^.  Missive  van  Z.  E.  den  Minister  v.  Binnenl.  Zaken 
(23  Juni  1889)  ter  begeleiding  van  een  Kon.  Besluit  van 
23  Juni  1889,  N^  21,  waarbij  wordt  goedgekeurd,  dat  ar- 
tikel 5  van  het  Reglement  der  Koninklijke  Akakemie  van 
Wetenschappen  worde  aangevuld  met  de  volgende  alinea: 

>Aan  gewone  Leden  der  Akademie,  die  zich  in  het 
buitenland  vestigen,  wordt  de  titel  verleend  van  corres- 
pondeerend  Lid". 

3®.  Brief  van  Mevr.  de  Wed.  Dondbes — Hübeecht,  ter  be- 
geleiding van  het  photographisch  portret  van  haar  overle- 
den echtgenoot,  wglen  den  Hoogleeraar  Donders,  Oud- Voor- 
zitter der  Akademie.  Het  geschenk  wordt  met  erkentelijk- 
heid aanvaard.  Aan  de  geefster  zal  de  dank  der  Afdeeling 
worden  ovei^ebracht. 

—  De  Heer  Peanchimont  vermeldt  eerst,  als  vervolg  op  zgne 
mededeeling  van  26  Mei  1888,  dat  hjj  sedert,  met  de  hulp 
van  den  Heer  Klobbie,  door  de  werking  van  ammoniak  op 
de  nitroderivaten  der  monalkylurethanen,  verscheidene  zure 
nitraminen,  waarvan  het  vroeger  vermelde  aethyleendinitra- 
mine  het  eerste  voorbeeld  was,  verkregen  heeft,  die  reeds  in 
het  Recueil  des  travaux  chimiques  des  Pays-Bas  beschreven 
zgn,  terwgl  later  door  den  Heer  Dekkees  het  tetramethyleen- 
dinitramine  en  door  den  Heer  Simon  Thomas  propyl-  en 
isopropylnitramine  zgn  bereid. 

De  ontleding  der  zure  nitraminen  door  koken  met  ver- 
dund zwavelzuur  was  bij  het  pentamethyleendinitramine  in 
het  begin  van  dit  jaar  nagegaan  en  had  tot  de  ontdekking 
van  het  pent amethyleengly col,  zgn  oxyde,  zgn  bromide  en 
een  onverzadigden  alcohol  geleid;  de  publicatie  was  echter 
verschoven  totdat  de  Heer  Dekkees  dezelfde  ontleding  bij 
het  tetramethyleenderivaat  zou  hebben  nagegaan,  toen  voor 
weinige  dagen  eene  mededeeling  verscheen  van  den  Heer 
GusTAVsoN    uit    Moskau,    die    het   genoemde   glycol  en  zijn 
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bromide  laogs  een  anderen  weg  heeft  verkregen.  In  hoofd- 
zaak stemmen  de  eigenschappen  er  van  met  die  welke  spre- 
ker gevonden  heeft,  overeen* 

Tot  z^n  eigenlijk  onderwerp  overgaande,  toont  spreker 
aan  hoe  de  werking  van  salpeterzuur  op  waterstofverbindin- 
gen, waarin  de  waterstof  hetzij  aan  koolstof,  hetz^  aan 
stikstof  gebonden  is,  meestal  bestaat  in  de  vorming  van 
water  en  de  vervanging  der  waterstof  door  de  nitrogroep: 
dus  in  nitreering.  Maar  in  beide  gevallen  wordt  de  water- 
stof hiertoe  eerst  in  staat  gesteld  door  den  invloed  van 
andere  atoomgroepen  of  elementen,  en  wel  van  die,  welke 
men  gewoonlijk  negatieve  noemt.  Toch  kan,  door  de  aanwe- 
zigheid van  te  veel  of  te  sterke  negatieve  groepen,  de  reactie 
weer  belet  worden.  Salpeterzuur  werkt  b.v.  niet  op  methaan, 
azgnzuur,  sulfonazgnzuur  en  cjaanazijnzaur,  wel  op  malon- 
zuur  en  zijne  monalkylderivaten.  Dat  deze  werking  in  ni- 
treering bestaat,  is  bewezen  door  samengestelde  aethers  dezer 
zuren  te  gebruiken,  die  nitroderivaten  geleverd  hebben;  de 
nitromalonzure  aethers  zgn  vrjj  sterke  zuren,  die  carbonaten 
ontleden  en  met  ammoniak  fraai  kristalliseerende  verbindin- 
gen geven,  zonder  in  amiden  over  te  gaan. 

Ammoniak  noch  aliphatische  aminen,  ook  niet  de  inwen- 
dige, zooals  piperidine,  werken  op  salpeterzuur ;  zg  worden 
hiertoe  echter  in  staat  gesteld  b.v.  door  de  aanwezigheid 
der  groep  CO,  want  alle  amiden,  zelüs  de  inwendige,  zooals 
die  van  y-  en  ^-normaal  amidovaleriaanzuur,  werken  er 
oj).  Bij  aanwezigheid  eener  CO  groep  schijnt  het  onverschil- 
lig te  zgn  waar  deze  verder  aan  gebonden  is;  maar  zgn  er 
twee  aan  de  stikstof  gehecht,  dan  kan  hetgeen  verder  aan 
hen  gebonden  is  oorzaak  worden  dat  de  reactie  belet  wordt. 
In  de  volgende  Igstjes  zijn  de  formules  van  eenige  lichamen 
onder  elkaar  geplaatst,  ten  einde  de  overeenkomst  en  het 
verschil  in  samenstelling  en  den  invloed,  door  de  verschillende 
atoomgroepen  teweeggebracht,  duidelijk  te  doen  uitkomen. 


3 


A. 

B. 

C. 

CIUNH.H 

CH3.CO.NH.il 

CH,O.CO.NH.H 

ClIa.NlI.CHs 

CH3.CO.NH.CH, 

CH3O.CO.NH.CH, 

Clij.Xll.CO.ClI, 

CII3.CO.NH.CO.CH3 

CH,O.CO.NH.CO.CH, 

CH3.NH.CO.OCH3 

CH,.CO.NH.CO.OCHj 

CH,O.CO.NH.CX).OCii, 
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Van  de  lichamen  in  A  voorgesteld  worden  alleen  3  en  4 
door  salpeterzuur  aangegrepen;  3  geeft  een  onbestendig,  4 
een  bestendig  nitroderivaat.  De  lichamen  in  6  voorgesteld 
geven  allen  onbestendige  nitroderi vaten.  De  gemakkelijkheid 
waarmede  deze  zich  vormen  en  die  waarmede  zy  ontleed 
worden,  neemt  af  van  1  tot  4.  Van  de  lichamen  in  C  voor- 
gesteld, geven  1  en  3  een  onbestendig  nitroderivaat,  1  't 
gemakkelykst ;  2  geeft  een  bestendig  nitroderivaat  en  4  wordt 
in  't  geheel  niet  aangetast.  Het  bl^kt  dat  de  groep  GO.GH3 
altyd  verwijderd  wordt,  CO.OCH3  daarentegen  niet;  twee 
groepen  CO.CH3  heffen  de  werking  niet  op.  twee  CO.OCH3 
wel,  een  CO.CH3  en  een  CO.OCH3  niet.  Hetzelfde  efifekt  dat 
door  twee  zuurstofatomen  teweeggebracht  wordt,  wordt  ook 
bereikt  door  het  wegnemen  van  twee  waterstofatomen  en 
de  vorming  van  een  gesloten  ring  van  atomen. 

CH3.CO  CHjj.CO 

■^NH  wordt  aangegrepen   |  >NH  niet. 

CH3.CO  CH2.CO 

De  vroeger  medegedeelde  en  door  talrijke  voorbeelden  ge- 
staafde regel,  dat  de  groep  NH,  geplaatst  in  een  atomenring 
tusschen  twee  groepen  GO,  door  salpeterzuur  niet  aangegre- 
pen wordt,  maar  wel  als  zij  tusschen  CO  en  eene  koolwa- 
tersto&est  staat,  is  door  nieuwe  voorbeelden  bevestigd ;  onder 
anderen  door  methylhydautoïne 


CHg 

I 
CO- 


-NH 

>C0     dat  in 
N— CH3 


CH3— N— NO2 
I  >-C0      overgaat. 

CO  —  N— CH3 


Ook  de  werking  van  salpeterzuur  op  dimethylaminederi- 
vaten  is  Toortgezet.  Het  volgende  Igstje  geeft  de  formules, 
analoog  aan  die  uit  het  voorgaande 


1 
2 
3 
4 


(CH3)2.N.H 
(CH3)ï.N.CH3 
(CH3)2.N.CO.CH3 
(CH3)2.N.0O.OCH3 


I 
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Ook  hier  worden  1  en  2  niet  aangegrepen;  3  geeft  on- 
der verlies  der  groep  GO.GH3  nitrodimethylamine,  terwgl 
4  eene  groep  GH3  onder  oxydatie  verliest  en  t^en  NO^ 
ruilt* 

Dit  laatste  feit  gaf  aanleiding  analoge  derivaten  van  een 
inwendig  secundair  amine  te  onderzoeken;  waartoe  voor- 
loopig  alleen  het  piperidine  in  aanmerking  kon  komen.  Het 
volgende  l^stje  geeft  de  formules  aan: 


1 
2 
3 

4 
5 


(CHa)5.N.H 

(CH3)5.N.CH8 

(CHa)6.N.CO.GH8 

(CH2)6.N.CO.OCH3 

(CHa)5.N.CO.NH2 


Het  eerste  lichaam  —  het  piperidine  —  wordt  door  sal- 
peterzuur  niet  aangegrepen.  Het  tweede  is  nog  niet  onder- 
zocht. Het  derde  geeft  langzaam,  onder  verlies  van  de  groep 
CO.GH3,  nitropiperidine,  dat  door  het  salpeterzuur  Y&der 
ontleed  wordt.  Het  vierde  werkt  zeer  heftig,  zelfs  beneden 
0^;  toch  wordt  de  groep  GO.OGH3  niet  uitgestooten,  maar 
er  ontstaat  een  nitroderivaat  onder  gelijktydige  oxydatie. 
Het  product  is  dat,  hetwelk  7  jaren  geleden  door  ScHOiTKir 
langs  anderen  weg  is  verkr^en  en  nitrodehydropiperylure- 
thaan  genaamd.  Schotten  gelooft  dat  de  nitro^oep  zich 
aan  de  koolstof  bevindt  en  de  piperidinekem  dus  nog  ge- 
sloten is,  terw^l  uit  de  analogie  met  de  hier  behandelde 
verbindingen  zou  moeten  volgen,  dat  de  kern  geopend  is 
en  de  nitrogroep  zich  aan  de  stikstof  bevindt.  Daar  echter 
alle  tot  nog  toe  onderzochte  nitro-urethanen  gemakkelgk 
door  ammoniak,  onder  vorming  van  een  nitramine  en  een 
urethaan,  ontleed  worden,  en  dit  lichaam  het  niet  doet,  bigfi 
de  vraag  onopgelost. 

Het  v^fde  lichaam  eindelgk  —  het  piperylureum  —  geeft 
met  salpeterzuur  koolzuurgas,  ammoniak  en  nitropiperidine. 
Het  is  dus  vergel^kbaar  met  het  asymmetrische  dimethyl- 
ureum.  Het  nitropiperidine  wordt  door  salpeterzuur  langzaam 
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aangegrepen,  zoodat  de  invloed  van  de  groep  NO2  geringer 
bl^kt  te  zgn  dan  die  van  de  groep  carboxyl.  Dit  is  ook  by 
koolstofverbindingen  het  geval,  want,  terwijl  malonzuur  ge- 
nitreerd  wordt,  geschiedt  dit  niet  bij  nitro-  en  dinitromethaan. 
De  in  de  gegeven  lijstjes  vermelde  voorbeelden  zyn  met 
tal  van  andere  te  vermeerderen,  b^v.  met  de  derivaten  van 
trichloorazgnzuur  en  van  oxaalzuur,  waaruit  de  invloed  van 
negatieve  elementen  of  groepen  aan  een  met  de  groep  GO 
verbonden  koolstofatoom  bl^kt.  Bijv.: 

(0H3)2.N.CO.CH3 
(CHaVN.CO.CClg 
(CH3)3.N.CO.CO.O0H3. 

Het  eerste  verliest  de  groep  CO.CH3  en  geeft  nitrodi- 
methylamine.  Het  tweedp  en  het  derde  worden  niet  aange- 
grepen. 

De  invloed  van  andere  met  CO  verbonden  groepen,  bflv. 
NHg  enz.,  blijkt  uit  het  gedrag  der  urea,  terwijl  de  invloed 
van  andere  groepen  dan  CO,  bijv.  SO2,  uit  het  gedrag  der 
sulfonzuren  en  sulfonamiden  is  af  te  leiden. 

De  Heer  Feanchimont  biedt  voor  de  boekerij  der  Aka- 
deniie  een  exemplaar  aan  van  de  dissertatie  van  den  Heer 
K.  H.  M.  VAN  DER  Zandb,  getiteld:  O  oer  eenige  asymmetrische 
dicdkylurea  en  het  di'isopropylamine.  Van  belang  is  vooral 
de  werking  der  dialkylurea  op  aldehyden  en  azijnzuuranhy- 
dride  en  de  bereiding  van  het  di-isopropylamine,  omdat  de 
door  Jahn  in  de  wetenschap  gebrachte  dwaling,  als  zou  het 
di-isopropylamine  niet  door  werking  van  isopropyljodide  op 
amine  te  bereiden  zgn,  volkomen  weerlegd  is,  terwijl  tevens 
een  nieuw  voorbeeld  van  bestendigheid  der  nitrieten  van 
aminen  is  geleverd  in  dat  van  het  di-isopropylamine:  eene 
eigenschap,  welke  het  normale  dipropylamine  mist. 

—  De  Heer  Pekelharing  spreekt  over  het  te  gronde  gaan  van 
miltvuurbacillen    in  het  onderhuids-bindweefsel  bg  konijnen. 

Mbtschnirgff  toonde  aan  dat  miltvuurbacillen,  by  kik- 
vorschen   onder   de   huid   gebracht,    weldra  door  leucocyten 


(  358  ) 

worden  opgenomen.  Niet  alleen  sterren  deze  dieren  dan  niet 
aan  miltvuur,  maar  zelfs  is  na  eenige  dagen  geen  miltvanr- 
virus  meer  in  het  lichaam  der  geïnfecteerde  kikvorschen 
te  vinden.  Worden  daarentegen  kon^nen  of  andere^  yoor 
miltvuur  vatbare  dieren  met  deze  bacillen  ingeënt,  dan  ver- 
meerderen de  bacillen  zich  in  sterke  mate,  terwgl  zg,  na 
den  dood  van  het  dier  niet,  of  slechts  in  zeer  geringen  ge- 
tale in  cellen  ingesloten  gevonden  worden. 

T^en  het  besluit,  uit  deze  en  tal  van  later  medegedeelde 
bevindingen  door  hem  getrokken,  dat  nl.  de  strgd  ran  het 
dierlijk  organisme  tegen  daarin  binnengedrongen  bacteriën 
door  cellen,  phagocyten,  gevoerd  wordt,  zgn  van  verschil- 
lende zgden  bezwaren  geopperd.  Zoo  —  om  slechts  een  Tan 
de  gewichtigste  te  noemen  —  zagen  Emicerich  en  Mattei 
dat  by  kongnen,  die  immuniteit  verkr^en  hadden  tegen  de 
bacillen  der  varkensziekte,  groote  hoeveelheden  van  deze 
bacillen,  onder  de  huid  ingespoten,  binnen  kort  (na  25 
minuten)  te  gronde  gingen,  terwgl  toch  slechts  zeer  weinige 
daarvan  door  phagocyten  opgenomen  werden. 

Ook  bg  de  vernieling  van  miltvuurbacfllen  onder  de  huid 
van  den  kikvorsch,  werd  door  verschillende  onderzoekers  op- 
gemerkt dat  de  bacillen,  ofschoon  van  virulentie  beroofd, 
toch  niet  alle  in  cellen  ingesloten  gevonden  worden.  Om 
na  te  gaan  of  de  bacillen  door  de  phagocyten  of  door  een 
opgeloste,  voor  deze  organismen  vergiftige  stof  gedood  wer- 
den, maakten  Metschmkoff  en  evenzoo  Petsuschkt  gebruik 
van  dialysators,  waarin  de  bacillen  ingesloten  werden  voor- 
dat zij  onder  de  huid  werden  gebracht.  Deze  proefnemingen 
echter  leidden  niet  tot  geheel  duidelgke  resultaten;  aange- 
zien  meestal   ook   leucocyten  den  dialysator  binnendringen. 

Ook  spreker  is  het  in  een  reeks  van  proeven,  door  hem 
met  den  Heer  C.  M.  Snellen  ingesteld,  niet  gelakt  een 
dialysator  te  vervaardigen,  waardoor  leucocyten  buitenge- 
sloten werden.  Even  goed  als  door  de  fijnste  spleten  van 
de  dierlijke  weefsels,  kunnen  de  leucocyten  zich  een  weg 
banen  door  de  poriën  van  de  membranen,  die  als  dialysator- 
wanden  dienst  kunnen  doen. 

Om  het  bezwaar  langs  een  anderen  weg  te  ontgaan,  wer^ 
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den  nu  miltvunrbacillen,  in  dialysators  ingesloten,  onder  de 
Iinid  gebracht  bg  kongnen.  Hier  kon  vernieling  van  milt- 
Yunrbacillen  bezwaarl^k  aan  de  werking  van  phagoeyten 
worden  toegeschreven.  Wel  is  waar  zgn  leucocyten  van 
kon^nen  in  staat  levende  miltvuurbacillen  in  zich  op  te 
nemen  (wanneer  een  druppel  lymphe,  ontnomen  aan  het  in 
ontsteking  gebrachte  oor  van  een  konijn,  met  levende  milt- 
vuurbacillen vermengd,  bg  een  temperatuur  van  =b  35^  C. 
onder  het  mikroskoop  wordt  waargenomen,  ziet  men  dat 
nu  en  dan  een  leucocyt  een  bacillus  aantast  en  in  zich 
opneemt),  maar  daaruit  bl^kt  slechts  dat  er  strgd  wordt  ge- 
voerd —  niet  aan  welke  z^jde  de  overwinning  is.  Dat  de 
leucocyten  van  het  konijn  althans  veel  zwakker  zijn  in  den 
str^d  tegen  de  miltvuurbacillen  dan  die  van  den  kikvorsch, 
is  duidelijk.  Wanneer  een  leucocyt  van  den  kikvorsch  zich 
in  de  nabijheid  van  een  bacillus  bevindt,  kan  men,  in- 
.  dien  ten  minste  de  temperatuur  niet  te  veel  van  15°  C.  af- 
w^kt,  er  bijna  vast  op  rekenen,  dat  de  cel  langzaam  maar 
zeker  de  bacterie  zal  naderen,  haar  in  zich  op  zal  nemen, 
en,  is  het  staafje  te  lang  om  geheel  opgenomen  te  worden, 
zich  als  een  spoel  zal  uitstrekken,  zoodat  ten  minste  een  zoo 
groot  mogel^k  deel  van  den  bacillus  door  het  lichaam  van 
den  phagocyt  omsloten  wordt.  Eenmaal  aangetast,  wordt 
de  prooi  niet  losgelaten.  Leucocyten  van  het  konijn  daar- 
entegen kan  men  niet  zelden,  langen  t^d  achtereen,  in  de 
onmiddell^ke  nabijheid  van  den  miltvuurbacillus  zien  liggen, 
zonder  dat  de  aanval  beproefd  wordt.  Heeft  de  cel,  dikwijls 
na  lang  dralen,  zich  om  een  draad  van  grootere  lengte 
heengelegd,  dan  neemt  zij  betrekkelijk  zelden  den  spoelvorm 
aan,  maar  behoudt  den  vorm  van  een  min  of  meer  onregel- 
matigen  bol,  die  stil  bl^ft  liggen  of  langzaam  langs  den  draad 
voortkruipt.  Herhaaldel^k  ook  wordt  een  eenmaal  aange- 
taste bacillus  weer  losgelaten. 

Neemt  men  hierbg  in  aanmerking  dat  miltvuurbacillen,  bij 
een  kon^'n  in  de  circulatie  gebracht,  zich  zeer  sterk  ver- 
meerderen, het  dier  dooden  en  slechts  bij  groote  uitzonde- 
ring in  leucocyten  opgenomen  gevonden  worden,  terwijl  er 
toch  in  het  bloed,  in  allerlei  organen,  en  bepaaldel^k  in  de 
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milt,  een  groot  aaotal  cellen,  die  als  phagocyten  kannen 
werken,  voorhanden  is,  dan  mag  men  wel  met  zeer  groote 
waarschijnlijklieid  aannemen,  dat  de  leucocyten  van  liet 
konijn  niet  tegen  miltvuurbacillen  bestand  z^n. 

Toch  worden  miltvuurbacillen,  in  een  dialysator  opgeslo- 
ten onder  de  huid  Tan  een  kongn  gebracht,  vernield. 

De  proeven  werden  op  de  volgende  wyze  genomen.  In  een 
platte  schaal  werden  op  een  laag  vleeschwater-pepton-agar« 
agar  miltvunrbacillen  gekweekt.  Van  de  met  bacillen  be* 
dekte  gelei  werden  stukjes  ingepakt  in  onmiddell^k  te  voren 
uitgekookt  perkameutpapier.  De  pakjes,  met  gesteriliseerde 
draden  dichtgehouden,  werden  by  konpnen  onder  de  huid 
van  den  rug  geschoven.  De  huidwond  werd  daarna  zoi^gvul- 
dig  gehecht.  Ter  controle  werd  b^  een  kon^n  een  stukje  van 
dezelfde  gelei,  niet  ingepakt,  onder  de  huid  gebracht.  Terw^l  na 
het  controledier  binnen  enkele  dagen  aan  miltvuur  bezweek, 
bleven  de  andere  kongnen  in  leven.  Waren  de  bacillen  vt§ 
van  sporen,  dan  kon  na  8  of  9  dagen  het  pakje  onder  de 
huid  weggehaald,  geopend  en  by  hetzelfde  dier,  of  bg  een 
ander  konyn,  of  by  een  Cavia  cobaya  onder  de  huid  gebracht 
worden,  zonder  miltvuur-infectie  teweeg  te  brengen.  Maar 
ook  sporen  van  miltvuurbacillen  worden,  onder  de  huid  van 
het  konyn,  wanneer  zij  door  inpakken  in  perkamentpapier 
slechts  verhinderd  worden  in  de  circulatie  te  komen,  gedood. 
Naar  het  schijnt  is  daarvoor  wat  meer  tijd  —  14  a  20  da- 
gen —  noodig. 

Bij  het  mikroskopisch  onderzoek  bleken  de  pakjes  telkmis 
een  aantal  leucocyten  te  bevatten,  maar  de  bacillen  zoowel 
als  de  sporen  waren,  zoo  niet  alle,  dan  toch  voor  de  over- 
groote  meerderheid  vry  gebleven.  Soms  waren  andere  bac- 
teriën, micrococcen  of  staaQes,  de  pakjes  binnengedrongen. 
Maar  in  andere  gevallen  was  dit  niet  zoo,  en  was  er  ook 
in  den  omtrek  der  pakjes  geen  spoor  van  ettering  te  be- 
merken, terwyl  toch  de  bacillen  hun  virulentie  verloren 
hadden. 

Men  is  dus,  naar  het  spr.  voorkomt,  wel  gedwolig^i  aan 
te  nemen,  dat  in  het  voedingsvocht  van  het  onderhuid»-bind- 
weefsel  hy  konynen  een  stof  voorkomt,  die  in  staat  ia  milt- 
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Yuxurbacilleii  en  zelfs  miltvnursporen  te  dooden.  Daarmede 
wordt  de  beteekenis  van  Mbtschnikoff's  phagocyten-leer 
geenszins  ontkend.  De  hier  vermelde  resultaten  geven  enkel 
een  bijdrage  tot  de  meening,  volgens  welke  de  in  het 
lichaam  gedrongen  miltvuurbacillen  niet  uitsluitend  in  cellen 
opgenomen  behoeven  te  worden  om  te  gronde  te  gaan. 

Geheel  in  overeenstemming  hiermede  zijn  de  uitkomsten 
yan  de  onderzoekingen,  door  Nuttall  en  in  den  allerlaat- 
sten  tijd  door  Bughneb  medegedeeld,  waaruit  bleek  dat  in 
het  bloed,  en  wel  bepaaldelijk,  zooals  Buchneb  aantoonde, 
iiL  het  bloedserum  van  kon^nen  en  honden,  stoffen  voor- 
komen, die  op  verschillende  bacteriën,  en  in  het  b^zonder 
ook  op  miltvuurbacillen,  een  vergiftigende  werking  oefenen. 

Eene  vraag  van  den  Heer  Kosteb  aangaande  den  toestand 
der  baciUen  na  den  afloop  der  proef,  en  van  den  Heer  Stokvis 
over  het  nemen  van  eene  nader  door  hem  aangeduide  con- 
tröle-proef,  worden  door  den  spreker  beantwoord. 

—  De  Heer  de  Vbibs  spreekt  over  den  klemdraai  bij  de 
wilde  Kaardebollen  {Dipsacus  sylvestris),  In  tegenstelling  met 
de  heerschende  meening,  die  de  gevallen  van  klemdraai,  door 
Alexandbb  Bbaun  Zwangèdrehung  genoemd,  beschouwt  als 
toevallige  monstrositeiten,  acht  de  spreker  zich  gerechtigd, 
dit  verschijnsel  voor  eene  erfelgke  variatie  te  houden.  En 
wel  op  grond  van  eene  kultuurproef,  door  hem  in  1885  be- 
gonnen. Op  een  bed  met  Dipsacus  sylvestris,  op  het  phjsio- 
logisch  terrein  van  den  Hortus  Botanicus  te  Amsterdam, 
werden  in  dat  jaar  twee  gedraaide  exemplaren  gezien.  Vóór 
deze  bloeiden,  werden  alle  overige  planten  derzelfde  soort 
vernietigd.  Het  zaad  van  deze  beide  individuen  werd  in  1886 
gezaaid,  doch  daar  de  plant  tweejarig  is,  kon  eerst  in 
1887  worden  gezien,  of  de  afwgking  in  enkele  individuen 
was  teruggekeerd.  Dit  was,  op  omstreeks  1650  planten,  het 
geval  in  twee,  en  nu  werden  wederom  alleen  deze  twee  als 
zaaddragers  uitgekozen;  de  overige  werden  vóór  den  bloeitijd 
weggesneden.  Beide  gedraaide  individuen  droegen  rijkelijk 
zaad.  In  1888  werd  slechts  van  één  van  hen  het  zaad  uit- 
gezaaid.    In  1889    bleek,  dat  onder  ruim  1500  exemplaren 
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er    67    waren,    wier    hoofdstengel    het  versch^nsel  van  den 
kleofidraai,  en  wel  meest  in  zeer  hoogen  graad,  yertoonde. 

Hieruit  valt  dus  af  te  leiden,  dat  de  klemdraai  erfel^k 
is  en,  evenals  andere  variatiën,  door  cultuorkeus  kan  worden 
gefixeerd.  Het  voornemen  bestaat,  in  deze  richting  nog  rer- 
der  voort  te  gaan. 

Tevens  was  door  deze  cultuur  een  zoo  rijk  materiaal  voor 
het  morphologisch  en  phjsiologisch  onderzoek  van  het  ver- 
schynsel  gewonnen,  als  nog  nooit  iemand  in  handen  had 
gehad.  Het  gelukte  daarmede  de  hypothetische  verklaring, 
vóór  omstreeks  40  jaren  door  Brauk  gegeven,  in  alle  af- 
zonderlijke punten,  aan  waarneming  en  experimenten  te 
toetsen.  De  uitkomst  was,  dat  deze  verklaring  volkomen 
juist  bleek  te  z^n.  Het  microscopisch  onderzoek  van  den 
groeitop  van  groeiende  exemplaren  toonde  duidelyk,  dat  de 
bladstand,  gewoonlgk  bg  deze  soort  een  kruisgewijze,  in  de 
gedraaide  planten  een  spiraalsgewgze  is.  £n  evenzeer,  dat 
de  bladbases  in  de  richting  dier  spiraal  samenhangen.  Daar- 
mede zyn  de,  anders  afgescheiden  tusschenschotten  in  den 
hollen  stengel  hier  tot  een  inwendige  schroeflgn  vereenigd. 
Deze  Ign  is  de  klem,  die  de  intemodiën,  bg  hunnen  groei, 
dwingt  zich  te  draaien.  Want  snydt  men  deze  lyn  tusschen 
de  bladeren,  vlak  vóór  dien  groei,  door,  zoo  gelukt  het,  het 
draaien  ten  minste  hier  en  daar,  te  voorkomen.  Men  krggt 
dan  rechte  intemodiën  iu  den  overigens  gedraaiden   stengel 

De  Heer  Suringak,  die  meent  dat  de  verklaring  van  het 
verschgnsel  meer  nog  bg  den  stengel  dan  bg  de  bladeren 
gezocht    moet  worden,  wordt  door  den  spreker  beantwoord. 

—  De  Heer  van  Bemmblbn  deelde  het  volgende  mede  betref- 
fende een  onderzoek,  door  Dr.  Bakhuis  Roozbbook  in  het 
Scheikundig  Laboratorium  der  Universiteit  te  Leiden  verricht 

De  Heer  R.  was  aan  het  einde  van  zgn  onderzoek  omtrait 
het  gedrag  van  zouten  tegenover  water  tot  deze  slotsom 
gekomen:  dat  in  het  algemeen  de  oplosbaarheid  voorgesteld 
kan  worden  door  eene  reeks  van  kromme  Ignen  voor  de 
verschillende  hydraten,  ten  laatste  voor  het  anhydrische  zout, 
welks    oplossingslgn    tot    aan  zgn  smeltpunt  kan  voortgezet 
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worden;  tenz^  dan  dat  te  voren  het  water  ontledend  gaat 
werken,  of  wel  dat  dit  smeltpunt  boven  de  kritische  tem- 
peratuur van  water  ligt,  waarb^  een  afwijkend  gedrag  mo- 
gel^k  wordt. 

Er  is  evenwel  nog  eene  andere  omstandigheid,  die  het 
normale  beloop  der  oplosbaarheid  storen  kan,  namelijk  het 
ontstaan  van  eene  nieuwe  vloeistoflaag,  veroorzaakt  door 
het  niet  mengbaar  zign  van  het  zout  en  het  water  in  alle 
verhoudingen.  De  Heer  Roozeboom  heeft  hieromtrent  eenige 
waarnemingen  gedaan. 

In  't  algemeen  is  het  ontstaan  van  eene  tweede  vloeistof- 
laag  bg  het  vervolgen  der  oplosbaarheid  van  eene  vaste 
stof  geene  onbekende  zaak.  Ongetwijfeld  behoort  hiertoe 
het  zoogenaamde  vervroegde  smelten  van  vele  stoffen  onder 
water,  wat  onmogelijk  anders  z^n  kan  dan  de  vorming 
eener  nieuwe  oplossing  van  grootere  concentratie  dan  de 
reeds  aanwezige.  Naarmate  dit  verschijnsel  dichter  bij  het 
smeltpunt  plaats  vindt,  zal  de  gevormde  laag  minder  water 
bevatten. 

Alexejbw  heeft  dit  verschgnsel  voor  't  eerst  bestudeerd 
b^  de  oplossingen  van  phenol  en  van  benzoëzuur  in  water. 
6g  eene  zekere  temperatuur  treedt  als  tweede  vloeistofiaag 
eene  zeer  sterke  oplossing  dezer  stoffen  op.  Beneden  die 
temperatuur  kan  de  vaste  stof  naast  de  1^^^  oplossing;  bo- 
ven die  temperatuur  kan,  hetzij  de  vaste  &tof  naast  de  2^^ 
bestaan  (mogelijkerwijs  tot  aan  haar  smeltpunt),  óf  wel  de 
beide  vloeistoflagen  nevens  elkaar  tot  aan  hun  mengpunt. 

Genoemde  temperatuur  duidt,  in  de  voorstelling  der  druk- 
lonen voor  de  verschillende  systemen,  een  quadrupelpunt 
aan. 

Soortgelyke  gevallen  zouden  zich  nu  ook  bg  zouten  kun- 
nen voordoen.  Bg  sommige  zouten  der  hoogere  vetzuren 
zijn  zelfs  gevallen  van  afscheiding  als  olieachtige  laag  be- 
kend, gewoonlijk  echter  in  tegenwoordigheid  van  vreemde 
stoffen.  Van  andere  zouten  dier  reeks,  welke  bij  laag  smelt- 
punt geringe  oplosbaarheid  vertoonen,  onderzocht  de  Heer 
R.  er  twee:  heptylzuurlood  en  nonylzuurcadmium,  welwil- 
lend   door    Prof.    Fkanchimont    ter    zijner   beschikking   ge- 
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steld.  In  de  nabijheid  van  hun  smeltpunt  veranderen  zg 
ook  onder  water.  Er  vormen  zich  echter  geene  nieuwe 
vloeistoflagen,  maar  taaie  massa's  wier  verder  onderzoek  on- 
mogelijk is.  Zulks  geschiedt  ook  b^  het  appelznur  lood: 
een  zout,  waarvan  de  zoogenaamde  smeltbaarheid  onder  wa- 
4/eT  sinds  lang  opg^even  werd.  Ongetwgfeld  scheiden  zich 
in  al  deze  gevallen  basische  zouten  af. 

Onder  de  meer  oplosbare  zouten  onderzocht  de  Heer  R. 
het  ammoniumacetaat  en  het  natriumsulfpcarbonaat.  Bg  geen 
van  beide  werd  laagvorming  waargenomen,  in  weerwil  dat 
zulks  bij  het  tweede  zout  intreedt  na  toevoeging  van  alco- 
hol tot  de  oplossing.  Het  eerste  zout  is  bg  zgn  smelipnnt 
zelfs  in  alle  verhoudingen  met  water  mengbaar. 

Een  goed  voorbeeld  van  de  scheiding  eener  zoutoplos- 
sing  in  twee  lagen  vond  de  Heer  R.  eindelgk  in  een  zout, 
door  den  Heer  van  Romburgh  ontdekt,  het  kaliumzout  van 

CH 

trinitrooxyphenylmethylnitramine  C6H(N0g)sN^^^0K.  Neu- 
traliseert men  eene  oplossing  van  het  zuur  met  K2CO3,  dan 
scheidt  zich,  als  de  oplossing  niet  te  slap  is,  eene  zeer  ge- 
concentreerde laag  af,  die  na  eenigen  tijd  het  vaste  zout 
afzet.  Beide  vloeistoflagen  kunnen  bij  eene  reeks  van  tem- 
peraturen bestaan.  Daar  bij  verhooging  der  temperatuur 
het  watei^ehalte  der  onderlaag  en  het  zoutgehalte  der  boven- 
laag toenemen,  worden  hunne  samenstellingen  meer  en  meer 
aan  elkander  gelijk,    en  is  bij  34^.6  hun  mengpunt  bereikt. 

Evenwel  zgn  beide  deze  oplossingen  labiel  ten  aanzien  van 
het  vaste  zout,  omdat  zg  beide  geconcentreerder  zgn  dan  de 
oplossing,  die  met  het  vaste  zout  in  evenwicht  bestaan  kan. 
Daarom  zetten  zg,  vooral  de  sterkere  onderlaag,  na  korter 
of  langer  tijd,  het  zout  af. 

Bij  het  vervolgen  der  oplosbaarheid  van  het  vaste  zont, 
treedt  daarom  ook  nimmer  de  tweede  vloeistoflaag  op,  daar 
de  verzadigde  oplossingen  daartoe  te  slap  zijn.  Wel  ver. 
krggt  men  eene  tweede  laag,  wanneer  men  de  met  het  vaste 
zout  bereide  oplossingen  min  of  meer  beneden  35^  afkoelt, 
omdat  de  uitscheiding  van  het  vaste  zout  bij  afkoeling  zeer 
tra^  geschiedt. 
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Uit  de  sterkere  oplossingen  scheidt  zich  dan  de  bovenlaag, 
nit  de  slappere  de  onderlaag  als  tweede  vloeistof  uit.  Het 
gedrag  van  dit  zout  stemt  in  alle  opzichten  overeen  met 
dat  van  salieylzuur  tegenover  water,  door  Alexejew  onderzocht. 

Geen  enkel  voorbeeld  van  de  vorming  eener  tweede  vloei- 
stoflaag  naast  het  vaste  zout  aangetroffen  zijnde,  zocht  de 
Heer  R.  bij  de  anorganische  zouten. 

Ook  daarbij  is  de  scheiding  in  twee  lagen  wel  waargeno- 
men bg  toevoeging  van  vreemde  stoffen,  voornamelijk  alcohol, 
tot  de  oplossing,  doch  nimmer  bij  de  waterige  oplossingen 
alleen.  Het  verschijnsel  scheen  het  best  te  verwachten  te 
zgn  bg  zouten  met  lage  smeltpunten.  Hierbij  dient  afzon- 
derlek gelet  op  anhydrische  en  op  hydratische  zouten. 

Het  aantal  anhydrische  zouten  met  laag  smeltpunt  is  zeer 
gering.  Voor  de  meesten  ligt  het  zelfs  boven  de  kritische 
temperatuur  van  water.  Voor  de  anderen  schijnt  de  regel  te 
zgn,  dat  de  oplosbaarheid  in  water  regelmatig  stijgt  totdat 
ze  bg  het  smeltpunt  oneindig  wordt.  Was  dit  voor  kort 
slechts  bekend  van  het  K  NO3 ,  onlangs  werd  dit  door  Etaed 
ook  bevestigd  gevonden  bij  NaNOs,  ^.gNOs  en  KCIO3*  De 
Heer  R.  vond  dit  zelfde  gedrag  ook  bij  NH4  NO3,  NH4HSO4, 
KHSO4  en  HgBrcj,  smeltende  bij  1650,  I6OO,  2000en  2300. 
Ook  het  Al  Br3  is  bg  zijn  smeltpunt  (95^)  met  wat«3r  meng- 
baar, doch  hierbg  vormt  zich,  door  toevoeging  van  meer 
water,  een  vast  hydraat. 

Onder  de  weinig  oplosbare  zouten  met  niet  al  te  hoog 
smeltpunt  behoort  het  Hg  I2  (smelt  p.  250^J.  Wegens  de  zeer 
geringe  oplosbaarheid  neemt  echter  de  druk  van  den  water- 
damp  bg  hooge  temperatuur  zoozeer  toe,  dat  het  nimmer 
gelukte  het  smeltpunt  te  bereiken  en  alzoo  waar  te  nemen 
of  in  deszelfs  nabgheid  zich  het  vaste  zout  tot  eene  tweede 
vloeistoflaag  van  groote  concentratie  omzette. 

Als  men  het  AsBr3  tot  de  .zouten  wil  rekenen,  kan  dit 
echter  als  voorbeeld  dienen  voor  het  gezochte  verschijnsel. 
Beneden  24^  lost  dit  tamelijk  in  water  op.  Bg  deze  tem- 
peratuur smelt  het  onder  de  oplossing  en  vormt  eene  tweede 
vloeistoflaag  die  een  weinig  water  bevat.  Beide  vloeistoflagen 
kunnen  boven  24^  tot  zeer  hooge  temperatuur  nevens  elkan- 
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der  bestaan  (bg  200^  zyn  ze  nog  niet  gemengd);  het  AsBr^ 
kan  met  de  tweede  vloeistoflaag  bestaan  van  24<>  tot  zgn 
smeltpunt  27<',5. 

Toch  is  ook  dit  versch^nsel  niet  geheel  eenvoudig,  want 
er  heeft  gedeeltelijke  ontleding  plaats  onder  afscheiding  yan 
eenig  AS2O3. 

Onder  de  zouthydraten  zyn  er  geno^,  die  een  la^  smelt- 
punt bezitten ;  doch  bij  geene  daarran  is  laagrorming  uit  de 
oplossing  waargenomen.  R^el  bij  dezelve  sch^nt  te  zgn :  of 
dat  hunne  oplosbaarheid  regelmatig  stggt  tot  aan  hoii  smelt- 
punt, óf  dat  beneden  die  temperatuur  zich  eene  waterarmere 
laag,   niet  in  vloeibaren,  maar  in  vasten  toestand  a£9cheidt. 

—  De  Commissie  voor  de  geologische  kaart  van  Nederland 
brengt,  by  monde  van  den  Heer  van  Bemmxlek,  het  voorstel 
ter  tafel,  dat  de  Afdeeling  zich  wende  tot  Z.  E.  den  Minis- 
ter van  Binnenlandsche  Zaken  om  er  op  te  w^zen,  dat  van 
Gouvernementswege  velerlei  werken  ondernomen  worden,  die 
tot  het  opdoen  van  kennis  omtrent  den  aard  van  onzen  bo- 
dera zouden  kunnen  strekken,  zoo  zg  slechts  in  de  tegen- 
woordigheid van  deskundigen  werden  uitgevoerd,  doch  die, 
juist  omdat  deze  daar  ter  plaatse  gemist  worden,  voorbggaan 
zonder  dat  iemand  er  kennis  van  neemt.  De  Commissie  zoa 
daarom  wenschen,  dat  de  Afdeeling  in  kennis  mocht  word» 
gesteld  met  al  wat  op  het  maken  van  insnijdingen,  van 
grondboringen  enz.  betrekking  had,  en  dat  de  Minister  dan 
een  jaarlijksch  crediet  van  /  500  toestond,  waaruit  bgv.  de 
reis-  en  verblijfkosten  bestreden  zouden  kunnen  worden  van 
personen,  die  namens  de  Commissie  met  het  geologisch  on- 
derzoek belast  werden,  en  verder  enkele  uitgaven,  noodig  om 
een  voorzichtig  transport  van  gevonden  voorwerpen  en  het 
op  geschikte  wijze  bewaren  daarvan  mogelijk  te  maken. 

!Na  eenige  discussie,  waaruit  bleek,  dat  de  bedoeling  was,  de 
subsidie  aan  te  vragen  voor  de  jaren,  die  nog  verloopen  zullen 
alvorens  de  uitgave  der  nieuwe  geologische  kaart  bezorgd  zal 
zyc,  wordt  besloten,  den  Minister,  uit  naam  der  Afdeeling, 
met  de  door  de  Commissie  geuite  wenschen  bekend  te  maken. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de  Ver- 
gadering gesloten. 


VOORSTEL 


VAK  DE 


COMMISSIE  VOOE  DE  GEOLOGISCHE  KAART  VAN 

NEDERLAND, 


Op  de  buitengewone  Vergadering  van  deze  Af  deeling  der 
Akademie,  gehouden  op  den  25^^^^  Mei  1889,  werd  door 
den  Heer  Martin  het  voorstel  gedaan,  zich  tot  den  Minister 
Tan  Binnenlandsche  zaken  te  wenden,  ten  einde: 

1^.  den  Minister  opmerkzaam  te  maken  op  de  omstandigheid, 
dat  in  de  laatste  jaren  allerlei  werken  van  Kegeeringswege 
z^n  of  worden  uitgevoerd,  zonder  dat  daarvan  nut  wordt 
getrokken  voor  de  vermeerdering  onzer  kennis  van  de  geolo- 
gische gesteldheid  van  Nederland,  daarb^  den  Minister  her- 
innerende aan  het  antwoord,  dat  de  Afdeeling  in  haar  schryven 
van  den  20'^®'^  Juni  1887  op  eene  destijds  door  den  Minister 
gedane  vraag  betreffende  de  geologische  kaart  van  Nederland 
heeft  gegeven; 

2®.  den  Minister  te  verzoeken,  op  de  hoogte  te  worden  ge- 
houden van  werkzaamheden,  die  op  last  der  Regeering  worden 
verricht  en  welke  voor  de  verzameling  van  gegevens  voor 
de  Geologie  van  Nederland  van  belang  kunnen  wezen,  zijnde : 
grootere  uitgravingen  b^  dtn  aanleg  van  kanalen  van  spoor- 
w^en,  benevens  boringen; 

3®.  te  mogen  ontvangen  een  crediet  van  jaarlijks  ƒ  500, 
ten  einde  van  de  onder  2  vermelde  werkzaamheden  de  noodige 
vruchten  te  kunnen  plukken. 

Nadat  door  den  Secretaris  der  Afdeeling  het  denkbeeld 
was  geopperd,  deze  zaak  op  een  gewone  Vergadering  nader 
te    behandelen,    en    na    eenige    gedachtenwisseling  met  den 
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Heer  Van  Dissen,  yerklaarde  de  Heer  Mabtin  zich  bereid, 
genoemde  voorstellen  in  de  eerstvolgende  gewone  Vergadering 
te  herhalen  en  verder  toetelichten,  of  wel  zulks  aan  de  Com- 
missie voor  de  geologische  kaart  te  verzoeken. 

De  Voorzitter  stelde  voor,  den  laatstgenoemden  w^inteslaan. 

Gevolg  gevende  aan  deze  door  de  Afdeeling  gegeven  op- 
dracht, heeft  de  Commissie  de  eer  het  voorstel  nader  toe- 
telichten. 

Zooals  reeds  vroeger  door  de  Commissie  werd  opgemerkt, 
is  het  voor  de  beoordeeling  der  geologische  gesteldheid  van 
Nederland  van  het  allerhoogste  belang,  goede  profielen  te 
verkrggen,  die  de  vertikale  opeenvolging  der  lagen  aantoo- 
nen.  Dergelgke  profielen  zgn  in  het  aan  stroomende  beken 
zoo  arme  en  over  het  algemeen  zoo  vlakke  Nederland  door 
de  natuur  zelden  gegeven,  doch  kunnen  b^  grootere  kunstma- 
tige insn^dingen  van  den  bodem  dikwyls  zeer  gemakkel^k 
verkr^en  en  door  putboringen,  met  zekeren  graad  van  nauw- 
keurigheid^ gereconstrueerd  worden.  Een  enkele  kunstmatige 
ontsluiting  van  den  bodem  kan  mogel^k  meer  inlichtingen 
over  de  geognotische  gesteldheid  van  het  land  geven,  dan 
een  jaren  lang  voortgezet  onderzoek,  hetgeen  zich  tot  de 
oppervlakte  moet  bepalen.  Het  is  echter  duidel^k,  dat  men 
de  kunstmatige  insngdingen  intyds  moet  bestudeeren  en  zoo 
mogelijk  gedurende  den  arbeid,  dien  de  ingenieurs  verrichten, 
herhaaldelyk  moet  bezoeken,  teneinde  daaruit  werkelyk  nut 
voor  de  geologie  te  kunnen  trekken.  Later  toch  worden  die 
insnijdingen  in  den  regel  kunstmatig  door  zoden  of  steenen 
bedekt,  of  wel  door  een  natuurlijken  plantengroei  aan  het  oog 
onttrokken,  zoodat  de  profielen  niet  meer  samengesteld  kan- 
nen worden.  Daarom  is  het  noodig,  tydig  van  alle  groote 
uit-  of  afgravingen  te  worden  verwittigd. 

Bij  putboringen  bestaan  wel  is  waar  de  vermelde  gevaren 
niet,  maar  ook  hier  is  een  tijdige  kennisgeving  hoogst  wen- 
schelijk,  teneinde  met  betrokken  ingenieurs  w^ens  liet  ver- 
zamelen van  boormonsters  in  overleg  te  treden,  hei^een  wel  is 
waar  volgens  een  algemeen  schema  kan  geschieden,  maar  tocli 
voor  enkele  gevallen  in  bijzonderheden  dient  overl^d  te  wor- 
den. Dat  putboringen  van  grootere  diepte  uitkomsten  kunnen 
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gefven,  die  door  gravingen  niet  te  verkrggen  zijn,  spreekt 
van  zelf,  maar  ook  boringen  van  kleinere  diepte  kunnen, 
behoorlijk  verzameld,  de  uitgestrektere  insngdingen  van  den 
bodem  tot  zekere  hoogte  vervangen. 

Het  behoeft  nauwelijks  gezegd  te  worden,  dat  het  opnemen 
yan  profielen  en  het  verzamelen  van  de  daarin  waargenomen 
gronden  en  gesteenten  —  zullen  zij  voor  geologische  studiën 
van  dienst  zijn  —  alleen  door  een  geoloog  kunnen  geschieden 
en  dat  dergel^ke  werkzaamheden  bij  wglen  veel  tgd  en  een 
verblgf  ter  plaatse  zullen  vereischen,  terwgl  het  ook  by  put- 
boringen  noodig  is,  dat  een  geoloog  nauwkeurig  kennis  neme 
van  het  terrein,  waarop  die  boringen  plaats  hebben. 

Om  die  reden  wordt  een  crediet  van  jaarligks  ƒ  500  ge- 
vraagd, ter  voorziening  in  de  reis-  en  verblijfkosten  en  andere 
kleine  onkosten  voor  de  persoon,  die  zich  in  elk  bizonder 
geval  met  de  opneming  zoude  willen  belasten.  De  bedoeling 
daarbg  is,  de  werkzaamheden  naar  vrije  keuze  door  geologen, 
zoowel  buiten  als  binnen  de  Akademie  van  Weienschappen, 
te  doen  verrichten,  zonder  dat  daarbij  geldelijke  voordeelen 
worden  genoten.  Mogelijk,  dat  niet  elk  jaar  van  het  gevraagde 
crediet  gebruik  wordt  gemaakt. 

De  te  verzamelen  voorwerpen,  afkomstig  uit  bedoelde  in- 
snydingen  en  putboringen,  moeten  door  den  verzamelaar 
aan  eene  reeds  bestaande  geologische  Rijksverzameling  wor- 
den afgeleverd,  en  met  zoodanige  aanteekeningen  voorzien, 
als  voor  de  wetenschappelijke  bewerking  noodig  zal  wezen.  De 
verzamelaar  heeft  natuurlijk  in  de  eerste  plaats  het  recht  om  de 
door  hem  verkregen  uitkomsten  te  publiceeren ;  mogt  hij  even- 
wel van  dit  recht,  na  afloop  van  een  nader  te  bepalen  tijdstip, 
geen  gebruik  hebben  gemaakt,  dan  zouden  de  bijeengebrachte 
verzamelingen  en  aanteekeningen  ook  voor  wetenschappelijke 
onderzoekingen,  door  anderen  ingesteld,  dienst  mogen  doen. 
Mocht  het  gevraagde  crediet  t^delgk  niet  voor  de  boven 
omschreven  doeleinden  gebruikt  worden,  dan  zou  het  ook 
kunnen  dienen  tot  het  bijeenbrengen  van  geognostische  ver- 
zamelingen en  gegevens,  die  zonder  insnijdingen  of  boringen 
aan  de  oppervlakte  van  het  land  kunnen  verkregen  worden 
en    voor    welk    onderzoek  de  omstandigheden  juist  bizonder 
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gunstig  zgn,  ierwgl  het  yerzamelde  op  dezelfde  wgze  kan 
bewaard  en  bewerkt  worden  als  het  materiaal,  langs  den  eerst 
yermelden  weg  verkregen. 

De  Commissie  vertrouwt,  dat  op  deze  wgze,  zonder  al  te 
groote  onkosten,  belangryke  gegevens  omtrent  den  geognos- 
tischen  bouw  van  Nederland  kunnen  verkr^en  worden ;  ge- 
gevens, die  wel  is  waar  niet  rechtstreeks  tot  de  vervaardiging 
van  de  geologische  kaart  voeren,  maar  toch  de  vervaardiging 
daarvan  later  zeer  zullen  vergemakkelijken  en  bekorten,  en 
die,  ook  geheel  afgescheiden  van  eene  kaart,  de  wetenschap- 
pelgke  kennis  der  geol(^ie  van  Nederland  in  hooge  mate 
moeten  bevorderen. 

De  Commissie  meent  ook  met  nadruk  er  op  te  moeten 
wgzen,  dat  in  de  laatste  jaren  reeds  materiaal  tot  onderzoek 
is  verloren  gegaan,  en  dat  men,  door  geen  gebruik  te  maken 
van  kunstmatige  insnydingen  en  putboringen,  zich  aan  groot 
verzuim  zal  schuldig  maken,  aangezien  in  dit  geval  g^evens 
ongebruikt  verloren  gaan,  die  naderhand  of  in  't  geheel 
niet  meer,  óf  alleen  met  zeer  groote  onkosten  te  verkrggen 
zullen  zyn. 

De  Commissie  w^st  in  het  bizonder  ook  op  de  omstan- 
digheid, dat  reeds  sedert  geruimen  tyd  belangrgke  insnijdingen 
en  grondboringen  plaats  grijpen  voor  het  nieuwe  Merwede- 
kanaal  en  voor  de  verlegging  van  den  Maasmond,  en  welligt 
ook  voor  andere  werken,  zonder  dat  daarvan  in  bedoelden 
geest  eenig  nut  voor  de  geologie  van  Nederland  werd  ge- 
trokken. 

Mocht  de  Regeering  het  voorstel  willen  goedkeuren  en 
aan  de  Akademie  van  Wetenschappen  het  gevraagde  crediet 
toestaan,  dan  zal  de  wgze,  waarop  hiervan  gebruik  moet 
worden  gemaakt,  nog  nader  moeten  worden  omschreven  dan 
boven  in  al<>emeene  trekken  is  geschied.  Het  zal  zaak  zp, 
eene  eenvoudige  wgze  van  beheer  van  het  crediet  in  het  leven 
te  roepen,  teneinde  zonder  veel  omslag  in  elk  bizonder  zich 
voordoend  geval  te  kunnen  werken.  Voor  het  oogenblik  ech- 
ter meent  de  Commissie  hieromtrent  nog  in  geen  nadere 
bizonderheden  te  moeten  treden. 

Kan    het   boven   ontworpen   denkbeeld  de  instemming  m 
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medewerking    van    Zgne   Excell.   den  Minister  van  Binnen- 
landsche  Zaken  verwerven,  dan  zoude  door  den  invloed  van 
dit  Ministerie  ook  de  onmisbare  hulp  van  de  Ministers  van 
Waterstaat    en    Oorlog  kunnen  worden  verkregen.    Het  zal 
dan  namelgk  noodig  zgn,  dat  de  ingenieurs  van  den  water- 
staat   en   de  officieren   der   genie   uitgenoodigd   worden,  de 
Akademie  te  verwittigen  van  de  tgdstippen,  waarop  het  be- 
zoek  van    een   geoloog  voor  het  verkrggen  van  kennis  van 
den  bodem  nuttig  kan  zgn.  Vrijdom  van  briefport  voor  dit 
doel   zoude   daarbij    tevens   dienen   verleend  te  worden  voor 
de    correspondentie    tusschen  den  met  het  onderzoek  te  be- 
lasten   geoloog    en   de  leden  van  het  corps  van  den  water- 
staat zoowel  als  de  officieren  van  de  genie.  Ook  daarvoor  zoude 
de    medewerking    van    den  Minister  van  Waterstaat  moeten 
worden  ingeroepen. 

BEHRENS,  Voorntter. 
VAN  PIESEN. 
VAN  BIEMSDUK. 
J.  M.  VAN  BEMMELEN. 
K.  MARTIN. 


PROCES-VERBAAL 


YA3S  DB 


GEWONE  VEBGADEBING  DEK  APDEELING  NATÜÜEKUNDE^ 


op  Zaterdag  28  September  1889. 


Tegenwoordig  de  Heeren:   van  deb  Waals,  Onder-Voor- 
zitter,  HüBBECHT,    EOBTEWEO,  EkGELMANN,  PeKELHABING,  EaF- 

TEYK,  Sueinoab,  Feanchimont,  Hoek,  Mac  Gillavky,  Hoff- 
KANN,  Kame&linoh  Onnes,  Ruke,  Fob3tee,  Stokyis,  Zaauie, 
BiERENs  DE  Haan,  Zeeman,  Rattwenhoff,  Michaslis,  Schottte, 

MOLL,  LORENTZ,  DE  VrIES,  BuTS  BaLLOT,  BeUTEL  DE  LA  RlYlÈEE, 

Grinwis,  Place  en  C.  A.  J.  A.  Otjdemans,  Secietana. 

—  Het   Proces-Verbaal   der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieyen  Tan  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  G.  F.  Westerman,  Directeur  van  het  koninklgk  zoo- 
logisch Genootschap  Natura  Artis  Magistra  te  Amsterdam, 
3  Augustus  1889;  2^.  A.  J.  Enschede,  Bibliothecaris  van 
de  Stads-Bibliotheek  te  Haarlem,  29  Juni  1889;  3^.  G.  C. 
W.  BoHNENsiEG,  Couservator  aan  Teyler's  Stichting  te  Haar- 
lem, 11,  27  JuU  1889;  4».  W.  P.  Woltees,  Bibliothecaris 
van  de  Maatschappy  der  Nederlandsche  Letterkunde  te  Lei- 
den, 22  Augustus  1889;  5^.  J.  F.  L.  Schneidee,  Bibliothe- 
caris van  de  polytechnische  School  te  Delft,  2  Augustus  1889; 
6^.  G.  J.  W.  Bremer,  Secretaris  van  het  Bataa&ch  Genoot- 
schap der  proefondervindel^ke  Wgsbegeerte  te  Rotterdam,  20 
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Juli,  17  September  1889;  7^.  Gedeputeerde  Staten  van  Fries- 
land te  Leeuwarden,  8  Augustus  1889;  8®.  F.  Czbemak, 
Secretaris  van  het  naturforschende  Verein  te  Brunn,  Februari 
1889;  9^.  F.  Krauss,  Secretaris  van  het  Verein  für  vater- 
landische  Naturkunde  te  Stuttgart,  15  Mei  1 889 ;  10^.  G.  Voss, 
Secretaris  van  de  naturforschende  Gesellschaft  te  Emden,  9 
Septanber  1889;  11^.  den  Secretaris  van  de  Societa  Italiana 
d'Antropologia  te  Florence,  1889;  12^.  J.  Biana,  Biblio- 
thecaris van  de  Academia  Bomana  te  Bucharest,  23  Sep- 
tember 1889;  13^.  W.  Nbnablb,  Secretaris  van  de  Elisha 
Mitchell  scientific  Society  te  Chapel  Hill,  14  September 
1889;  14°.  M,  Perez,  Directeur  van  het  Observatorio  cen- 
tral te  Mexico,  25  Juni  1889;  15^.  J,  Thoebürn,  Biblio- 
thecaris van  de  geological  and  natural  History  Survej  te 
Sussex,  14  Augustus  1889;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  'sGra- 
venhage,  12  Juli,  12,  28  Augustus,  3,  20  September  1889; 
2^.  het  Ministerie  van  Marine  te  'sGravenhage,  20  Augus- 
tus 1889 ;  3^.  J.  Bosscha,  Secretaris  van  de  Hollandsche 
Maatschapp^  der  Wetenschappen  te  Haarlem,  10  Juni  1889; 
4^.  W.  P.  WoLTEBS,  Bibliothecaris  van  de  Maatschappij  der 
Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden,  11  Juli  1889;  5^. 
M.  F.  A.  G.  Campbell,  Bibliothecaris  van  de  Koninklijke 
Bibliotheek  te  'sGravenhage,  6  September  1889;  6^.  den 
Directeur  van  het  koninkl^k  Nederlandsch  meteorologisch 
Instituut  te  Utrecht,  21  Augustus  1889;  7^.  het  Ministère 
de  rintérieur  de  Belgique  te  Brussel,  10  September  1889; 
8^.  F.  NiCHOLSON,  Bibliothecaris  van  de  literary  and  philo- 
sophical  Society  te  Manchester,  1889;  9^.  E.  P.  Wbight, 
Secretaris  van  de  royal  Irish  Academy  te  Dublin,  1889; 
10^.  SiEGEL,  Secretaris  van  de  kais.  Akademie  der  Wissen- 
schaften te  Weenen,  20  Maart  1889;  11^.  Mommsen,  Secre- 
taris van  de  preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  te  Ber- 
Ign,  Juli  1889;  12^.  von  Bezold,  Directeur  van  het  kon. 
preuss.  meteorologisches  Institut  te  Berlgn,  1889;  13^,Foe- 
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STEMANN,  Archiyaris  yan  de  kon.  sachsische  Gesellscliaft  der 
Wissenschaften  te  Leipz^,  20  Febmari  1889;  140.  A.  Peüc- 
KERT,  Secretaris  van  het  Yerein  für  Erdkunde  te  Dresd^i 
1889;  15^.  den  Secretaris  van  het  historische  Yerein  for  Dn- 
terfranken  und  Aschaffenboig  te  Würzbuig,  1  October  1888; 
16^.  N.  VAN  He&veke,  Secretaris  van  het  Institnt  Lnxem- 
bourgeois,  section  historique,  te  Loxemburg,  1889;  17^. 
H.  Wild,  Directeur  van  het  Obaervatoire  physiqae  centnd 
te  St.  Petersburg,  20  Januari  1889;  18^.  den  Directeur  van 
het  Musée  public  te  Moscou,  18  Augustns  1889;  19^. 
F.  Jeppk  te  Pretoria,  Maart  1889;  200.  J.  C.  Pillino,  Di- 
recteur van  de  U.  S.  geological  Survey  te  Washington,  2 
Februari  1889 ;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schrif- 
telgke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 

10.  Brieven  van  verontschuldiging  over  het  niet  bgwonea 
van  de  Vergadering  van  de  Heeren  van  de  Sandb  Bakhut- 
ZEN,  ScHOLs,  VAN  DiESEN,  J.  A.  G.  OüDsiCANs  en  A.  G.  Ou- 

DEMANS   JR. 

2^.  Een  schrgven  van  den  Hoogleeraar  FtniBBiKGSR  te 
Jena,  waarin  dank  wordt  gezegi  voor  den  hem  aangeboden 
titel  van  correspondeerend  Lid. 

30.  Een  schrijven  van  den  Heer  Dr.  Fleisghkank,  privaat- 
docent  in  de  zoölogie  aan  de  Universiteit  te  Erlangen, 
de  mededeeling  behelzend,  dat  de  Hoogleeraar  E.  Selboa 
aldaar,  wien  mede,  als  oud-lid  der  Akademie,  het  corres- 
pondeerend lidmaatschap  werd  opgedragen,  zich  buitenslands 
bevindt  en  dus  voorloopig  op  de  hem  te  beurt  gevallen  on- 
derscheiding niet  kan  antwoorden. 

40.  Een  brief  van  den  Heer  Dr.  Jan  de  Viubs,  leeraar 
aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen,  ter  begeleiding  van  eene  ver- 
handeling >  Over  eene  groep  van  r^elmatige  vlakke  configu- 
raties en  eeuige  daarmede  samenhangende  vlakke  configoii- 
ties  van  punten  en  krommen*'.  Tot  rapporteurs  over  dien 
arbeid  worden  benoemd  de  Heeren  Biebsns  db  Haan  en  vaï 
DEN  Beko. 
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—  De  Heeren  Bieueks  de  Haan  en  van  den  Bebo  bren- 
gen een  gunstig  rapport  uit  over  de  door  den  Heer  Dr.  Jan 
DE  Ybies  in  Mei  jl.  aangeboden  verhandeling.  Hunne  con- 
dnsie  om  haar  te  bestemmen  voor  de  Yeislagen  en  Mede- 
deelingen  wordt  aangenomen. 

—  De  Heer  Süsingab  levert  eene  nieuwe  bgdrage  tot  de 
kennis  der  Melocacti  van  Aruba  en  deelt  mede,  wat  over 
de  ontwikkeling  dier  planten  uit  zaad  en  haar  verderen 
groei  door  hem  werd  waargenomen.  Hg  geeft  verder  een 
overzicht  van  de  w^ze,  waarop  de  Melocacti,  op  grond  hun- 
ner natuurlgke  verwantschap,  gerangschikt  zouden  kunnen 
worden  en  sluit  met  philogenetische  beschouwingen  en  het 
teekenen  van  een  stamboom  der  soorten,  zooals  hg  zich  dien, 
op  dit  oogenblik,  voorstelt.  De  waarnemingen  werden,  be- 
halve aan  de  door  hem  zelven  medegebrachte  voorwerpen, 
ook  gedaan  aan  andere,  hem  door  de  Heeren  pastoors  van 
KooLwuK  en  van  Baars  to^ezonden.  De  verhandeling  wordt 
aangeboden  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen. 

—  De  Heer  Sghoute  spreekt  >  over  viervlakken,  door  ge- 
Igkvormige  driehoeken  begrensd"  en  licht  zgne  voordracht 
door  kartonnen  voorwerpen  toe.  Zgne  mededeelihg  zal  in  de 
Yerslagen  en  Mededeelingen  worden  opgenomen.  Een  paar 
vragen,  door  den  Heer  Gbinwis  gedaan,  worden  door  den 
spreker  beantwoord. 

—  Daar  het  den  19^^  December  twee  jaar  geleden  zal 
zgn,  dat  de  notarieele  acte  gepasseerd  werd,  waarbg  het 
zoogenoemde  Buitenzorgfonds  werd  gesticht,  acht  de  Voor- 
zitter den  tgd  gekomen  om  —  in  overeenstemming  met  de 
voorwaarde,  waarop,  om  de  twee  jaar,  uit  'sLands  kas  eene 
subsidie  voor  de  uitzending  van  een  botanicus  naar  het 
station  te  Buitenzorg  beschikbaar  zal  worden  gesteld  — 
de  Hoogleeraren  in  de  Botanie  aan  de  drie  Bgks-Universi- 
teiten  uit  te  noodigen,  in  de  October-vergadering  der  Afdee- 
ling  eene  aanbeveling  in  te  dienen  van  hem,  wien  zg  die 
zending  wenschen  te  zien  opgedragen.    De  Heeren  Subingab 
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en  Ravwenhoff,  ter  Vergadering  tegenwoordig,  nemen  op 
zichf  zich  met  den  Heer  bb  Boer,  Hoogleeraar  te  Groningen, 
in  verbinding  te  stellen  om  zich  van  de  hun  gedane  op- 
dracht te  kwgten. 

—  De  Heer  Engblmann  biedt  voor  de  Verslagen  en  Mede- 
deelingen  aan  een  opstel  van  Dr.  Hahbueoee  te  Utrecht: 
»Over  de  permeabiliteit  der  roode  bloedlichaampjes  in  ver- 
band met  de  isotonische  coëfficiënten''.  Op  verzoek  van  den 
Voorzitter,  zullen  de  Heeren  Engklmann  en  db  Vbies  daar- 
over rapporteeren  in  de  October-vergadering. 

—  De  Heer  Pekjslhabino  biedt  voor  de  4^  werken  der 
Akademie  eene  verhandeling  aan  van  Dr.  Ha.0ek  te  Deli, 
thans  te  Hamburg:  »üeber  Eorpergrösse  nnd  Wachsthmng- 
verhaltnisse  der  Süd-Chinesen".  Aan  de  Heeren  Zamjieb  a 
Pbkblhakino  wordt  opgedragen  daarover  rapport  uit  te 
brengen. 

—  De  Heer  Eaiosrlinoh  Onxes  biedt,  uit  naam  van  Mevr. 
de  Wed.  Mees-Ctockenoa  te  Groningen,  het  photographidch 
portret  aan  van  wglen  haren  echtgenoot  Dr.  R.  A.  Mees, 
lid  der  Akademie.  Het  geschenk  wordt  met  erhentel^'kheid 
aanvaard  en  den  Secretaris  opgedragen  Mevr.  de  Wed.  Mizs 
daarvoor  den  dank  der  Afiieeling  over  te  brengen. 

—  De  Heer  Stokvis  biedt  voor  de  boekerg  der  Akademie 
de  dissertatie  aan  van  Dr.  J.  de  Britïn:  »Bydrage  lot  de 
leer  der  geelzucht,  met  het  oog  op  de  vergiftige  werking 
der  bilirubine"  en  licht  kortelgk  de  uitkomsten  toe,  door 
den  schrgver  van  het  proefschrift  verkr^en. 

De  Heer  C.  A.  J.  A.  Oüdbmans  biedt  aan  voor  de  Bodcer^ 
zgne :  Treizième  Gontribution  a  la  Flore  mycologiqne  des 
Pays^Bas. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  sluit  de  Voo^ 
zitter  de  Vergadering. 


VERSLAG 


OYXK  DE 


yERHAin)ELiNo   TAN   Dr.  JAN  DE   TBIES, 


GETITBLD: 


OTER  VLAKKE  CONFIGUHATIES,  WAAEIN  ELK  PUNT  MET 

TWEE  LLTNEN  INCTOENT  IS. 


DOOB 


D.  BIERENS  DE  HAAN  bn  F.  J.  VAN  DEN  BERG. 


De  yerhandeling  van  Dr.  J.  be  Vbies  tover  vlakke  con- 
figuraties, waarin  elk  pont  met  twee  l^nen  incident  is", 
waarvan  de  Afdeeling  ons  de  beoordeeling  heeft  opgedragen, 
b^nt  met  eenige  algemeene  opmerkingen. 

De  vlakke  configoratien,  waarin  elk  punt  twee  lynen 
draagt,  kunnen  in  twee  groepen  verdeeld  worden, 

((2t-f-  l^^^si    2^214.1),   met  een  even  aantal  Ignen 
(m2t  n  2t )  met  een  willekeurig  aantal  Ignen. 


Ig  kunnen  uit  volledige  veelzeden  worden  afgeleid ;  want 
voegt  men  aan  deze  conf.  de  punten  toe,  waarin  elke  l^n 
gesneden  wordt  door  de  van  haar  gescheiden  l^nen,  dan 
ontstaan  er  nieuwe  conf. 

(n  (m  —  1)2,  2  n^- 1)     of    {^n{n-'  l)^,  n«-i), 
d.  i.  eene  volledige  2n-zgde,  of  eene  volledige  n-zgde. 
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Hare  Ignen  met  de  toevoegde  punten  vormen  evenzeer 
eene  conf. 

((m  —  2  t  —  2)  «2 ,    2  n%n  -2  «-2) 
of 

(4n(n  — 1  —  2  1)3,  n,-i-2,). 

Twee  conf.,  die  elkander  tot  eene  volledige  veelzgde  aan- 
vullen, heeten  elkanders  completnenten.  Het  complement  van 
de  conf.  (n(2n  —  2)2t  2n2n-2)  is  een  groep  van  n  geschei- 
den punten;  en  nu  wordt  de  hoofd-n-hoek  der  volledige 
2n-zgde  aangegeven  door  de  n  verbindingen 

12,  34,  56,...  (2  n  — 1)2  n, 

of  sngpunten  telkens  van  twee  gescheiden  Ignen  uit  de  door 
1  tot  2  n  aan  te  duiden  Ignen  der  conf. 

Voor  de  conf.  (^n(n  —  3)2,  nn^z)  is  het  complement  de 
conf.  112,  d«  i.  een  n-hoek,  of  het  zamenstel  van  eenige 
veelhoeken,  die  te  zamen  n  zgden  bezitten;  en  dit  laatste 
kan  op  onderscheidene  v^zen  plaats  grgpen.  Daaruit  volgt 
de  stelling. 

Het  aantal  verschillende  conf.  (in(n— «3)21  rin^  is  eene 
eenheid  meer  dan  het  aantal  mogelgke  wgzen  van  verdeeling 
van  n  eenheden  in  groepen,  die  op  zgn  minst  drie  eenheden 
bevatten. 

Thans  beschouwt  schrgver  in  het  bgzonder  §  2 — 7  de 
conf.  (3^2,  2  f13)  en  §  8,  10  de  conf.  (2  712,  n^. 

Voor  de  eerste  conf.  is  het  eenvoudigste  geval  de  vier- 
zgde  voor  n  =  2.  Voor  n  =  3  geeft  zg  de  zeszgde;  het 
complement  is  of  een  zeshoek,  of  het  zamenstel  van  twee 
driehoeken.  Het  eerste  geval  geeft  de  conf.  (92,  63)  B^  waar- 
voor tabel  2 ;  het  tweede  geeft  (82, 63)  A,  waarvoor  ta- 
bel 1.  Zg  komen  in  eene  vromere  verhandeling  van  den 
schrgver  {VersL  en  Mededeel.^  Dl.  V,  blz.  118)  voor  ab 
de   restfiguren    van   elke    Ign    der    conf.    (I24,    16^)  B  en 

(I24,  163)4. 
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De  conf.  (92,  63)  B  bezit  zes  trigonische  en  drie  atrigoni- 
sche  punten:  z^  bestaat  uit  twee  driehoeken,  waarvan  de  z^den 
elkander  in  drie  conf.  punten  snijden;  zgn  die  drie  punten 
collineair,  en  is  er  dus  een  driepuntige  diagonaal,  dan  maakt 
de  conf.  deel  uit  van  de  IO3  van  Dbsaegues. 

De  conf.  (92,  63)  A  is  atrigonisch ;  elk  harer  l^nen  be- 
hoort tot  zes  vierhoeken;  elk  harer  punten  tot  vier  vier- 
hoeken. 

Nu  leert  schr^ver  de  verschillende  conf.  (3  (n — 1)2,  2(n — 1)3) 
zoo  vervormen,  dat  zg  alle  conf,  (3  n^^  2  n^  opleveren,  die 
of  minstens  één  punt  bcvatteui  dat  niet  incident  is  met  ééne 
zflde  van  één  conf.  driehoek  [de  atrigonische  vervorming  a], 
of  die  minstens  één  conf.  driehoek  bevatten  [de  trigonische 
vervorming  t];  of  evenzoo  de  conf.  (3(n — 2)2),  2(w — 2)3) 
zoo,  dat  zg  alle  conf.  (Sng,  ^n^  geven,  die  minstens  één 
ditrigonisch  punt  bevatten  [de  ditrigonische  vervorming  ^J. 
Hierb^  blgkt,  dat  ééne  dezer  vervormingen  nog  doorgaat, 
wanneer  één  der  punten  van  de  vervorming  o  f  reeds  in  de 
conf.  voorhanden  is,  of  dat  de  l^nen,  waardoor  dit  punt 
gevormd  moet  worden,  identisch  zyn. 

Wanneer  men  de  vervorming  a  op  de  conf.  (92,  63)  A  en 
langs  onderscheidene  manieren  op  de  conf.  (93,  63)5  toe- 
past, de  vervorming  8  eenmaal  op  eene  vierzijde  en  nog  de 
vervorming  eenmaal  op  de  conf.  (92,  63)  5,  verkrggt  men 
slechts  vijf  onderscheidene  conf.  (122,  ^s)-  Deze  verschillen 
daarin,  dat  zy  al  of  niet  atrigonische,  trigonische,  ditrigo- 
nische, tetragonische,  ditetragonische,  pentagonische,  dipen- 
tagonische,  tetrapentagonische  en  tetrahexagonische  punten 
bevatten;  en  evenzeer  trigonische,  ditrigonische,  tetragoni- 
sche,  ditetragonische,  tritetragonische  en  dipentagonische 
lijnen. 

Deze  vgf  verschillende  conf.  (122,  ^3)  noemt  schrijver 
J,  5,  C,  i?,  ^;  zij  worden  voorgesteld  door  de  tabellen  5, 
3,  8,  6  en  7;  deze  bevatten  respective  3,  5,  8,  6,  15  kop- 
pels, zooals  schrijver  moest  bepalen,  vóór  dat  hij  ze  ver- 
der konde  vervormen,  en  nu  ontstaan  door  de  vervormin- 
gen a  en  T  de  volgende  18  onderscheidene  conf.  (152,  ^^a)» 
en  wel  met: 
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■oorten  tu 
ponten. 
1 

soorten  ru 
lijnen. 

1 

met  de 
tabel 

13 

oh  de  oonL 

as*  8,). 

B 

2 

1 

9 

A 

2 

1 

14 

B 

2 

2 

15 

C 

3 

3 

24 

E 
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2 

27 

E 

4 

3 

11 

A 

4 

3 

21 

C 

4 

4 

23 

E 

5 

3 

25 

E 

5 

3 

26 

C 

5 

4 

17 

C 

6 

3 

12 
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6 

3 

18 

G 

6 

4 

19 

C 

7 

5 

22 

I) 

8 

6 

16 

C 

8 

6 

20 

c 

In  §  8,  10  gaat  schrgver  orer  tot  de  tweede  soort  tbh 
oonf.f  namelgk  (2  1129  114). 

Het  eenyoudigste  geval  is  hier  de  vgfzgde  voor  n  =  5 : 
daarop  volgt  voor  n=6  de  conf.  (122,  64),  die  uit  de 
zeszgde  af  te  leiden  is.  Nu  komt  er  voor  n  =1  7  de  couL 
(142,  '^4)9  ^^^  complement  of  een  zevenhoek  is,  of  het 
zamenstel  van  één  vierhoek  en  één  driehoek;  in  het  eerste 
geval  heet  de  conf.  (142,  74)^^,  in  het  tweede  (142,  ^4)^* 

Wat  de  conf.  (162,  84)  voor  n  =  8  betreft,  deze  heeft  tot 
complement  twee  conf.  (62,  43),  of  wel  eene  der  vgf  bov^- 
vermelde  conf.  (122,  83).  Schrgver  gaat  het  onderscheid  na 
tusschen  deze  zes  verschillende  conf.  (I62,  84)  en  geeft  daar- 
voor de  tabellen  31,  33,  32,  36,  34,  35. 

Met  de  conf.  (I82,  94)  is  het  anders  gesteld,  daar  haar 
complementen  evenzeer  den  vorm  (I82,  84)  bezitten.  iSchrgver 
tracht  na  een  weg  te  vinden,  om  ze  uit  de  conf.  (1 62,  84)  af 
te  leiden,  en  leidt  als  slotsom  de  volgende  algemeene  stelling  dL 
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Alle  conf.  (2  ng,  n^)  kunnen  bepaald  worden,  zoodra 
de  yerschillende  conf.  ((2n  —  2)2,  (n  —  1)4)  en  conf. 
((2n — 10)2,  (n — 5)4)  bekend  zijn. 

Ook  het  opnemen  yan  dit  opstel  in  uwe  Verslagen  en 
Mededeelingen  raden  wg  gaarne  aan. 

Leiden  en  Hilversum^ 

September  1889-  D.  BIEEENS  DE  HAAN. 

F.  J.  VAN  DEN  BERG. 


OVER   VLAKKE   CONFIGURATIES, 


WAAKIV 


ELK  PUNT  MET  TWEE  LIJNEN  INCIDENT  IS. 


DOOB 


JAN  DE   TBIE8. 


1.  De  vlakke  cf.,  waarin  elk  punt  twee  l^nen  draagt, 
kunnen  in  twee  groepen  gescheiden  worden:  de  eerste  groep 
omvat  dan  de  cf. 

((2t+  l)ii2,2n^.^,), 

die  alleen  voor  een  even  aantal  lynen  kunnen  bestaan,  de 
tweede,  waartoe  alle  cf. 

behooren,  bevat  cf.  voor  elk  aantal  lynen.  Tot  deze  tweede 
groep  moeten  blikbaar  alle  niet  volledige  n-hoeken  (n^i^a) 
gebracht  worden. 

De  beide  soorten  van  cf.  hebben  dit  gemeen,  dat  zg  uit 
volledige  veelzgden  kunnen  afgeleid  worden  *) ;  voegt  men 
toch  aan  eenige  cf.  uit  eene  der  genoemde  groepen  de  pun- 
ten   toe,   waarin  elke   cf.  lyn  gesneden  wordt  door  de  Tan 


*)  Wederkeerig  kan  eene  vlakke  cf.,  waarin  elke  lijn  twee  punten  draagt, 
uit  eenen  voUedigen  veelhoek  afgeleid  worden. 
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haar    gescheiden  lijnen,  dan  ontstaat  eene  yolledige  2n-zijde 

(n(2n — 1)2,  2n2»-.i) 
of  eene  yolledige  n-zgde 

(in(n— 1)2,  n«-i). 

De  Ignen  der  cf.  vormen  in  beide  gevallen  met  de  toege- 
voegde punten  een  nieuwe  cf.,  waarvan  de  eerste  index  2 
is,  nl.  eene  cf.  der  tweede  groep 

((2n  — 2i  — 2)n2,  2^2,— 2t-2) 
of  eene 

(i  n  (n  —  1  —  2 1)2,  n»— i-2i). 

Twee  cf.,  welke  elkander  tot  eene  volledige  veelzede  aan- 
vullen, zullen  elkanders  complement  genoemd  worden. 
Voor  eene 

(nC2n  — 2)2,  2n2«-2) 

bestaat  het  complement  uit  eene  groep  van  n  onderling  ge- 
scheiden punten;  worden  de  Ignen  dezer  cf.  door  de  getal- 
len van  1  tot  2n  aangeduid,  en  wel  de  n  paren  gescheiden 
Ignen  door  1  en  2,  door  3  en  4,  algemeen  door  (2i  —  1) 
en  2i,  en  stelt  de  combinatie  van  twee  dezer  getallen  het 
sngpnnt  voor  van  de  Ignen,  waartoe  die  getallen  behooren, 
dan  wordt  de  bedoelde  hoofd-n'hoek  der  volledige  2n-zijde 
door  de  n  combinaties 

12,  34,  56, (2  i  —  1)  2  i, ....  (2  n  —  1)  2  n 

aangewezen.     Het  is  duidelgk,  dat  er  voor  elke  waarde  van 
n  slechts  eene  cf.  met  de  indices  2,  2n— >2  bestaat. 
Het  complement  eener 

(in (71  —  3)2,  n«-8) 

is  eene  «2»  ^^^  ^^  ®®^  gewone  n-hoek,  öf  het  samenstel  van 
eenige  veelhoeken,  die  samen  n  zgden  bezitten.  Voor  eene 
(352,  IO7)  is  het  complement  b.  v.  een  tienhoek,  of  het 
samenstel    van    een    driehoek    met   een  zevenhoek,  van  een 

TEBIU  m  MIOID.  AID.  NATUURK.  S^e  ESBKl.   DBKL   Vl.  25 
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vierhoek  met  een  zeshoek^  Tan  twee  vijfhoeken,  of  eindelgk 
van  twee  driehoeken  met  een  vierhoek;  hiemit  volgt,  dat 
er  v^f,  in  samenstelling  verschillende,  (352  f  10^)  zullen  z^. 
Het  aantal  verschillende  {\n(n  —  8)2,  ««—s)  ü  een  meer 
dan  het  aantal  wijzen^  waarop  men  n  eenheden  kan  verdeden 
in  groepen^  die  minstens  drie  eenheden  bevatten, 

Ck)NFIGUBJLTIBS   {Sn^^  2n^). 


2.  De  eenvoudigste  cf.  met  de  indices  2,  3  is  de  vierzgde, 
waarvan  de  l^nen  door  1,  2,  3,  4,  de  punten  door  12,  13 
14,  23,  24,  34  zullen  voorgesteld  worden. 

Het  complement  eener  door  de  lynen  1,  2,  3,  4,  5,  6 
gevormde  (9^,  63)  is  of  een  zeshoek  met  de  toppen  12,  23, 
34,  45,  56,  61  of  het  samenstel  van  twee  driehoeken  12, 
23,  31  en  45,  56,  64.  Het  laatstgenoemde  complement  be- 
hoort tot  de  (92,  63),  welke  ik  elders  door  de  letter  A  heb 
aangewezen;  zg  wordt  voorgesteld  door  tabel  1), 


Lgnen. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

14 

24 

34 

14 

15 

16 

Punten. 

15  ; 

25 

35 

24 

25 

26 

16  ' 

i 

26 

36 

34 

35 

36 

. .  (1). 


welke  uit  de  beide  hoofddriezgden  1,  2,  3  en  4,  5,  6  be- 
staat, terwgl  het  eerstgenoemde  complement  aan  de  (9^,  63} 
B  toekomt,  welke  door  tabel  2)  wordt  voorgesteld; 


Lgnen. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

13 

24 

13 

14 

15 

26 

Punten. 

14 

25 

35 

24 

25 

£6 

15 

26 

36 

46 

35 

46 

•  •  {-'}' 


deze  cf.  bezit  geene  hoofddriezgde.     Deze  beide  (9^ ,  63)  ko- 
men  achtereenvolgens  voor  als  restfiguren  van  elke  Ign  der 
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cf.  (I24,  I63)  A  en  B,  welke  ik  in  mijn  opstel  » Over  vlakke 
configuraties"  (deel  V,  bl.  118  der  Veral.  en  Meded.)  heb 
beschouwd.  Ook  ontstaan  z:g,  wanneer  men  van  de  desmi- 
sche  95  of  93  A  (Kantor)  en  de  onregelmatige  93  of  93  B 
(Kantor)  achtereenvolgens  eene  hoofddriezijde  afzondert,  het- 
geen bg  de  desmische  93  op  drie  verschillende  wijzen,  bij 
de  onregelmatige  slechts  op  eene  wijze  mogelijk  is. 

De  (92,  63)^4  is  atrigonisch;  elk  harer  punten  behoort 
tot  vier  vierhoeken,  elke  harer  Ignen  tot  zes  vierhoeken. 
Cf.  B  bestaat  uit  twee  driehoeken  13,  35,  51  en  24,  46,  62 
in  zoodanige  ligging,  dat  de  zijden  1,  3,  5  van  den  eersten 
door  de  zgden  4,  6,  2  van  den  tweeden  achtereenvolgens  in 
de  overige  cf.  punten  14,  36,  25  gesneden  worden;  zgn  deze 
laatste  drie  punten  collineair,  bezit  de  cf.  dus  eene  drie- 
puntige  diagonaal,  dan  maakt  zg  blijkbaar  deel  uit  van  eene 
lOs  van  Dbsajrgtjes.  De  (92,  63)  B  bezit  twee  soorten  van 
punten,  n.1.  zes  trigonische  en  drie  atrigonische ;  hare  lijnen 
daarentegen  zijn  gelijkwaardig,  omdat  elke  tot  eenen  der 
beide  driehoeken  behoort;  zg  bevat  drie  vierhoeken  : 

1364  met  de  toppen  13,  36,  64,  41 ; 

2415  met  de  toppen  24,  41,  15,  52; 

3526  met  de  toppen  35,  52,  26,  63. 

Er  zijn  twee  in  samenstelling  verschillende  {Q^i  63),  eene 
atrigonische  met  twee  drietallen  gescheiden  lijnen  en  eene  cf. 
niet  twee  driehoeken. 

VERVORMING    EENER  (3  712,    2713). 

3.  Cf.  A  van  tabel  (1)  ontstaat  blgkbaar  uit  de  vierzgde 
1245,  als  men  de  tegenpunten  12  en  45  weglaat  en  de 
Ignen  3  en  6  met  de  punten  16,  26,  36,  34,  35  aan  de 
figuur  toevoegt.  Bg  deze  vervorming  worden  de  paren  van 
verbonden  lijnen  1,  2  en  4,  5  door  twee  gescheiden  paren 
vervangen,  waardoor  het  snijpunt  der  beide  nieuwe  Ignen 
een  atrigonisch  punt  wordt. 

Is  a  6  een  atrigonisch  punt  der  cf.  (3  «2, 2  «3),  terwijl 
de  lijn  a  door  de  onderling  gescheiden  lijnen  c,  d  en  de  Ign 
b  door  de  onderling  gescheiden  lijnen  e^  f  in  cf.  punten  ge- 
sneden wordt,  dan  ontstaat  door  de  afzondering  van  de  lijnen 

26* 
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a,  6  en  de  vgf  punten  a6,  ac,  ad^  b  e^  bf  eene  fignnr, 
waarin  de  Ignen  c^d^e^f  elk  een  punt  verloren  hebben; 
voegt  men  nu  de  punten  cd  en  e  f  aan  baar  toe,  dan  beeft 
men  eene  (3  (n  —  1)2,  2  (n  —  1)3)  verkregen,  waarin  de  pun- 
ten cd  en  e  f  onderling  gescbeiden  zgu.  De  toepassing  van 
de  omgekeerde  vervorming  op  alle  paren  van  gescbeid^ 
punten  der  verscbillende  (3  (n  —  1)2,  2  («  —  1)3)  levert  dus 
stellig  alle  (3  n^y  2  f13),  welke  minstens  een  punt  bezitten, 
dat  niet  met  eene  zyde  van  een  cf.  driehoek  incident  is. 

Zgn  in  de  (3  n^,  2  ^3)  met  punt  g  6  de  lijnen  c  end  ver- 
bonden, dan  bevat  de  cf.  den  driehoek  acd  met  toppen a n, 
ad  en  cd.  Gaan  de  lijnen  c,  d  achtereenvolgens  door  de  cf. 
punten    c^,   d  hy  dan  ontstaat  door  afzondering  van  c  en  d 
eene  figuur,  waarin  de  Ign  a  nog  slechts  het  punt  a  b  draagt, 
terwyl    de  Ignen   ^    en   A  elk  met  twee  cf.  punten  incident 
zgn;    worden    dus  de  punten  a^  en  aA  aan  de  figuur  toe- 
gevoegd,   dan    liggen    op    elke    der    Ignen  a,  g,  h  weer  drie 
sngpunten    en    er  is  eene  (3  (n  —  1)2,  2  (n  —  1)3)  gevormd. 
Door  de  omgekeerde  bewerking  toe  te  passen  op  alle  Ignen 
der  verschillende  (3  (n  —  1)3,  2  (n  —  1)3)  verkrijgt  men  dus 
zeker  alle  (3  uo,  2  ^3),  die  minstens  een  cf.  driehoek  bezitten. 
Zijn    de  zgden  c  en  d  van  den  cf.  driehoek  acd  met  de 
punten  eg  en  dg  incident,  ter wgl  de  Ignc/ nog  het  cf.  punt (/i 
draagt,  dan  zal  door  afscheiding  van  de  vier  lijnen  a,  c,  d,  g 
met  de  zeven  punten  a  6,  a  c,  a  d,  c  g^  d  g^  g  i^  c  d  eene  figaar 
ontstaan,    in    welke    de  Ignen  b  en  %  elk  slechts  twee  sng- 
punten bevatten ;  door  toevo^ng  van  het  punt  b  i  verkrggt 
men  dan  eene  (3  (n  —  2)2,  2  (n  —  2)3).     Toepassing  van  de 
omgekeerde    handelwgze    op    alle    punten    der   verschillende 
(3  (n  —  2)2,    2  (n  — -  2)3)    levert  dus  zeker  alle  (3  n^,  2  nj), 
welke    minstens   een   ditrigonisch    punt,  zooals  c  d^  bezitten. 
Bevat    de    oorspronkelgke   cf.  reeds  het  punt  b  t,  dan  is  de 
Ign    «,    welke    b   in  het  derde  door  haar  gedragen  cf.  punt 
sngdt,    van    a  en  de  derde  met  i  verbonden  Ign  van  g  ge- 
scheiden,   zoodat   op  b  i  de  eerst  genoemde  vervorming  kan 
toegepast  worden. 

Zijn  daarentegen  b  en  t  identiek,  dan  laat  het  derde  punt 
bf   der   Ign  b  stellig  eene  der  drie  genoemde  vervormingen 
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toe :  immers  de  met  b  verbonden  l^nen  a  en  ^  zgn  geschei- 
den, terwgl  de  Ignen  k  en  i,  waarmede  /  nog  verbonden  is, . 
6f  gescheiden  zijn,  öf  verbonden  door  het  punt  kl^  dat 
slechts  tot  eenen  cf.  driehoek,  nl.  kif,  behoort,  öf  verbon- 
den door  k  l  eu  door  de  l^n  m ;  daar  in  het  laatste  geval 
de  lijn  m  van  b  gescheiden  is,  kan  dan  de  derde  vervor- 
ming ten  opzichte  van  het  punt  bf  geschieden. 

Uit  het  voorgaande  blgkt  nu,  dat  de  verschillende  (3  n^,  2  n^) 
door  middel  van  drie  vervormingen  kunnen  bepaald  worden, 
zoodra  men  de  overeenkomstige  cf.  met  twee  en  vier  lijnen 
minder  kent. 

De  eerste  vervorming  vervangt  de  gescheiden  punten  ed 
en  e  f  door  de  vgf  punten  a6,  ac,  ad,  be,  bf;  omdat  ab 
in  de  nieuwe  cf.  tot  geen  cf.  driehoek  behoort,  noem  ik 
deze  handelw^ze  de  atrigoniache  vervorming  en  duid  haar  aan 
door  het  teeken  a  (c  d,  e/).  Het  is  duidelgk,  dat  men  haar 
alleen  behoeft  toe  te  passen  op  puntenparen,  welke  ver- 
schillende plaatsing  hebben  ten  opzichte  van  de  overige 
elementen  der  oorspronkelgke  cf. 

Ondergaat  de  .  cf.  lign  a  met  de  punten  a  6,  ag,  ah  de 
tweede  vervorming,  welke  ik  de  trigonische  noem,  en  door 
het  teeken  T(a)  voorstel,  dan  verdwijnen  de  punten  ag,ah, 
terw^l  de  punten  ac,  ad  hunne  plaatsen  op  a,  de  punten 
eg,  dh  hunne  plaatsen  op  g  resp.  h  innemen  en  de  figuur 
tot  eene  cf.  met  indices  2,  3  voltooid  wordt  door  het  snij- 
punt c  d  der  nieuwe  l:gnen^  dat,  evenals  de  punten  ac,  ad 
een  trigonisch  punt  der  nieuwe  cf.  is. 

Voegt  men  ten  slotte  aan  eene  cf.  met  de  indices  2,  3 
vier  nieuwe  Ignen  a,  c,  d,  g  met  de  vijf  punten  ac,  ad, 
cd,  eg,  dg  toe,  terwgl  het  cf.  punt  6i  op  6  door  het 
punt  a  b,  op  i  door  het  punt  g  i  wordt  vervangen,  dan  ont- 
staat eene  nieuwe  cf.  met  het  ditrigonische  punt  cd,  dat 
tot  de  cf.  driehoeken  ac  d  en  cdg  behoort.  Deze  derde 
vervorming  noem  ik  de  ditrigonische,  en  duid  haar  aan  door 
het  teeken  S  (b  i). 

CONFIGURATIES    (12g,    83). 

4.  Daar  twee  gescheiden  punten  der  (Og,  63)  A  steeds  over- 
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staande  toppen  van  eenen  cf.  vierhoek  zijn,  vindt  men  uit 
haar  door  atrigonische  vervorming  slechts  eene  (122,  S^). 
Door  a(16,  84)  verkrggt  men  uit  tabel  (1): 


L^nen 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

14 

24 

35 

14 

15 

26 

17 

38 

Panteo 

15 

25 

36 

24 

25 

36 

67 

48 

17 

26 

38 

48 

35 

67 

78 

78 

.  .  (3) 


In  deze  cf.  komen  twee  soorten  van  punten  voor:  de 
punten  14,  25,  36,  78  behooren  elk  tot  twee  cf.  vierhoeken, 
de  overige  acht  elk  tot  eenen  vierhoek.  De  vier  düetragomr 
8c/ie  punten  vormen  eenen  hoofdvierhoek  der  cf. ;  na  hunne 
afscheiding  ontstaat  de  achthoek  15384267.  De  cf.  kan  op 
twee  wijzen  beschouwd  worden  als  het  samenstel  van  twee 
vierhoeken  in  zoodanige  ligging,  dat  de  paren  overstaande 
zyden  van  den  eenen  vierhoek  elk  met  een  paar  aangren- 
zende zgden  van  den  anderen  verbonden  zgn.  Deze  beide 
stelsels  van  vierhoeken  zgn  1425  met  3678  en  1487  met 
2536.  De  l^nen  der  cf.  z^n  gelgksoortig,  daar  elke  hunner 
in  twee  vierhoeken  voorkomt. 

Verwijdert  men  een  der  monotetragonische  punten,  b.v.  67 
met  de  Ignen  o,  7  en  de  punten  26,  86;  17,  78  onder  toe- 
voeging van  de  punten  23  en  18,  dan  ontstaat  de  (92,  63)  .5 
van  tabel  (4): 


14 

23 

23 

14 

15 

18 

15 

24 

35 

24 

25 

38 

18 

25 

1 

38 

48 

35 

48 

.  .  .  (4) 


Deze  omkeeriug  der  atrigonische  vervorming,  waardoor  hefc 
punt  78  verdwijnt,  zal  ik  door  het  teeken  —  a  (78)  voor- 
stellen. De  cf.  van  tabel  (3)  ontstaat  door  a  (18,  23)  uit 
de  cf.  (4),  dus  door  atrigonische  vervorming  ten  opzichte 
vjiu  de  trigonische  punten  18,  23,  die  niet  als  tegenpunten 
in  denzelfden  vierhoek  voorkomen. 
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De  punten  eener  (Og,  63)  B  vormen  vier  verschillende 
soorten  van  koppels  (gescheiden  puntenparen). 

1.  Twee  trigonische  punten  van  denzeKden  vierhoek. 

2.  Twee  trigonische  punten  van  verschillende  vierhoeken. 

3.  Een  trigonisch  met  een  atrigonisch  punt. 

4.  Twee  atrigonische  punten. 

In  de  cf.  van  (2)  worden  deze  vier  gevallen  achtereen- 
volgens vertegenwoordigd  door  de  koppels  13,  46;  13,  26; 
13,  25;  25,  36. 

Door  a  (13,  46)  ontstaat  de  cf. 


1 

2 

3 

4 

'  5 

6 

7 

8 

14 

24 

35 

14 

15 

26 

17 

48 

15 

25 

36 

24 

25 

36 

37 

68 

17 

26 

37 

48 

35 

68 

78 

78 

(5) 


Alle  punten  dezer  cf.  ziyn  ditetragonisch,  alle  lijnen  be- 
grenzen drie  vierhoeken.  Zij  bestaat  uit  twee  hoofdvierzgden 
1,  2,  3,  8  en  4,  5,  6,  7;  hare  zes  vierhoeken  vormen  drie 
paren,  waarin  telkens  twee  tegenzgden  van  den  eenen  vier- 
hoek verbonden  zyn  met  twee  tegenzijden  van  den  anderen; 
door  deze  eigenschap  kan  zig  gemakkelijk  onderscheiden  wor- 
den van  de  (I23,  83)  van  tabel  (3).  Zg  komt  voor  als  rest- 
figuur  van  elke  Ign  der  atrigonische  I53  van  Martinetti 
{Ann.  di  Mat,  Ser.  II«,  tomo  XTV);  ook  ontstaat  zg  uit 
de  (12^,  I63)  A  door  afscheiding  van  twee  hoofd vierzijden. 

Dit  a  (13,  26)  volgt  natuurlijk  weder  eene  (12^,  83),  die 
met  (3)  gelijksoortig  is. 

Door  a(13,  25)  ontstaat: 


1 

14 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

24 

35 

14 

15 

26 

17 

28 

15 

26 

36 

24 

35 

36 

37 

58 

17 

28 

37 

46 

58 

46 

78 

78 

(6) 
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Deze  (122,  ^s)  ^^^  ^^^  soorten  yan  ponten: 

1.  Drie  trigonische  24,  26,  46. 

2.  Zes  ditetragonische  15,  17,  35,  37,  58,  78. 

3.  Drie  tetrapentagonische  punten  14,  28,  36,  d.  w.  z. 
punten,  welke  noch  tot  een  cf.  driehoek,  noch  tot  een  cf. 
yierhoek,  maar  tot  Tier  cf.  vyfhoeken  behooren. 

De  punten  der  eerste  en  derde  soort  geyen  geen  aanlei- 
ding tot  eene  ( —  a),  die  der  tweede  soort  lederen  door  eeoi 
( —  a)  natuurlgk  alle  eene  (92,  63)  B. 

De  cf.  bezit  ook  drie  soorten  van  Ignen,  n.1.  drie  trigo- 
nische, twee  tritetragonische  en  drie  ditetragonische  l^nen. 
Wegens  het  bezit  Tan  eenen  driehoek  laat  de  cf.  eenenega- 
ticTe  trigonische  verTorming  toe;  verwgdert  men  de  l^nen 
4,  6  met  de  punten  24,  26,  46,  14,  36  onder  toeroeging 
▼an  de  punten  12,  23,  dan  komt  eene  (9^,  63)  j1  met  de 
beide  hoofddiïezgden  1,  3,  8  en  2,  5,  7  tcTOorschgn.  Deze 
Terrorming  duidt  ik  aan  door  —  t  (2). 

Door  a(25,  36)  yindt  men  uit  (2): 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

13 

24 

13 

14 

15 

26 

27 

38 

14 

26 

35 

24 

35 

46 

57 

68 

15 

27 

88 

46 

57 

68 

78 

78 

(7) 


Deze  cf.  heeft  ygf  soorten  van  punten: 

1.  Vier  trigonische,  tevens  pentagonische,  punten  13, 15, 
24,  46. 

2.  Twee  trigonische,  tevens  tetragonische,  punten  35,  26. 

3.  Een  ditetragonisch  punt  78. 

4.  Vier  tetragonische  punten  38,  68,  57,  27. 

5.  Een  dipentagonisch  punt  14. 

Zg  bezit  drie  soorten  van  Ignen,  n.1.: 

1.  Twee  trigonische,  tevens  dipentagonische,  1  en  4. 

2.  Vier  trigonische,  tevens  tetragonische,  2,  6,  8,  5. 

3.  Twee  ditetragonische  Ignen,  7  en  8. 

Daar  de    beide    (9£,  63)  elk  slechts  eene  soort  van  Ignen 
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bezitten,  en  de  cf.  Tan  (6)  door  trigoniscbe  vervorming  uit 
A  ontstaat,  zal  de  cf.  van  (7)  door  eene  t  uit  J5  kunnen 
afgeleid  worden. 

Eene  v^fde  (12£,  83)  wordt  gevonden  door  ditrigonische 
vervorming  der  vierzgde.  Laat  men  toch  uit  de  vierzgde 
1234  het  punt  34,  uit  de  vierzgde  5678  het  punt  78  weg, 
dan  worden  de  acht  Ignen  door  toevoeging  van  de  beide 
punten  37  en  48  vereenigd  tot  de  cf.  van  tabel  (8). 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

12 

12 

13 

14 

56 

56 

37 

48 

13 

23 

23 

24 

57 

67 

57 

58 

14 

24 

37 

48 

58 

68 

67 

68 

(8) 


Deze  cf.  heeft  drie  soorten  van  punten: 

1.  Twee  ditrigonische  12,  56. 

2.  Acht  monotrigonische  13,  14,  23,  24,  57,  58,  67,  68. 

3.  Twee  tetrahexagoniscbe  37,  48. 
En  twee  soorten  van  Ignen: 

1.  Vier  ditrigonische  1,  2,  5,  6. 

2.  Vier  monotrigonische  3,  4,  7,  8. 

Er  zijn  vijf  in  samenstelling  verschillende  (122,  ^s)* 

Cf.  (122,  83). 


Naam. 

Soorten  van  lijnen. 

Soorten  van  pnnten. 

Tabel. 

A 

een 

een 

5 

B 

een 

twee 

3 

C 

twee 

drie 

8 

D 

drie 

drie 

6 

E 

drie 

Vflf 

7 

5.    Om    op    deze    vgf   cf.   de  atrigonische  vervorming  te 
kunnen    toepassen,    moet   men   nagaan   hoeveel  soorten  van 
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koppels  elke  hunner  bezit.  Tn  het  navolgende  overzieht  is 
achter  elke  soort  een  voorbeeld  gevoed,  waaraan  de  tabel- 
len (5),  (3),  (8),  (6),  (7)  ten  grondslag  liggen. 

Cf.  A.  a.  Twee  tegenpunten  van  een  vierhoek  14,  78; 

b,  twee  tegenpunten  van  een  zeshoek  14,  36; 

e.  twee  door  twee  zgden   gescheiden  toppen  van  een  zes- 
hoek 14,  68; 

Cf.  B,  d.  twee  ditetragonische  punten  van  denzelfden  vier- 
hoek 14,  25; 

e.  twee  ditetragonische  punten  van  verschillende  vierhoe- 
ken 14,  36; 

ƒ.  een  ditetragonisch  met  een  tetragonisch  punt  14,  35; 

g.  twee  tetragoni?che  punten  van  één  vierhoek  26,  35; 

A«  twee    tetragonische   punten   van    verschillende  vierhoe- 
ken 35,  67; 

Cf.  (7.  t.  twee  ditrigonische  punten  12,  56; 

j.  een  ditrigonisch  met  een  trigonisch  punt  12,  58; 

L  een  ditrigonisch  met  een  hexagonisch  punt  12,  37; 

/.    twee    trigonische   punten,  tevens  tegenpunten  van  een 
vierhoek  13,  24; 

m.    twee  trigonische  punten,  tevens  door  twee  zgden  ge- 
scheiden toppen  van  een  zeshoek  14,  58 ; 

n.  twee    trigonische   punten,  tevens  tegenpunten  van  een 
zeshoek  14,  57; 

o.  een  trigonisch  met  een  hexagonisch  punt  24,  37; 

p.  twee  hexagonische  punten  37,  48. 

Cf.  IX  q.  een    trigonisch    met  een   tetragonisch  punt  van 
denzelfden  vgfhoek  24,  78; 

r.  een    trigonisch    met   een  tetragonisch  punt,  tevens  te- 
genpunten van  een  zeshoek  24,  37 ; 

B.  een  trigonisch  met  een  pentagonisch  punt  24,  36; 

U  twee  tetragonische  punten  37,  58; 

tt.  een  tetragonisch  met  een  pentagonisch  punt  78,  36; 

V,  twee  pentagonische  pimten  14,  28; 

Cf.  E.  w,    twee    trigonische,    tevens    tetragonische   punten 

26,  35; 

X.  een    trigonisch-tetragonisch    met    een    trigonisch  pont 
26,  13; 
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ij.  een  trigonisch-tetragonisch  met  een  ditetragonisch  punt 
26,  78; 

z.  een  trigoniscli-tetragoniscli  met  een  tetragonisch  punt 
26,  57; 

a.  een  trigonisch-tetragonisch  met  een  pentagonisch  punt 
26,  14; 

/?•  twee  trigonische  punten  yan  één  ygfhoek  13,  46 ; 

y.  twee  trigonische  punten  van  één  zeshoek  13,  24; 

8.  een  trigonisch  en  een  ditetragonisch  punt  13,  78; 

€.  een  trigonisch  e^  iCen  tetragonisch  punt  van  éénen  vgf- 
hoek  13,  68 ; 

^.  een  trigonisch  en  een  tetragonisch  punt,  die  tegen- 
punten  van  een  zeshoek  zgn  13,  27; 

rj.  een  trigonisch  en  een  tetragonisch  punt  yan  éénen 
zeshoek,  welke  door  twee  z^den  gescheiden  z^n  13,  57 ; 

19-.  een  ditetragonisch  met  een  pentagonisch  punt  78, 14 

t.  twee  tetragonische  punten  yan  éénen  yierhoek  27,  68 

X.  twee  tetragonische  punten  yan  éénen  zeshoek  27,  38 

A.  een  tetragonisch  met  een  pentagonisch  punt  57,  14. 


GOITFIGTJUATIES    (152,  ^^s)* 

6.     Door  a  (14,  78)  yindt  men  uit  (5),  wanneer  men  de 
tiende  Lgn  door  O  yoorstelt. 


15 

24 

85 

24 

15 

26 

17 

48 

19 

07 

17 

25 

86 

48 

25 

86 

87 

68 

49 

08 

19 

26 

37 

49 

85 

68 

07 

08 

09 

09 

.(9) 


Deze  (152,  lOg)  kan  beschouwd  worden  als  het  samenstel 
van  twee  ygf hoeken  15249  en  73680,  waaryan  de 
toppen  monotelragonisch  zgn,  terwgl  de  zgden  yan  den  eer- 
sten y^fhoek  de  zgden  yan  den  tweeden  in  de  genoemde 
yolgorde  sneden  in  de  vflf  ditetragonische  punten  17,  35, 
26,  48,  09,  die  blgkbaar  een  hoofdvgfhoek  yormen;  alle 
cf.  liïnen  zgn  gelgksoortig,  daar  elke  hunner  twee  yan  de 
ygf  cf.  yierhoeken  begrenst. 


(SM) 
Door  —«(15)  ontstaat  ait  cf.  (9) 


23 

23 

24 

26 

37 

48 

49 

07 

24 

36 

48 

36 

79 

68 

79 

08 

26 

37 

49 

68 

07 

08 

09 

09 

.  .  (10) 


d.  i.  eene  (122,  ^s)  ^  ^^^  ^^  driehoeken  236,  790,  waarin 
de  nieuwe  punten  23^  79  een  koppel  ft  vormen ;  cf.  (9)  kan 
du8  door  a  (23,  79)  uit  (10)  afgeleid  worden.  Daar  zg 
slechts  twee  soorten  van  punten  bezit,  kan  zij  uit  geene 
andere  (122,  ^s)  ge^ohden  worden  dan  uit  cf.  A  of  cf.  E. 
Uit  (5)  volgt  door  «  (14,  36) 


15 

24 

35 

24 

15 

26 

17 

48 

19 

03 

17 

25 

37 

48 

25 

68 

37 

68 

49 

06 

19 

26 

03 

49 

35 

06 

78 

78 

09 

09 

.  (11). 


Ook  deze  (152,  ^^s)  hestaat  uit  twee  vyf hoeken  19  4  8  7 
en  5  2  6  0  3,  zoodat  de  eerste,  tweede,  derde,  vierde,  Tgfde 
zgde  van  den  eersten  v^fhoek  in  de  punten  15,  09,  24,  68,  87 
door  de  eerste,  vierde,  tweede,  derde,  vgfde  zijde  van  den 
tweeden  gesneden  wordt. 

De  cf.  kan  ook  beschouwd  worden  als  het  samenstel  van 
twee  vierhoeken  1537  en  4268,  waarvan  de  zgden  1  en  4 
met  de  Ign  9,  de  z^den  3  en  6  met  de  Ign  O  verbonden 
zgn,  terwgl  2  en  5  door  het  punt  25,  7  en  8  door  het 
punt  78  verbonden  worden.  Zg  bezit  4  soorten  van  pun- 
ten, nl.  acht  tetragonische  punten  (de  toppen  der  genoemde 
vierhoeken),  twee  dipentagonische  punten  25,  78,  vier  tetra- 
pentagonische,  op  vierhoekszgden  gelegen,  punten  19,  49, 
OS,  06  en  een  tetrapentagonisch  punt  09,  dat  niet  met  eene 
vierhoekszgde  incident  is.  Deze  cf.  kan  dus  nog  op  drie 
wgzen  door  atrigonische  vervorming  gevonden  worden. 

Door  —  a  (17)  komt  men  op  eene  (122,  ^3)^  met  kop- 
pel 38,  59,  d.  i.  een  monotetragonisch  met  een  ditetrago- 
nisch   punt,    dus  een  koppel  /;  —  a  (78)  geeft  eene  cf.  E 


(  395  ) 

met  een  koppel  w^  bestaande  uit  de  punten  13,  46  ;  —  a  (49) 
leveit  eene  cf.  D  met  een  koppel  57,  40   van  de  soort  r. 

Met  behulp  van  het  koppel  c  der  punten  14,  68  verkrygt 
men  uit  (5) 


15 

24 

35 

24 

15 

26 

17 

48 

19 

1 

06 

17 

25 

36 

48 

25 

36 

37 

78 

49 

08 

19 

26 

37 

49 

35 

06 

78 

08 

09 

09 

(12). 


Deze  cf.  (152,  ^^s)  hestaat  uit  twee  vierhoeken  1537  en 
9480,  zoodat  de  tegenzijden  9,  8  door  de  punten  19,  87  met 
de  aangrenzende  zijden  1,7  verbonden  zijn,  terw^l  5  en  4 
door  2,0  en  3  door  6  in  cf.  punten  gesneden  worden,  en 
de  lijnen  2,  6  onderling  verbonden  z^u. 

Hare  punten  z^n  van  zes  verschillende  soorten,  nh  een 
ditetragonisch  punt  35,  vier  tetragonisch-pentagonische  pun- 
ten 15,  25,  36,  37,  twee  tetragonisch-dipentagonisch-hexa- 
gonisohe  punten  48,  90,  twee  tetragonisch-dipentagonisch- 
dihexagonische  punten  17,  26,  twee  tetragonisch-tripenta- 
gonische  punten  49,  80,  vier  tripentagonische  punten  24, 
19,  60,  78.  Door  —  a  (35)  ontstaat  eene  (122,  83)  B  met 
koppel  d  (12,  67) ;  door  —  a  (15)  eene  (122,  ^3)  -^  ^^^  koppel 
g  (23,79);  door  —  a(17)  eene  (123,83)  B  met  koppel  h 
(38,59);  door  — «(49)  eveneens  eene  (122,  83)  5  met  kop- 
pel h  (28,01);  door  —«(19)  eene  (122,  83)  E  met  kop- 
pel X  (40,  57). 

Overgaande  tot  de  atrigonische  vervorming  der  (122,83) 
J3,  vindt  men  door  koppel  d^  zooals  zooeven  is  gebleken, 
eene  cf.,  welke  met  de  cf.  van  tabel  (12)  gelijksoortig  is. 

Door   het  koppel  e  der  punten  14,  36  vindt  men  uit  (3) 


15 

24 

35 

24 

15 

26 

17 

38 

19 

03 

17 

25 

38 

48 

25 

67 

67 

48 

49 

06 

19 

26 

03 

49 

35 

06 

78 

78 

09 

09 

.(13) 


Alle  punten  dezer  cf.  zgn  dipentagonisch,  alle  Ignen  tri- 
pentagonisch.  De  cf.  kan  op  drie  wijzen  beschouwd  worden 
als   het  samenstel  van  twee  vijfhoeken,  zoodat  de  1"*®,  2^*^, 
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3^^,  4^^,  5^*  zgde  Tan  den  eenen  vgfhoek  verbonden  is  met 
de  !•*«,  3^«,  5^*,  2^«,  4<*«  zgde  des  anderen;  een  dezer  paren 
▼an  ygfhoeken  wordt  ^eyormd  door  19487  en  53062.  We- 
gens de  gelijkw.'iardigheid  der  punten  kan  de  cf.  uit  geene 
andere  (122,  ^s)  A^g^l^ïd  worden. 

Koppel  f  geeft,  zooals  boven  bleek,  eene  met  (ll)gelgk- 
Boortige  cf. ;  koppel  h  de  cf.  (12). 

Het  koppel  g  der  punten  26,  35  levert  uit  (3) 


14 

24 

36 

14 

15 

36 

17 

38 

29 

03 

15 

25 

38 

24 

25 

67 

67 

48 

69 

05 

17 

29 

03 

48 

05  1 

69 

78 

78 

09 

09 

.(14) 


Deze  cf.  bezit,  evenals  de  cf.  van  (9)  vgf  ditetragonische 
punten  14,  25,  36,  78,  09,  welke  eenen  hoofdvijfhoek  vor- 
men, en  tien  monotetragonische  punten ;  zy  onderscheidt  zich 
evenwel  daardoor  van  gene,  dat  hare  lynen  niet  tot  twee 
vyf hoeken  kunnen  gerangschikt  worden;  alle  hare  Ignen 
zyn  ditetragonisch.  Door  — a(15)  komt  eene  cf.  ^tevoor- 
schyn  met  het  door  20  en  47  gevormde  koppel  y* 

Overgaande  tot  de  atrigonische  vervorming  der  (12^,  8^) 
Cf  vindt  men  door  koppel  12,  56  (t) 


13 

23 

13 

14 

57 

67 

37 

48 

19 

05 

14 

24 

23 

24 

58 

68 

57 

58 

29 

06 

19 

1 
1 

29 

37 

48 

05 

06 

67 

68 

09 

09 

.(15) 


Deze  cf.  bestaat  uit  de  hoofdvgfzgden  1,  2,  7,  8,  O  oi 
3,  4,  5,  6,  9;  hare  punten  zyn,  met  uitzondering  van  de 
atetragonische  punten  37,  48,  09,  ditetragonisch;  van  hare 
lynen  zgn  1,  2,  5,  6  tritetragonisch,  de  overige  ditetrago- 
nisch.   Door  —  a  (68)  verkrggt  men  eene  D  met  koppel « 

(07, 45). 

Koppel  j  levert  door  a  (12,  85) 

19  I  05 

29  ■  08   .(16) 

09  !  09 

I 


13 

23 

13 

14  !  56 

56 

37 

48 

14 

24 

23 

24  ,  57 

67 

57 

68 

19 

29 

37 

48  j  05 

68 

67 

08 
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Hier  yiadt  men  het  trigonisch-tetragonisclie  punt  56,  twee 
trigonische  punten  57,  67,  vier  ditetragonisch-pentagonische 
punten  14,  24,  19,  29,  twee  ditetragonisch^hexagonische 
punten  13,  23,  een  tetragonisch-tripentagonisch  punt  08, 
twee  tetragonisch-pent^onische  punten  05,  68,  twee  penta- 
gonische  punten  48,  09  en  het  hexagonische  punt  37. 

Eene  negatieve  atrigonische  veryorming  kan  natuurlgk  niet 
to^epast  worden  op  de  trigonische  punten  en  de  punten  37, 
68,  05,  welke  op  de  zijden  van  driehoek  567  liggen.  Door 

—  a{14)  ontstaat    eene    E   met   koppel    39,   28  (rj);   door 

—  «(13)   eene   E  met    koppel  49,  27  (a);    door  —«(08) 
eene  D  met  koppel  46,  59  (v). 

Het  door  de  punten  12,  37  gevormde  koppel  ^,  geeft 
aanleiding  tot  de  cf.: 


13 

23 

13 

14 

56 

56 

57 

48 

19 

03 

14 

24 

23 

24 

57 

67 

67 

58 

29 

07 

19 

29 

03 

48 

58 

68 

07 

68 

09 

09 

..(17) 


Hier  zijn  vijf  soorten  van  punten:  het  ditrigonische  punt 
56,  de  vier  trigonische  punten  57,  58,  67,  68,  de  vier 
tritetragonische  punten  13,  23,  19,  29,  de  vier  ditetragoni- 
sche  punten  14,  24,  03,  09  en  de  twee  tetrahexagonische 
punten  48,  07.  De  eerste  vijf  punten  en  de  laatste  twee 
komen  voor  eene  —  cc  niet  in  aanmerking,  daar  zij  op  drie- 
hoekszgden    liggen;    — «(19)    levert    eene    C   met    koppel 

20,  34(0. 

Omgekeerd  zal  dus  de  atrigonische  vervorming  der  (12^,  83)  C 
ten  opzichte  van  eene  koppel  l  eene  met  (17)  gelgksoortige 
cf.  opleveren. 

Door  a  (14,  58  ,  dus  een  koppel  m,  ontstaat: 


12 

12 

13 

24 

56 

56 

37 

48 

19 

05 

18 

23 

23 

48 

57 

67 

57 

68 

49 

08 

19 

24 

37 

49 

05 

68 

67 

08 

09 

09 

(  398  ) 

Deze  cf.  bezit  zes  soorten  van  punten:  twee  trigoniscli- 
tetragonische  12,  56,  vier  trigonische  13,  23,  57,  67,  twee 
ditetragonische  49,  08,  vier  tetragonisch-pentagonische  19, 
24,  68,  05,  twee  tetragonisch-hexagonische  48,  09,  een 
tetrahezagonisch  punt  37.  Behalve  de  panten  48,  09,  die 
gelykwaardig  zyn  en  dos  beide  door  —  a  eene  C  leveren, 
komen  alleen  de  ditetragonische  punten  voor  negatieve  ver- 
vorming in  aanmerking;  —  a  (08)  geeft  eene  E  met  koppel 
46,  59  (i). 

Koppel  n  geeft  door  toepassing  van  a  (14,  57)  op  tabel  (8): 


12 

12 

13 

24 

56 

56 

37 

48 

■ 

19 

05 

13 

23 

23 

48 

58 

67 

67 

58 

49 

07 

19 

24 

37 

49 

05 

68 

07 

68 

09 

09 

..(19) 


De  nieuwe  cf.  heeft  zes  soorten  van  punten:  twee  trigo- 
nisch-tetragonische  12,  56,  vier  trigonisch-pentagonische  13, 
23,  58,  68,  vier  tetragonisch-pentagonische  19,  24,  67,05, 
twee  tetragonisch-dipentagonische  49,  07,  twee  pentagoni- 
sche  37,  48,  een  dipentagonisch  punt  09.  üit  —  a  (49) 
vindt  men  eene  E  met  koppel  01,   28  {}). 

Door  a  (24,  37),  dus  met  een  koppel  o,  komt  men  uit 
(8)  tot: 


12 

12 

13 

14 

56 

56 

57 

48 

29 

03 

13 

23 

23 

48 

57 

67 

67 

58 

49 

07 

14 

29 

03 

49 

58 

68 

07 

68 

09 

09 

. .  (20) 


Hier  vindt  men  acht  soorten  van  punten:  het  ditrigoni- 
sche  punt  56,  vier  trigonisch-tetragonisch-hex^onische  pan- 
ten 57,  58,  67,  68,  twee  trigonisch-tetragonisch-pentagoni- 
sche  12,  23,  een  trigonisch-dipentagonisch  punt  13,  een 
ditetragonisch  punt  29,  twee  tetragonisch-pentagonisch-hexa- 
gonische  punten  49,  09,  twee  tetragonisch-dipentagonische 
punten  14,  03,  twee  hexagonische  punten  48,  07.  Deze  cf. 
geeft  geene  aanleiding  tot  omgekeerde  vervorming. 


(  399  ) 

Het    koppel   g    der    punten    37,    48    levert  door  eene  a 
de  cf.: 


12 

12 

13 

14 

56 

56 

57 

58 

39 

04 

13 

23 

23 

24  • 

57 

67 

67 

68 

79 

08 

14 

24 

39 

04 

58 

68 

79 

08 

09 

09 

..(21) 


Zg  bezit  vier  soorten  van  punten:  twee  ditrigonische  12,  56, 
vier  dipentagonische  39,  79,  Oi,  08,  een  tetrapentagonisch 
punt  09,  acht  trigonisch-tetragonische  punten;  eene  — a  is 
voor  geen  der  punten  (buiten  09)  mogelijk. 

De  cf.,  waarin  (122,  83)  D  door  middel  van  de  koppels 
g,  r,  8  kan  vervormd  worden,  zijn  in  den  loop  van  dit  on- 
derzoek reeds  voorgekomen;  het  koppel  t  der  punten  37,  58 
geeft  door  atrigonische  vervorming: 


14 

24 

35 

14 

15 

26 

17 

28 

39 

05 

15 

26 

36 

24 

35 

36 

7S 

78 

79 

08 

17 

28 

39 

46 

05 

46 

79 

08 

09 

09 

•  •  (22) 


De  cf.  bezit  drie  trigonische  punten  24,  26,  46,  het 
ditetragonische  punt  09,  twee  tetragonisch-pentagonische 
punten  39,  08,  twee  met  eene  zgde  van  driehoek  246  ver- 
bonden tetragonisch-dipentagonische  punten  35,  78,  twee 
tetragonisch-dipentagonische  punten  79,  05,  die  niet  met 
eene  driehoekszgde  verbonden  zijn,  drie  pentagonische  pun- 
ten 14,  28,  36  en  twee  tripentagonische  punten  15,  17; 
dus  zeven  soorten  van  punten.  Nu  geeft  —  a  (39)  eene  E 
met  koppel  « (56,  07);  — a  (35)  eene  D  met  koppel  u 
(01,  69);  —  a  (05)  eene  E  met  koppel  d  (13,  89);  —cc  (15) 
eene  E  met  koppel  ^(03,  47). 

Door  atrigonische  vervorming  der  (12^,  83)  D  met  behulp 
van  koppel  u  ontstaat  volgens  de  zooeven  gemaakte  opmer- 
king eene  met  de  cf.  van  tabel  (22)  gelijksoortige  cf.,  terwgl 
door  een  koppel  v  de  cf.  van  (16)  gevonden  wordt. 

Van    de    koppels,    waartoe    (12^,    83) -B   aanleiding  geeft, 
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blgTen    nu   nog    over    te    onderzoeken   y,   «,  &^  x^  daar  de 
overige  reeds  boven  voorkwamen. 

Het  koppel  y  der  panten  26,  78  levert  door  atrigonische 
vervorming : 


13 

24 

13 

14 

15 

46 

27 

38 

29 

07 

14 

27 

35 

24 

35 

68 

57 

68 

69 

08 

15 

29 

38 

46 

57 

69 

07 

08 

09 

09 

• • (23) 


Vier  soorten  van  punten  komen  in  deze  cf.  voor:  drie 
trigonische  13,  15,  35,  drie  ditetragonische  29,  69,  09, 
zes  monotetragonische  24,  46,  68,  08,  27,  07  en  drie  di- 
pentagonische  14,  38,  57.  Door  —  a  (27)  ontstaat  eene  E 
met  koppel  e  (49,  05);  de  andere  soorten  van  punten  laten 
geene  —  a  toe. 

Koppel  «>(14,  78)  geeft: 


13 

24 

13 

24 

15 

26 

27 

38 

19 

07 

15 

26 

35 

46 

35 

46 

57 

68 

49 

03 

19 

27 

38 

49 

57 

68 

07 

08 

09 

09 

.(24) 


Hier  vindt  men  drie  soorten  van  punten :  zes  trigonische 
13,  15,  35;  24,  26,  46,  zes  dipentagonische  19,  38,  57; 
27,  49,  68  en  drie  tetrapentagonische  07,  08,  09. 

Koppel  X  geeft  ten  slotte  door  a  (27,  38) : 


13 

24 

13 

14 

15 

26 

57 

68 

29 

03 

14 

20 

35 

24 

35 

46 

78 

78 

79 

08 

15 

29 

03 

46 

57 

68 

79 

08 

09 

09 

. . (25) 


Deze  cf.  bezit  vgf  soorten  van  punten:  twee  trigonisch- 
dipentagonische  35,  26,  vier  trigonisch-tetrahexagonische 
13,  15,  24,  46,  vier  tetragonische  78,  79,  08,  09,  vier 
dipentagonische  29,  68,  57,  03  en  een  dihexagonisch  punt  14. 


(401   ) 


7.  De  cf.  (122,  83)  geven  aanleiding  tot  tien  trigonische 
vervormingen;  van  de  tien  verschillende  (152,  IO3),  welke 
hierdoor  te  voorschgn  komen,  zijn  er  reeds  acht  door  atri- 
gonische  vervorming  gevonden,  üit  A  vindt  men  n.L  de  cf. 
van  tabel  (23),  uit  B  de  cf.  van  (22),  uit  eene  driehoeks- 
zijde  der  C  de  cf.  van  (20),  uit  de  drie  soorten  van  lijnen 
der  D  de  cf.  van  (16),  [2i)  en  (25),  uit  eène  pentagonische 
dnehoekszijde  der  E  de  cf.  van  (18),  uit  eene  tetragonische 
driehoekszgde  van  E  de  cf.  (19). 

Door  t(4)  ontstaat  uit  de  (122,  ^a)  ^  "^^^  (^)  ^®  ^f-' 


12 

12 

13 

14 

56 

56 

37 

58 

29 

04 

13 

23 

23 

49 

57 

67 

57 

68 

49 

08 

14 

29 

37 

04 

58 

68 

67 

08 

09 

09 

..(26) 


Deze  cf.  bezit  een  ditrigonisch  punt  56,  zes  trigonisch- 
tetragonische  punten  67,  68,  58,  57,  12,  49,  vier  trigonisch- 
hexagoniache  punten  13,  23,  04,  09,  twee  tetragonische 
punten  14,  29,  twee  heptagonische  punten  37,  08;  daar  de 
beide  laatste  met  driehoekszgden  incident  zijn,  kunnen  zij, 
zooals  te  verwachten  was,  niet  voor  eene  —  a  in  aanmer- 
king komen.  Er  zgn  voorts  twee  ditrigonische  lijnen  5,  6, 
zes  trigonisch-tetragonische  1,  2,  4,  9,  7,  8  en  twee  trigo- 
nisch-hexagonische  3,  O,  dus  drie  soorten  van  lijnen  tegen 
vgf  soorten  van  punten. 

Ten  slotte  verkrijgt  men  door  t  (7)  uit  de  cf.  E  van  ta- 
bel (7)  de  cf. : 


13 

24 

13 

14 

15 

26 

78 

38 

29 

05 

14 

26 

35 

24 

35 

46 

79 

68 

79 

07 

15 

29 

38 

46 

05 

68 

07 

78 

09 

09 

. .  (27) 


Hier  vindt  men  zes  trigonisch-pentagonische  punten  13, 
35,  26,  46,  79,  07,  drie  trigonisch-hexagonische  punten 
15,  24,  09,  drie  pentagonische  punten  14,  29,  05  en  drie 
dipentagonische  punten  38,  68,  78,  dus  vier  soorten;  verder 
negen    trigonische    Ignen    en    de   pentagonische     lijn  8,  dus 
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twee  soorten  van  Ignen.  Van  eiken  der  drie  driehoeken  der 
cf.  is  eene  zgde  met  de  pentagonische  l^n  verbonden,  terw^l 
de  beide  overige  elk  eene  zgde  van  een  der  beide  andere 
driehoeken  in  cf.  punten  snijden. 

Wordt  de  ditrigonische  vervorming  to^epast  op  eenig  pnnt 
der  (O2,  63)  Aj  zoo  ontstaat  de  cf.  van  tabel  (17) ;  uit  (9<2,  63)  B 
vindt  men  door  dezelfde  vervorming  de  cf.  van  (20)  en  (26). 

De  gevonden  achttien  (152,  ^^s)  ^Ü^  ^^  ^^  volgende  tabel 
vereenigd.  Daarbg  werden  twee  cf.  lijnen  als  gelijksoortig  be- 
schouwd, wanneer  de  drie  punten  der  eene  lyn  achtereenvolgens 
gelgksoortig  bleken  te  zgn  met  de  drie  punten  der  andere. 

Cf.  (152,  lOg). 


Naam. 

Soorten  van  lijnen. 

Soorten  Tan  punten. 

Tabel. 

A 

een 

een 

13 

B 

een 

twee 

9 

C 

een 

twee 

14 

D 

twee 

twee 

15 

E 

twee 

vier 

27 

F 

drie 

drie 

24 

G 

drie 

vier 

11 

ü 

drie 

vier 

21 

I 

drie 

Vflf 

25 

J 

drie 

vgf 

26 

K 

drie 

zes 

12 

L 

drie 

zes 

18 

M 

vier 

vier 

23 

K 

vier 

vgf 

17 

0 

vier 

zes 

19 

P 

vijf 

zeven 

22 

Q 

zes 

acht 

16 

R 

zes 

acht 

20 

Hr  zijn  achttien  in  samenstelling  verschillende  cf,  (152i  IO3). 


r 
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CONPIGTJEATIES    (2  Wg»    ^4). 

8.  De  eenvoudigste  cf.  met  indices  2,  4  is  de  vgf- 
z^de  met  de  l^nen  1,  2,  3,  4,  5  en  de  tien  punten 
lA  (iz=  1  tot  5,  A  =  2  tot  5). 

Wordt  uit  de  zeszijde  met  de  l^nen  1,  2,  3,  4,  5,  6  een 
didetal  onderling  gescheiden  punten  afgezonderd,  dan  vindt 
men  de  cf.  (122,  ^é)'^  ^^^  behulp  van  den  hoofddriehoek 
12,  34,  56  verkr^gt  men  zoodoende  de  volgende  tabel: 


13 

23 

13 

14 

15 

16 

14 

24 

23 

24 

25 

26 

15 

25 

35 

45 

35 

36 

16 

26 

36 

46 

45 

46 

.  .  (28) 


^  Terwgl  elk  punt  der  zeszijde  tetratrigonisch  is,  z^n  alle 
punten  der  (12£,  64)  ditrigonisch;  immers  door  het  wegla- 
ten der  drie  gescheiden  punten  verliest  elke  cf.  Ign  een  punt, 
dus  twee  driehoeken,  omdat  de  beide  op  twee  verbonden 
Ignen  gelegen  punten  tot  twee  verschillende  driehoeken  be- 
hooren. 

Daar  het  complement  eener  (142,  74)  een  zevenhoek  of  het 
samenstel  van  een  driehoek  en  een  vierhoek  is,  zyn  er  twee 
verschillende  cf.  (142,  7^).  Door  afzondering  van  den  zeven- 
hoek 12  3  4  5  6  7  ontstaat  uit  de  zevenzgde  de  (142,  ^4)  -^ 
met  tabel: 


13 

24 

13 

14 

15 

16 

27 

14 

25 

35 

24 

25 

26 

37 

15 

26 

36 

46 

35 

36 

47 

16 

27 

37 

47 

57 

46 

57 

•  (29) 


Deze  cf.  bezit  zeven  ditrigonische  punten  13,  24,  35,  46, 
57,  61,  72  en  zeven  monotrigonische  punten,  terw^l  hare 
Ijjnen  alle  tritrigonisch  zjjn. 


(  404  ) 


Laat  raen  uit  de  zevenzgde  de  punten  12,  23,  34,  41  be- 
nevens de  punten  56,  67,  75  vervallen,  zoo  komt  de  cf. 
(142,  74)  B  te  voorsch^n  met  de  tabel: 


13 

24 

13 

24 

15 

16 

• 

17 

15 

25 

35 

45 

25 

26 

27 

16 

26 

36 

46 

35 

36 

37 

17 

27 

37 

47 

45 

46 

47 

(30) 


ly  heeft  twee  tritrigonische  punten  13  en  24  en  twaalf 
monotrigonische;  van  hare  lynen  zyn  5,  6,  7  ditrigonisch, 
1,  2,  3,  4  tritrigonisch. 

Er  bestaat  slechte  eene  (122,  ^4)'   ^^^*^9^  ^  ^^^  tn  saTnen' 
êteUing  verscliülende  (142,  ^4)  ^y^« 

OONFIGXJKATIES    (I62,   84). 

9,  De  cf.  (I62,  84)  hebben  tot  complement  eene  (12^,  83)  A, 
JB,  C,  Z>,  E  of  het  samenstel  van  twee  (62,  43).  Verwg- 
dert  men  uit  de  achtzijde  met  de  Ignen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
de  toppen  der  beide  vierzijden  1234  en  567  8,  zoo  komt 
de  (I62,  84)  met  tabel: 


15 

25 

35 

45 

15 

16 

17 

18 

16 

26 

36 

46 

25 

26 

27 

28 

17 

27 

37 

47 

35 

36 

37 

38 

18 

28 

38 

48 

45 

46 

47 

48 

.  .  131) 


Zy  is  regelmatig  en  bezit  twee  hoofdvierzyden  en  24 
hoofdvierhoeken,  welke  elk  eene  (122,  ^3)  -^  opleveren. 

Uit  de  tabellen  (3),  (5),  (6),  (7),  (8)  vindt  men  achter- 
eenvolgens  de  tabellen  voor  de  overige  vyf  (I63,  84). 


12 

12 

13 

34 

45 

16 

27 

18 

13 

23 

23 

45 

56 

46 

37 

28 

16 

27 

34 

40 

57 

56 

47 

58 

18 

28 

37 

47 

58 

68 

57 

68 

.  .  .  (32) 
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12 

12 

13 

34 

45 

16 

27 

18 

13 

23 

23 

45 

56 

46 

47 

28 

16 

27 

34 

46 

57 

56 

57 

38 

18 

28 

38 

47 

58 

67 

67 

58 

12 

12 

13 

34 

25 

16 

27 

18 

13 

23 

23 

45 

45 

56 

47 

38 

16 

25 

34 

47 

56 

67 

57 

48 

18 

27 

38 

48 

57 

68 

67 

68 

12 

12 

23 

34 

25 

16 

17 

18 

16 

23 

34 

45 

45 

36 

37 

28 

17 

25 

36 

47 

56 

56 

47 

48 

18 

28 

37 

48 

58 

67 

67 

58 

15 

25 

84 

34 

15 

16 

17 

18 

16 

26 

35 

45 

25 

26 

27 

28 

17 

27 

36 

46 

35 

36 

47 

38 

18 

28 

38 

47 

:« 

46 

78 

78 

•  (33) 


.  .  .  (34) 


.  .  (35) 


.  .  .  (36) 


In  ef.  (32)  zijn  de  acht  punten  12,  23,  37,  74,  45,  56, 
68  81  ditrigonisch,  de  overige  acht  monotrigoniseh ;  elk 
achttal  Tormt   eenen  achthoek;  alle  lijnen  der  cf.  zijn  tri- 

trigonisch.  j  e  a  7 

Cf  (33)  bestaat  uit  twee  vierzijden  1238en45t)7 
beneiens  de  punten  16,  27,  34,  58,  welke  elke  zijde  der 
eene  vierzijde  met  eene  zijde  der  andere  verbinden;  door  af- 
zondering van  deze  vier  punten  ontstaat  eene  (122,  83)  '^^ 
Alle  Iflnen  der  cf.  z^n  tritrigonisch;  van  hare  punten  zgn 
de  vier  bovengenoemde  atrigonisch,  de  overige  ditrigonisch. 


(  406  ) 

Cf.  (34)  heeft  drie  soorten  van  Ignen:  2,  4,  6  zgn  di- 
trigonisch,  S,  7  tritrigonisch-pentateiragonisclif  1,  3,  8  tri* 
trigonisch-tetratetragoniscli ;  van  hare  punten  zgn  13,  18, 
38  ditrigonisch,  12,  23,  34,  48,  16,  68  trigonisch-tritetra- 
gonisch,  25,  27,  45,  47,  56,  67  tritrigonisch-tetratetrago- 
nisch,  terw^l  57  als  tritrigonisch  punt  op  zichzelf  staat. 

Cf.  (35)  bezit  twee  tritrigonische  1^'nen  7,  8,  twee  ditri- 
gonisch-hexatetragonischc  1,  4  en  yier  ditrigonisch-oktote- 
tragonische  2,  3,  5,  6 ;  verder  vier  ditrigonische  ponten  28, 
58,  37,  67,  vier  trigonisch-tritetragonische  17,  18,  47,  48 
vier  trigonisch-tetratetragonische  12,  16,  34,  45,  twee  iaigo- 
nisch-pentatetragonische  25,  36  en  twee  atrigonische  23,  56. 

Cf.  (36)  bestaat  uit  vier  ditrigonische  Ignen  3,  4,  7,  8 
benevens  vier  monotrigonische  Ignen  1,  2,  5,  6;  zg  bezit 
twee  ditrigonische  punten  34,  78;  acht  monotrigonische  17, 
27,  18,  28,  35,  45,  36,  46;  vier  hexatetragonische  15, 16, 
25,  26;  en  twee  tritetragonische  47,  38. 

Er  zijn  zes  soorten  van  cf.  (16£,  84). 

Cf.  (16a,  84). 


Naam. 

Soorten  vau 
lijneu. 

Soorten  van 
punten. 

Complementaire 
(12„  8,). 

TabeL 

A 

een 

een 

twee  (6j,  4j) 

31 

B 

een 

twee 

A 

33 

C 

een 

twee 

B 

32 

D 

twee 

vier 

C 

36 

E 

drie 

vier 

D 

34 

F 

drie 

Vflf 

E 

35 

VERVOKMINO   DEK   CONFIGUBATIES   {^n^^   U^. 

10.    De  cf.  (I82,  94)  kunnen  niet  met  behulp  van  hunne 
complementen  gevonden  worden,  daar  deze  ook  (18^,  9^)  zgn. 


f 
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Er  dient  dus  eene  vervorming  bedacht  te  worden,  welke  op 
de  verschillende  (I62,  84.)  toegepast,  de  verschillende  (I82,  84) 
doet  kennen. 

Is  a  eene  Ign  eener  (2f72,  114),  en  bevinden  zich  onder  de 
met  haar  verbonden  Ignen  6,  c,  d^  e  twee  gescheiden  paren 
die   geene   l^gn  gemeen  hebben,  b.v.  de  paren  6,  c  en  d^  €, 
dan  verkrggt  men  eene  (2  (n — 1)2,  (n— 1)4)  door  a  weg  te 
laten  en  de  punten  h c  en  de  toe  te  voegen. 

Yormen  6,  c,  d^  e  geen  twee  onafhankelgke  gescheiden 
paren,  maar  b.  v.  de  gescheiden  paren  6,  c  en  d,  d^  dan 
wordt  h  gesneden  door  de  lign  a  met  de  punten  ac^ad^  ae^ 
door  de  Ign  e  met  de  punten  ae^  ce,  de  en  nog  door  twee 
lijnen  f  en  ^,  die  elk  van  a  en  e  gescheiden  zgn;  b  ver- 
keert dan  in  hetzelfde  geval  als  voorheen  a,  zoodat  wegla- 
ting van  b  onder  toevoeging  der  punten  af  en  eg  wederom 
eene  (2  (n — 1)2,  (n — 1)4)  doet  ontstaan. 

Zijn  daarentegen  slechts  de  lynen  d  en  e  gescheiden,  zoo- 
dat d  door  a,  6,  e  en  de  Ign  A,  de  lign  e  door  a,  &,  o  en 
»  gesneden  wordt,  dan  verkrggt  men  eene  (2  (n— 5)2,  (n — 5)4), 
wanneer  men  de  l^nen  a,  &,  /;,  (2,  6  weglaat  en  het  punt 
hi  aan  de  figuur  toevoegt.  Deze  vervorming  kan  natuurl:gk 
alleen  voorkomen,  als  n  ^  10. 

Verwgdert  men  dus  uit  eene  (2712,714)  de  gescheiden  pun- 
ten frc,  de^  terwgl  de  l^n  a  met  de  punten  aft,  ac,  ad^ 
ae  aan  de  figuur  wordt  toegevoegd,  dan  ontstaat  eene  cf. 
(2  (n  +  1)8,  («  +  1)^. 

Wordt  uit  de  (2^2,  n^)  het  punt  hi  weggelaten,  terwfll 
men  de  Ignen  a,  6,  c,  (2,  e  met  de  punten  ab,  ac,  ad^  ae^ 
bc,  bdf  &e,  cd,  ce,  dh,  ei  in  de  figuur  opneemt,  zoo  ont- 
staat eene  (2  (n  +  6)2,  (n  +  6)4). 

Aüe  cf.  (2  712,  '^é)  ^W7i«7i  bepaald  worden,  zoodra  de  wr- 
schillende  (2  (71 — 1)2,  (ti — 1)4)  en  (2  (7» — 6)2,  (71 — 6)4)  bekend 
zijn» 

Kampen,  23  Mei   1889. 
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KENNIS  DER  MELOCACTI  VAN  WEST-INDIË. 


DOOS 


W.   F.   R.   SÜBINdAB. 


(Vergadering  der  Kon.  Akad.  Tan  Wetensch.,  27  September  1889). 


Nadat  ik  de  eer  had,  de  tiitkomsten  van  m^ne  reis,  ten 
aanzien  van  de  Melocacii  onzer  West-Indische  eilanden,  aan 
de  Akademie  voor  te  dragen  *)^  heb  ik  dat  onderzoek  voort- 
gezet, deels  met  behulp  van  het  medegebrachte  materiaal, 
deels  met  behulp  van  nieuwe  voorwerpen,  die  ik,  eerst  in 
Augustus  1886,  door  de  welwillende  bemoeiingen  van  pastoor 
A.  J.  VAN  KooLWUK,  en  nu  weder  onlangs,  in  Augustus  18S9, 
door  zijn  opvolger  te  Oranjestad,  den  WelEerw.  Heer  van 
Baaas,  mocht  ontvangen. 

Van  het  oorspronkel^k  medegebrachte  en  ook  van  het  in 
1886  ontvangene  is  een  goed  deel  gestorven,  gelijk  van  deze 
moeil^k  te  kweeken  voorwerpen  niet  anders  kan  worden  ver- 
wacht. Ook  was  aanvankelijk  geen  zeer  geschikte  gelegenheid 
tot  plaatsing  van  deze  voorwerpen  aan  den  Hortus  voorhanden. 
Later  werd  daarin,  door  de  goede  zorg  van  Regeering  en  Cu- 
ratoren, door  den  aanbouw  van  een  klein  succulenten-kastje 
voorzien;  en,  ofschoon  het  onmogel^k  is,  aan  deze  planten  de 
levensvoorwaarden    van  haar    vaderland  hier  terug   te  geven, 


*)  Zie    Verslagen   en    Mededeelingen  der  Kon.  Akad,  v.   Weiensck^  Afd. 
Natuurkunde,  3d«  Reeks,  Deel  II,  p.  183. 
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mogen  w^  de  hoop  koesteren,  dat  allengs  een  grooter  getal 
der  aangevoerde  voorwerpen  het  leven  behouden  zal. 

Van  diegene,  welke  in  leven  bleven,  hebben  sommige  dui- 
del^ke  verschgnselen  van  groei  vertoond.  Opmerking  verdie- 
nen   hieronder:    1^    een  zwaar  exemplaar  van  i/,  Salmianua 
L.  O.,   dest:gds  uit    Gara9ao   medegebracht,  waarvan  het  be- 
schadigde   cephalium   begon   zich   te    vernieuwen;  deze  ver- 
nieuwing   heeft   zich    voortgezet,    en    daaruit   zign,    b^   den 
warmen   zomer   van   dit   jaar,    eenige   bloemen  te  voorsch^n 
gekomen;  2^  een  exemplaar  van  M,  atramineus  Sxra.  1.  c,  even- 
eens tot  de  eerst  medegebrachte  planten  behoorende,  dat  toen 
reeds    een  vrg  groot  cephalium  bezat.    Dit  cephalium  is  op 
eenigzins  afwekende  w:gze  doorgegroeid.   Het  is  nL  niet  een- 
voudig   verlengd,    door  nieuw  to^evoegde  tuberkels  uit  het 
groeipunt   en   verbreeding    van  het  daaronder  aanwezige  ge- 
welfde topgedeelte  tot  den  volwassen  omvang,  m.  a.  w.  door 
verlenging   van   den   cylinder,    maar  door  eene  speciale  uit- 
groeiiug,   vermoedel^k   een    vertakking    naby  het  groeipunt, 
die,    terwgl    het    reeds   aanwezige    gedeelte   onveranderd,  en 
dus  gewelfd  bleef,  op  zichzelf  tot  een  bolvormig  lichaam,  in 
diameter    overeenkomende    met   de    normale  breedte  van  het 
cephalium,  is  toegenomen.  Deze  tak,  van  dezelfde  samenstel- 
ling ab  het  overige  cephalium,  hangt  daarmede  slechts  even 
samen,    helt   door    z^n    gewicht   sterk   over,    en   zal  er  ten 
slotte  door  dezelfde    oorzaak  wel  van  afbreken.    Alsdan  zal 
vermoedel^k    de    inplanting    nauwkeuriger   dan    nu    kunnen 
worden  nagegaan. 

Deze  vernieuwing,  uit  het  cephalium  zelf,  is  geheel  excep- 
tioneel. Gewoonlgk,  wanneer  het  cephalium  afsterft  of  ver- 
nield wordt,  en  zich  door  de  vorming  van  een  of  meer 
nieuwe  herstelt,  ontstaan  deze  langs  den  rand  van  het  oude, 
als  zigtakken  uit  het  bovendeel  van  den  vegetatieven  stengel; 
en  deze  zgknoppen  brengen  eerst  een  kleiner  of  grooter  ge- 
woon stengelgedeelte,  en  eerst  daarna,  aan  den  top  hiervan, 
elk  een  nieuw  cephalium  voort. 

Een  voorwerp,  in  1886  aangevoerd,  en  toen  zonder  cepha- 
lium, is  er  een  begonnen  te  vormen,  een  verschflnsel,  dat,  zoo- 
ver mg  bekend,  bij  cultuur  in  onze  kassen,  nog  niet  is  waar- 
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genomen.  Het  is  een  zeer  klein  voorwerp,  mefc  kegelvormigen 
stengel,  dat  onder  de  bg  deze  mededeeling  behoorende  be- 
8chryvingen  als  M,  (incurcus)  nanus  vermeld  wordt,  Bg  eene 
hoogte  van  10  cm.  bezit  de  kegelvormige  stengel  beneden  een 
diameter  van  lOi/^  cm. 

Onderscheidene,  met  cephalium  voorziene  voorwerpen,  heb- 
ben bloemen  ontwikkeld.  In  onze  kassen  komen  deze  alleen 
in  de  zomermaanden,  en  bg  een  warmen,  zonnigen  zomer 
voor  den  dag.  Wanneer  dus  de  voorwerpen  in  Augustus  aan- 
komen, heeft  men  wel  eenige,  maar  niet  veel  kans,  dat  men 
daarvan  nog  in  denzelfden  zomer  de  bloemen  zal  zien.  De 
beide  voorafgaande  zomers  van  1887  en  1888  waren  boven- 
dien ongunstigi  door  veel  bedekte  lucht;  het  gevolg  hiervan 
is  geweest,  dat  van  de  in  1886  ontvangen  planten  eerst  in 
dezen  zomer  eenige  hebben  gebloeid.  Sommige,  het  eerst  mede- 
genomen voorwerpen,  hebben  in  dezen,  vooral  in  den  b^nne 
gunstigen  zomer,  van  Mei  tot  Augustus,  hun  bloei  herhaald. 

De  meeste  bloemen  komen  in  den  namiddag,  of  t^en  den 
avond,  te  voorschijn,  en  zijn  den  volgenden  morgen  verwelkt. 
Enkele,  zooals  M.  communis  DC,  hebben  ze  in  1885  — 
later  is  deze  soort  uitgestorven  —  ook  in  den  voormiddag 
vertoond.  By  de  middagzou  verwelkten  ook  deze.  In  't  al- 
gemeen zyn  de  Melocacti  nachtbloeiers  en  van  korten  duur. 
Dit  maakt  de  waarneming  der  bloemen  eenigszins  moeilijk ;  en 
daarby  komt,  dat  slechts  dau,  wanneer  eenige  warme  zon- 
nige dagen  zyn  voorafgegaan,  de  bloemen  geheel  tot  ontwik- 
keling komen.  In  het  omgekeerde  geval  ziet  men,  nu  eens 
dat  een  knop  even  met  den  top  uit  de  wol  van  het  cepha- 
lium te  voorschijn  komt,  maar  zich  weldra  terugtrekt  en 
verwelkt.  Een  andermaal  komt  de  bloem  verder,  de  bloem- 
bladen openen  zich  eenigermate,  maar  de  zoom  bereikt  slechts 
een  vertikalen  stand,  en  daarna  trekken  zy  zich  evenzeer  te- 
rug. Soms  staan  de  binnenste  bloembladen  een  weinig  uit- 
gebogen, en  verbergen  min  of  meer  de  nog  vereenigde  stem- 
pellobben.  Opent  zich  de  bloem  volledig,  dan  spreiden  deze 
zich  straalvormig  uit,  de  bloembladen  vormen  een  trechter- 
vormigen  zoom,  en  ten  slotte  staan  ook  de  toppen  van  de 
meer  buitenwaartsche  kortere  blaadjes,  die  men  als  kelkbla- 
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den  beschouwen  kan,  eenigszins  naar  buiten  uit.  Op  die^^gze 
zijn  in  1885  en  in  dezen  zomer  eenige  bloemen  waargenomen. 

Bessen  komen  gewoonlijk,  aan  pas  ingevoerde  bloeibare 
planten,  korten  tyd  na  hare  aankomst  voor  den  dag,  als  het 
product  van  bloemen,  die  vóór  de  reis  hebben  gebloeid,  zoodat 
men  veelal  den  vruchtvorm  spoedig  kan  leeren  kennen,  in  zoo- 
verre de  voorwerpen  van  cephalium  voorzien  zgn.  Deze  bessen 
zijn  van  verschillenden  vorm  en  grootte,  maar  in  't  algemeen 
naar  beneden  smaller.  Nadat  haar  top  tusschen  de  wol  van 
het  cephalium  zichtbaar  is  geworden,  verheffen  zij  zich  in 
een  of  twee  dagen  dav/viit,  en  vallen  ten  slotte  af.  Door 
de  veerkracht  der  omringende  deelen,  eene  drukking  uit- 
oefenende tegen  de  zwellende  bes,  wordt  deze  als  het  ware 
uitgeperst.  MiquEL  ontkent  dit  verschynsel,  tegenover  de  wel 
wat  overdreven  mededeelingen  van  Lemaire,  dat  de  bessen 
uit  het  cephalium  wegspringen.  Op  grond  van  eigen  waar- 
nemingen deelt  MiquEL  mede,  dat  de  bessen,  na  een  weinig 
boven  de  wol  uitgestoken  te  hebben,  zich  weder  terugtrekken 
en  tusschen  de  wol  verdrogen.  Nu  en  dan  geschiedt  dit  wer- 
kel^k;  nl.  soms  blijft  de  bes  met  haar  voet  aan  de  aanhech- 
tingsplaats  verbonden  met  eene  kracht,  die  aan  de  oppersing 
weerstand  biedt;  maar  in  de  meeste  gevallen  laat  zy  los  en 
wordt  op  de  beschrevene  wgze  langzaam  opgeheven  en  ver- 
wgderd. 

Dit  jaar  zijn  bessen  verkregen  uit  een  paar  in  1886  in- 
gevoerde planten,  die  in  den  loop  van  den  zomer  hadden 
gebloeid,  dus  uit  in  de  kas  zelve  ontwikkelde  bloemen.  De 
planten  hadden  gebloeid  de  eene  van  het  laatst  van  Mei  tot 
half  Juli,  de  andere  nog  in  het  begin  van  Augustus,  terwgl 
de  rijpe  bessen  in  en  na  de  eerste  week  van  September 
zgn  verschenen.  Ten  naaste  bij  laat  zich  hieruit  opmaken, 
dat  er  een  paar  maanden  tusschen  den  bloei  en  de  rgpheid 
der  bes '-verstreken  zijn  *).  De  stempelarmen  lagen  in  deze 
bloemen  in  de  keel,  niet  ver  boven  de  meeldraden;  of  de 
bevruchting    door    middel  van  vliegen,  of  wellicht  door   de 


*)  Dit  wordt  bevestigd  door  enkele  bessen,  die  nog  tot  23  Oktober  ver- 
sclieuen  zijn  (noot  bij  de  proefcorrectie  toegevoegd). 
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aanri&ing  bg  bet  onderzoek  der  bloem  geschied  is,  moet  ik 
in  het  midden  laten.  De  bessen  waren  deels  wat  kleiner,  deels 
wat  smaller  dan  die,  welke  kort  na  den  invoer  waren  ver- 
kregen, maar  overigens  normaal  gevormd  en  bevatteden,  evea 
als  de  andere,  een  aantal  goed  ontwikkelde  zaden. 

De  zaden,  welke  in  vr^  grooten  getale  aan  de  wand- 
standigc  zaadlysten  worden  voorgebracht,  kiemen  geregeld, 
wanneer  zg  op  vochtige  zandige  aarde  worden  uitgezaaid. 
Omtrent  de  kiemingsgeschiedenis  heeft  Miquël  reeds  mede- 
gedeeld, dat  het  stengelb^insel  voor  den  dag  treedt  als 
een  klein  bolvormig,  boven  eenigszins  ingesneden  lichaampje, 
waarvan  de  twee  door  de  insnoering  gescheiden  helften  als 
de  zaadlobben  moeten  worden  aangemerkt.  Aan  de  binnen- 
zgde  van  deze  ontstaat  het  eerste  dorenbnndeltje  fz^takje), 
waarvan  de  dorens  (bladen)  door  kleine  borsteltjes  worden 
vertegenwoordigd.  Na  afloop  van  deze  kiemingsgeschiedenis 
ontstaan  twee  dorenknobbels,  met  de  eerste  gekruist.  Eüer- 
door  is  het  begin  van  vier  vertikale  rgen  dorenknobbels 
gegeven,  elke  knobbel  vertegenwoordigende  een  blad  met 
daarmede  verbonden  okseltak,  en  in  elke  rg  eerst  als  af- 
zonderlgke  knobbels  voorkomende,  maar  weldra  tot  een  door- 
loopende  rib  ineensmeltend.  Vrij  spoedig  wordt  dit  getal 
ribben  tot  acht  verdubbeld,  doordien  zich,  tusschen  de  vier 
eerst  aangelegde,  vier  nieuwe  invoegen,  en  tusschen  deze 
acht  wordt  hier  en  daar  nog  weder  een  nieuwe  aangel^d, 
zoodat  reeds  bg  zeer  jonge  voorwerpen  van  die  soorten, 
welke  binnen  het  bereik  van  mgn  onderzoek  vielen,  het 
aantal  ribben  tusschen  acht  en  dertien  wisselt.  In  den  jongen 
top,  waar  voortdurend  nieuwe  knobbels  worden  gevormd, 
liggen  deze  spiralig. 

Sommige  voorwerpen  verkrijgen  dus  reeds  op  dezen  jongen 
leeft gd  —  laten  wij  het  noemen,  ter  onderscheiding  met  vol- 
gende toestanden,  het  primitieve  stadium  —  hun  vol  aantal 
kanten  ot'  ribben,  Bg  andere  wordt  dit  echter  ook  later  nog, 
op  dezelfde  wgze,  vermeerderd.  Bg  sommige  ziet  men  zelfs 
nog  eene  vermeerdering  in  de  onmiddellijke  nabijheid  van  het 
cephalium,  dus  op  het  einde  van  den  vegetatieven  lengtegroei. 

Bg   deze   vermeerdering    van   het   aantal  ribben  smelt  de 
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aanvangsknobbel  der  nieuwe  doorgaans  samen  met  eei»  der 
beide  oude  ribben,  waartusschen  hj  de  nieuwe  aanvangt; 
alsdan  geeft  dit  aanleiding  tot  het  voorkomen,  alsof  deze 
rib  naar  boven  is  gesplitst  of  vertakt;  soms  blyft  hg  op 
zichzelf  staan,  en  wordt  dus  de  nieuwe  rib  vrg  tusschen  de 
bestaande  ingevoegd. 

Het  is  duidel^k,  dat  de  vermeerdering  van  het  aantal 
ribben  samenhangt  met  de  vergrooting  der  cycli  in  den 
steeds  breeder  wordenden  spiraligen  top,  maar  tevens,  dat  zg 
daarmede  niet  geheel  gelyken  tred  houdt.  De  vergroeiing 
tot  doorloopende  ribben  houdt  als  het  ware  de  vermeerde- 
ring van  het  getal  vertikale  rijen  terug.  Ook  komen  hierb^ 
enkele  anomalieën  voor.  Zoo  zijn  gewoonlijk  de  vermeerde- 
ringen van  het  aantal  ribben,  zoowel  in  volgende  stadiën 
als  in  het  primitieve,  gelgkmatig  langs  den  omtrek  van  den 
stengel  verdeeld ;  maar  bg  één  (volwassen)  voorwerp  was  te 
zien,  dat  zoodanige  vermeerdering  plaats  had  gehad  aan  de 
ééne  zgde  van  den  stengel,  tusschen  een  viertal  naast  elkan- 
der liggende  ribben. 

De  borsteltjes,  die,  in  het  primHieve  stadium,  de  doren- 
groepen  vertegenwoordigen,  zijn  ten  getale  van  vgf  op  elk 
knobbeltje.  Zg  vertegenwoordigen  de  zijdorens  van  de  latere 
volkomene  deelen.  Eerst  hooger  op  vermeerdert  hun  getal  en 
komen  ook,  bij  die  soorten  welke  later  binnendorens  zullen 
bezitten,  een  of  meer  borstels  in  het  midden  der  groepen, 
als  vertegenwoordigers  van  deze  tweede  soort  van  dorens,  te 
voorschgn  De  verschillen  tusschen  de  jonge  plantjes,  van  4- 
a  5-jarigen  leeftgd  en  di^  een  diameter  van  hoogstens  3  cen- 
timeter bezitten,  zgn  overigens  nog  hoogst  gering.  Vele,  af- 
komstig van  voorwerpen,  die  tamelijk  ver  uiteenliepen,  laten 
zich  in  dezen  toestand  niet  of  nauwelgks  van  elkander  on- 
derscheiden. Andere  vertoonen  duidelgker  afwgkingen  van  de 
overige  in  kleur,  lengte  der  borstels,  enz.  Maar  de  verschil- 
len zijn  volstrekt  niet  evenredig  aan  die  tusschen  de  vol- 
wassen voorwerpen,  welke  de  zaden  hebben  geleverd.  De 
lichaamsvorm  is  in  het  algemeen  bolvormig. 

Alles  wat  zich  nu  op  de  oppervlakte  van  deze  bolvormige 
stengeltjes    bevindt,    zal    later   naar   het    grondvlak  worden 


(4U  ) 

teruggedrongen,  en  dus,  voor  zoover  dan  nog  voorhanden,  op  dB 
volwassen  voorwerpen  alleen  te  zien  zgn,  als  men  deze  omkeert, 
en  haar  grondvlak,  rondom  het  uitgangspunt  van  den  pen- 
wortel,  beschouwt.  Dikw^ls  ziet  men  daar  straalswgs  naar  den 
wortel  gerichte  reeksen  van  dicht  opeen  geplaatste  doorn- 
groepen,  kleiner  en  eenvoudiger  dan  die,  welke  zich  aan  het 
boven  den  bodem  zichtbare  gedeelte  aan  den  stengel  bevin- 
den, en  hoe  langer  hoe  kleiner  een  eenvoudiger  wordend, 
naarmate  men  het  middelpunt  bg  den  wortel  nadert.  De 
allereerste  gevormde  doorugroepjes,  in  diens  onmiddellgke 
nabyheid,  zgn  dan  echter  lang  verloren  gegaan. 

Juiste  waarnemingen  omtrent  voorwerpen,  die  in  onze 
kassen  het  primitieve  stadium  zgn  te  boven  gekomen,  zgn 
mg  niet  bekend.  Maar  uit  betrekkelgk  jongere  ingevoerde 
voorwerpen,  in  vergelijking  met  zaailingen  eenerzgds  en  ge- 
heel volwassen  voorwerpen  anderzyds,  laat  zich  opmaken, 
dat,  bg  den  overgang  van  het  eerste  stadium  in  het  tweede, 
de  stengelleden,  naarmate  zij  later  worden  aangelegd,  steeds 
meer  in  de  breedte  uitgroeien,  totdat  de  volle  breedte  van 
de  latere  basis  van  den  stengel  bereikt  is:  even  als  jonge 
palmen,  boomvarens  en  dergelgke,  eerst,  zooals  men  het 
noemt,  tot  hunne  breedte  uitgroeien,  om  later,  uit  die  breede 
basis,  door  toevoeging  van  nieuwe  leden  van  ongeveer  de- 
zelfde breedte,  den  opgerichten  stam  te  vormen.  Hier  echter 
is  dat  eerste  gedeelte  dadelgk  vertikaal,  niet  min  of  meer 
rhizoom-achtig. 

Geschiedt  nu  die  successieve  verbreeding  der  later  ge- 
vormde leden  snel  en  steeds  toenemend,  dan  verkrygt  men 
die  platte  koekvormige  lichamen,  welke  reeds  door  SSalh- 
DucK  en  Miqüel  als  jonge  voorwerpen  van  Af.  pyramidalis  S.  D. 
zgn  erkend  en  ik  u  hier  van  een  variëteit  van  M,  Kool- 
wij  kianus  Sub.  kan  vertoonen.  Bg  minder  snelle,  en  ten  slotte 
weder  geleidelgk  verminderende  toeneming,  moet  het  grond- 
vlak zich  meer  afgerond  voordoen.  Eene  enkele  maal,  excep- 
tionneel,  zag  ik  het  vrg  kegelvormig.  Eerst  wanneer  op  deze 
wgze  het  grondvlak  zgne  volle  breedte  heeft  verkregen,  heeft 
men  aan  de  buiten-  en  bovenzgde  van  het  lichaam  doren- 
groepen,  die  ook  aan  de  buitenzgde  van  het  volwassen  voor- 
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werp  ziclitbaar  zullen  bleven.  Ook  in  deze  dorengroepen,  in 
't  algemeen  de  krachtigst  ontwikkelde,  is  meestal  nog  eenige 
opklimming  te  bespeuren,  en  geheel  naar  boven,  tegen  de  vor- 
ming van  het  cephalium,  vaak  weder  eenige  vermindering.  Het 
maximum  heeft  men  dus  doorgaans  in  het  midden  of  op  twee 
derden  van  de  hoogte;  vandaar  uit  heeft  men,  naar  gelang 
van  omstandigheden,  een  kleiner  of  grooter  getal  daaraan 
gelgke,  en  vervolgens  beneden  de  nog  niet  tot  het  maximum 
gestegene,  boven  al  of  niet  weder  verminderde  dorengroepen. 

Wanneer,  na  de  vorming  van  een  plat  of  bgna  plat  grond- 
vlak, de  groei  in  het  tweede  stadium  —  dat  wg  het  vegetatieve 
zullen  noemen  —  in  de  hooger  en  hooger  gevormde  deelen  ge- 
leidel^k  weder  afneemt,  verkrggt  men  den  eigenaardigen 
kegel-,  of,  de  kanten  in  aanmerking  genomen,  pjramidaal- 
vorm,  die  aan  een  deel  der  soorten  eigen  is.  Bg  andere  blgft 
de  breedtegroei  in  de  deelen  voorbg  het  grondvlak  een  tijd- 
lang gelgk,  waardoor  cylindervormen,  aan  den  top  afgerond, 
ontstaan,  die  men  wel  met  die  van  een  suikerbrood  verge- 
leken heeft.  Heeft  eerst  nog  een  toeneming,  en  daarna  af- 
neming van  den  breedtegroei  plaats,  dan  verkrggt  men,  als 
het  maximum  beneden  het  midden  blijft,  een  eivormigen, 
wanneer  het  in  het  midden  komt,  een  bolvormigen  of  lang- 
werpigen  stengel.  Tusschen  deze  hoofdvormen  zgn  natuurlijk 
allerlei  tusschentoestaoden.  In  't  algemeen  zgn  de  vormen, 
waarbg  de  hoogte  den  diameter  overtreft,  zeldzamer  dan  die, 
waarbg  beide  gelgk  zijn,  of  waar  de  hoogte  min  of  meer 
beneden  het  maximum  der  breedte  blijft. 

Wanneer  het  cephalium  zich  begint  te  vormen,  ziet  men 
aan  den  top,  in  plaats  van  jonge  elkander  kruisende  dorens, 
de  lange  witte  wol  van  de  cephaliumknobbels  te  voorschijn 
treden,  omringd  door  de  dorens  van  het  laatst  gevormde 
v^etatief  gedeelte.  Eerst  zeer  smal,  verbreedt  het  zich 
van  lieverlede,  waarbg  dus  ook  het  vegetatief  gedeelte  van 
den  stengel,  waarop  het  rust,  nog  in  omvang  toeneemt. 
Op  die  wgze  wordt  een  diameter  van  7 — 10  centimeters 
verkregen,  terwgl  de  oppervlakte  zich  inmiddels  welft;  eiu- 
delgk,  wanneer  het  maximum  van  omvang  bereikt  is,  groeit 
het  cephaUum  verder  cylindervormig  op. 
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Reeds    de   eerste    cephaliumknobbels    zga  bloeibaar,  maar 
de   bloem    ontwikkelt   Eicb  niet,  voordat  een  aantal  nieawe 
cephaliumknobbels    zich   gevormd    heeft.    Voorts  weet  men, 
dat  elke    knobbel,  als  zgtak,  niet  meer  dan  éene  bloem  kan 
voortbrengen.  Het  gevolg  hiervan  is,  dat  de  bloemen,  zoowel 
by  een  reeds  cylindervormig  ontwikkeld  als  bg  een  no^  schgf- 
vormig  cephalium,  alleen  op  de  bovenvlakte  voorkomen,  meest 
1  a  2  cm.  van  het  midden.  Bg  het  cephalium,  dat  zgne  volle 
breedte  bezit  en  krachtig  doorgroeit,  komt  dit,  zooals  MiqusL 
opgeeft,  ongeveer  uit  op  een  derde  tusschen  het  middelpunt 
en  den  omtrek  der  bovenvlakte;  bg  jongere  cephaliën  is  het 
echter  dichter  by  den  rand  en  by  niet  of  niet  sterk  meer  aan- 
groeiende dichter  by  het  midden.    Iets  vromer  of  later  dan 
de  bloemen  komen  de  fijnere  borstels  te  voorschyn,  die  hier 
de  dorengroepen  vertegenwoordigen,  en  die  dus  in  de  eerste 
plaats  op  het  uitgebloeide,  by  sommige  soorten  reeds  op  het 
bloeibare,  en  by  andere,   hoewel  zeldzamer,  ook  op  het  nog 
niet   bloeibare   middengedeelte    boven    de  wol  uitsteken.    In 
een   paar  gevallen,    waarin  het  cephalium  geheel  en  al,  tot 
over  den  top,  met  overal  even  krachtige  en  even  lange  bor- 
stels bedekt  was,  gelyk  by  andere,  waar  de  bloemen  of  bes- 
sen uit  het  midden  ontsproten,. kwam  het  my  voor,  te  doen 
te  hebben  met  cephaliën  die  hadden  opgehouden  te  groeien, 
en  de  natuurlyke  grens  van  hunne  ontwikkeling  hadden  be- 
reikt. Waar  die  grens  voor  elke  soort  ligt,  is  voor  het  oogen- 
blik  niet  uit  te  maken.  Dat  zy  echter  verschilt,  valt  niet  te 
betwyfelen.  By  de  Melocacti  op  de  eilanden  beneden  den  wind 
heb  ik  slechts  by  uitzondering  een  cephalium  gezien,  dat  iets 
hooger  was  dan  de  diameter.  De  meeste  waren  lager.  Bg  Me- 
locaciuê  communis  DC.  op  St.  Eustatius  waren  er  van  een  halven 
meter  en  hooger ;  welk  verschil  moeilyk  aan  toevallige  omstan- 
digheden van  vernieling  of  dergelyke  toegeschreven  worden  kan. 

De  vergelyking  van  de  zaailingen  van  hetzelfde  zaaisel, 
zal,  wanneer  de  zaailingen  eenmaal  zoover  gevorderd  zullen 
zyn,  dat  zy  het  primitieve  groeistadium  te  boven  zgn  geko- 
men, over  het  min  of  meer  standvastige,  en  dus  over  de 
betrekkelyke  waarde  der  kenmerken  voor  de  onderscheiding 
der   soorten,   een   oordeel   kunnen    leveren.    Het  laat    zich 
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echter  voorzien,  dat  het  lang  zal  duren,  voordat  de  in  onze 
kassen  gekweekte  voorwerpen  dien  toestand  van  ontwikkeling 
zullen  hebben  bereikt.  Inmiddels  levert  reeds  de  vergelijking 
van  verschillende  dorengroepen  en  andere  deelen  aan  een- 
zelfde voorwerp,  en  de  vergelijking  van  meerdere  voorwerpen, 
die  kennelyk  tot  denzelfden  type  behooren,  inzonderheid  die, 
welke  in  het  algemeen  overeenstemmen,  maar  in  één  op- 
zicht verschillen,  een  maatstaf  tot  beoordeeling. 

Tot  dit  doel  leverden  ook  de  beide  zendingen  van  de 
Heeren  van  Koolwi:k  en  van  Baa&s  een  zeer  te  waardeeren 
materiaal.  De  voorwerpen,  die  de  Heer  van  Koolwuk  zond, 
waren  alle  van  ééne  plaats,  in  de  nab^heid  van  Oranjestad, 
en  leverden  het  voordeel  op  van  vr^  talrgke  exemplaren  te 
bevatten  van  enkele  soorten  :  waarin  dus  de  variaties,  bg 
behoud  van  denzelfden  algemeenen  type,  konden  worden  na- 
gegaan. Die  van  den  Heer  van  Baass  waren  van  verschil- 
lende plaatsen  van  het  eiland;  en  daar  vooreerst  de  Heer 
VAN  Baabs  m^  dest^ds  op  een  paar  tochten  had  vergezeld, 
en  ten  tweede  dezelfde  bediende,  die  toenmaals  voor  m^ 
werkzaam  was  geweest,  ook  nu  weder  met  het  inzamelen 
kon  worden  belast,  bestond  er  gelegenheid,  om  de  lokaliteiten 
vanwaar,  en  ook  eenigermate  de  vormen  die  in  de  eerste 
plaats  tot  aanvulling  werden  gewenscht,  meer  in  het  bizon- 
der op  te  geven.  Op  verschillende  w^ze  waren  dus  beide  in 
hooge  mate  voor  het  doel  belangr^k« 

Mgne  onderstelling,  dat  tusschen  sommige,  vrg  uiteenloo- 
pende  vormen,  maar  die  toch  iets  in  haar  karakter  gemeen 
hadden,  tusschenleden,  als  van  eene  zelfde  reeks,  zouden 
gevonden  worden,  b.v.  tusschen  M,  Kooltaijldantta  Sue.  en 
M,  TubeUiM  SuE.,  werd  bevestigd.  Voor  andere  bleek  ook  nu 
weder  een  meer  geïsoleerd  standpunt,  b.v.  voor  M.  ètrami" 
neus  Sub.  Niet  bevestigd  werd  m^n  vermoeden,  dat  men 
reeds  nu  de  soorten  meer,  dan  tot  dusver,  zou  kunnen 
samentrekken.  Zelfs  eene  enkele,  die^  ik  gemeend  had,  niet- 
t^enstaande  de  bestaande  verschillen,  tot  eene  zelfde  soort 
als  andere,  te  mogen  rekenen,  heb  ik  daarvan  weder 
moeten  a&cheiden,  b.v.  de  zeer  karakteristieke  Arubaansche 
vorm    met   kromme   dorens,   die  ik  vroeger  tot  M.  Monvil^ 
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leamtê  MiQ.  had  gebracht.  Ik  ontving  nl.  onder  de  latere  Tor- 
men  een,  die  veel  nader  komt  tot  de  beschryving  en  afbeel- 
ding van  het  fragment,  dat  Miquel  aanleiding  tot  het  opstellen 
▼an  zjjne  soort  gaf,  maar  onmogelijk  met  den  door  m^  daar- 
toe gebrachten  Arubaanschen  vorm  kan  worden  vereenigd. 
Ik  ben  dus  verplicht  geweest,  dezen  laatsten  thans  van  een 
afzonderleken  naam  te  voorzien.  Tegel^kertijd  moge  ik  hier 
aanteekeuen,  dat  de  verwante  Melocactits  Besleri  L.  O.,  door  de 
schrëvers  die  Miquel  hebben  opgevolgd,  ten  onrechte  als  soort 
geschrapt  is.  Link  en  Otto,  die  in  1827  den  naam  gaven, 
hebben  dien  tevens  toegepact  op  een  voorwerp,  in  de  collec- 
tie van  ScHELHASE  te  Gassel  aanwezig,  dat,  door  den  bloei  in 
1837  en  1838,  bleek  tot  een  ander  geslacht,  Ducocactus^  te 
behooren;  maar  de  afbeelding  van  Besleb  in  den  ^Hortus 
Eyst€tt€n9is\  die  aanleiding  gaf  om  den  naam  Besleri  aan 
de  soort  te  verbinden,  is  een  duidelgke  Melocactus  met  cepha- 
lium.  Of  nu  het  jonge  voorwerp  in  den  Hortus  te  Berl^n. 
uit  Zuid-Braziliê  (het  Gasselsche  voorwerp  was  uit  West- 
Indië,  vermoedelyk  van  Jamaica,  terwyl  het  vaderland  van 
het  BESLEK'sche  onbekend  is),  waarnaar  Link  en  Otto  hunne  be- 
schry  ving  en  afbeelding  gaven,  tot  de  eene  of  tot  de  andere  soort 
behoorde,  is  thans  niet  meer  uit  te  maken.  Fö&steb  bericht 
(Handh.  cU  Cacteënkunde,  p.  348)  dat  het  gestorven  is 
zonder  te  bloeien.  Miquel  geloofde  wel  aan  de  identiteit; 
maar  beschouwde  in  elk  geval  de  afbeelding  van  Besler 
en  niet  het  Berlynsch  exemplaar  als  de  type,  zoodat  ik 
meen,  met  w^lating  van  de  verdere  synonymie,  de  soort 
te  moeten  behouden  als  M.  Besleri  Miq.  (non  L.  et  O.), 
waarby  dan,  uit  de  beschryving  van  Miquel,  datgene  moet 
worden  weggelateui  wat  aan  die  van  het  Berlgnsche  exem- 
plaar ontleend  is. 

Gelyk  gezegd,  is  mgn  indruk,  na  het  bestudeeren  en  ver- 
gelgken  van  een  vry  groot  aantal  voorwerpen  en  vormen 
van  dit  geslacht,  dat  de  maatstaf  tot  onderscheiding  der 
soorten  vooralsnog  niet  veel  ruimer  kan  worden  genomen^ 
dan  tot  dusverre  door  Miquel  en  de  andere  schryvers  over 
dit  onderwerp  geschiedde.  Misschien  zullen  later  sommige 
vormen,  die  nu  afzonderlyk  moeten  worden  genomen,  kunnen 
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worden  samengevoegd,  nl.  wanneer  van  alle  de  bloemen,  vruch- 
ten en  de  ontwikkeling  nauwkeurig  bekend  zullen  zgn;  de 
ondervinding  heeft  echter  geleerd,  dat  meerdere  malen  vor- 
men, die  later  heterogeen  bleken,  zyn  samengevo^d  ge- 
worden dan  het  omgekeerde;  en  het  later  samenvoegen  van 
aanvankelgk  onderscheiden  vormen  is  zeer  eenvoudig,  terwijl 
het  scheiden  van  ten  onrechte  vereenigde  niet  zelden  groote 
moeilgkheden  oplevert.  Ten  einde  nu  eene  eventueele  ver- 
eeniging  of  scheiding,  die  later  noodzakelgk  mochten  blyken, 
gemakkelgk  te  maken,  zonder  telkens  de  namen  te  veran- 
deren en  daardoor  de  synonymie  te  vermeerderen,  heb  ik  niet 
slechts  aan  diegene,  welke  ik  meen  als  afzonderlgke  soorten 
te  moeten  beschouwen,  afzonderlgke  namen  gegeven,  maar 
ook  voor  variëteiten,  bij  verschillende  soorten,  nooit  dezelfde 
namen  gebruikt,  en  voorts  de  mij  voorkomende  verwant- 
schap, die  misschien  later  tot  vereeniging  tot  ééne  soort 
leiden  kan,  door  het  plaatsen  van  den  naam  der  verwante 
soort  tusschen  haakjes  vóór  den  naam  der  beschrevene  aan- 
geduid. Eene  uitzondering  heb  ik  gemaakt  ten  aanzien  der 
vormen,  die  zich  alleen  of  hoofdzakelyk  door  het  bezit  van 
twee  of  meer  middeldorens  van  elkander  onderscheiden.  Aan 
dit  kenmerk  heeft  men,  naar  mgn  oordeel,  wel  niet  door« 
gaans,  maar  toch  na  en  dan,  eene  wat  al  te  groote  waarde 
toegekend.  Het  gemis  van  alle  middendorens  is  bij  sommige 
soorten  typisch;  het  bezit  van  slechts  één  middeldoren  ook 
in  het  meerendeel  der  gevallen,  maar  niet  in  alle :  gelgk 
ook  reeds  door  Miqtjbl  een  paar  ééndoornige  voorwerpen  aan 
meerdoornige  zijn  verwant  geoordeeld.  Het  bezit  van  slechte 
twee  middeldorens  schgnt  mg  slechts  bg  uitzondering  een 
standvastig  karakter;  naast  de  meeste,  die  er  twee  hebben, 
komen  andere  voor  met  drie,  vier,  ook  wel  met  meer  mid- 
deldorens, die,  op  grond  van  de  overige  eigenschappen,  tot 
dezelfde  soort  moeten  worden  gerekend.  Deze  onderscheid 
ik  dus  telkens  eenvoudig  als  forma  2~spina^  S-spina,  A-spina 
of  plurüpina,  zonder  meer.  Iets  anders  is  het  natuurlijk, 
wanneer,  behalve  het  grooter  aantal  doions,  ook  andere  ver* 
schillen,  in  het  karakter  der  dorens  of  in  andere  lichaams- 
deelen   optreden.    Zoo  heb  ik  b.v.  reeds  in  mgn  vorige  1^'st 
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een  zeedoomige  Torm,  bet  naast  bg  M.  rubelhu  staande,  als 
M.  hexaeanthus  onderscheiden,  enkel  met  ToorToeging  ran 
den  naam  rubelluê  tnsscben  haalges,  omdat  de  identificatie 
mg  wel  waanebgnlgk,  maar  nog  niet  voldoende  gewettigd 
scheen. 

Wat  de   overige    kenmerken  betreft,  zg  het  volgende  op- 
gemerkt : 

De  grootte  van  het  volwassen  lichaam  bewe^  zich  bg 
elke  soort  binnen  niet  zeer  ruime  grenzen,  zoodat  men  al* 
thans  kleine,  middelmatige  en  groote  soorten  onderscheiden 
kan.  Evenzoo  is  het  met  de  hoofdvormen:  kegelvormig  of 
pyramidaal,  eivormig,  bol  en  langwerpig,  gesteld.  Bg  beide 
eigenschappen  moet  nataorlgk  met  den  leeftgd  en  met  indi- 
vidaeele  krachtiger  of  zwakker  ontwikkeling  rekening  worden 
gebonden.  De  kleur  des  stengels,  die  tusschen  licht  en  don- 
ker groen,  en  min  of  meer  blauwachtig  varieert,  is  in  som- 
mige gevallen  eene  eigenschap,  die  met  de  overige  karakte- 
ristieke eigenschappen  constant  optreedt,  en  dus  niet  verzuimd 
mag  worden;  maar  tevens  moet  zg  met  omzichtigheid  worden 
gebruikt,  daar  de  opvatting  der  kleur  veel  afhangt  van  liet 
licht,  dat  op  de  voorwerpen  valt.  Bg  sterke  directe  zonver- 
lichting  komt  het  licht  geelgroen  meer  uit  dan  in  het 
gewone  daglicht,  en  voorwerpen  met  diepe  sleuven  doen  zich 
reeds  daardoor  donkerder  en  meer  blauwgroen  voor  dan  an- 
dere. Van  al  de  tinten,  die  hier  voorkomen,  is  praktisch 
alleen  eene  onderscheiding  tusschen  licht,  middelmatig  en 
donker  bruikbaar,  en  dan  moet  bovendien  in  aanmerking 
worden  genomen,  of  de  taxatie  der  kleur  onder  dezeUde 
omstandigheden  heeft  plaats  gehad,  h  dit  niet  het  geval, 
dan  blgft  de  opgaaf  eenigermate  onzeker. 

Het  getal  der  ribben,  binnen  zekere  grenzen,  haar  vertikaie 
of  schuine,  spiralige  stand,  haar  vorm,  breed  met  bgna  platte 
of  gewelMe  vlakken  en  scherpen  of  stompen  rug;  of  smal 
en  hoog,  sterk  om  de  doomvelden  gezwollen  en  daartusschoi 
ingenepen;  de  vorm  der  kam  tusschen  de  velden,  effen  of  kar« 
telvormig  verheven,  leveren  goede  kenmerkende  eigenschappen. 
Hierbg  valt  evenwel  op  te  merken,  dat  de  ribben  door 
krachtigen  groei  meer   gezwollen  kunnen  zgn,  en  dat  soms 
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smalle  en  breede  bij  voorwei'pen  voorkomen,  die  in  andere 
eigenschappen  overeenstemmen,  dus  om  dat  ééne  verschil  niet 
soortelijk  gescheiden  kunnen  worden.  Zoo  heeft  Lema.ire  bij 
zgn  M^  obtusipetalus,  die  breede  maar  tusschen  de  velden 
ingesnoerde  ribben  bezit,  als  variëteit,  met  instemming  van 
MiqxjEL,  een  vorm  gevoegd  met  zeer  breede  niet  ingesnoerde 
ribben,  terwijl  hij  dit  onderscheid  aan  den  krachtigen  groei 
toeschr:gft.  Ik  zelf  heb,  bij  de  laatste  bezending  uit  Aruba, 
een  vorm  van  M.  atraminetLs  ontvangen,  die  zich,  behalve 
door  eenigzins  hoogere  gestalte,  door  smallere  ribben,  in 
verband  met  haar  vermeerderd  aantal,  onderscheidt.  De 
mogelijkheid  van  zoodanige  invloeden  moét  dus,  bg  de  beoor- 
deeling van  dit  kenmerk,  in  aanmerking  worden  genomen. 

Van  de  dorenvelden  wordt  het  aantal,  de  meerdere  of 
mindere  verwydering  van  elkander,  hun  vorm,  grootte,  kleur 
en  het  al  of  niet,  of  in  mindere  of  meerdere  mate,  bezet 
zyn  met  vilt  tusschen  de  dorenwortels,  beschreven.  Met 
het  aantal  wordt  het  getal  der  boven  den  grond,  aan  de 
buitenzijde  van  den  stengel  zichtbare  bedoeld,  en  in  't  alge* 
meen  worden  de  in  het  primitief  stadium  gevormde,  maar 
bij  de  volwassen  voorwerpen  verdwenene  of  naar  de  grond- 
vlakte  teruggedrongen  doomvelden  geheel  buiten  beschou- 
wing gelaten.  Tusschen  de  van  buiten  zichtbare  nu  bestaat 
een  doorgaand  verschil,  naarmate  zij  lager  of  hooger  aan 
den  vegetatie  ven  stengel  voorkomen.  De  hoogste,  en  vooral 
in  een  groeienden  top,  die  nog  niet  in  cephalium-vorming 
is  overgegaan,  zgn  het  rykelijst,  soms  zeer  sterk,  met  vilt 
bekleed,  schynen  daardoor  ook  vaak  grooter.  De  onderste 
z^n  relatief  klein  en  kaal.  Wil  men  niet  by  elk  voorwerp 
al  deze  toestanden  afzonderlek  beschreven,  en  gewoonlgk 
geschiedt  dit  alleen  wanneer  een  eenigzins  buitengewone 
toestand  voorkomt,  dan  kiest  men  als  normaal  de  doren- 
velden,  die  ongeveer  te  halverhoogte  of  op  tweederden  van 
de  hoogte  voorkomen.  Deze  kiest  men  ook  voor  de  dorens, 
daar  deze  hier,  met  kleiner  of  grooter  verschillen  naar  be- 
neden en  naar  boven,  meestal  hun  maximum  van  ontwikke- 
ling vertoonen. 

Wanneer  slechts  é6n  doren  der  centrale  groep  voorkomi, 
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Htaat  deze  in  het  midden  van  het  veld ;  zgn  er  twee,  dan 
staat  de  tweede,  doorgaans  zwakkere,  mediaan  daarboven; 
zgn  er  drie,  dan  staan  zij  in  ééne  mediane  lijn,  of  in  een 
scheven  driehoek,  of  wel,  de  twee  bggekomene  staan  lateraal 
boven  den  eersten;  zijn  er  vier,  dan  komt  er  eene  bovenste 
bg,  en  staan  alle  in  eene  smallere  of  breedere  ruit.  Indien 
nu  het  getal  nog  grooter  wordt,  dan  komen  de  nieuwe,  ac- 
cessore, vaak  kleine  dorens,  in  de  door  mg  waargenomen 
gevallen,  altgd  weder  boven  de  vroegere  voor:  hetzg  dat 
de  bovendoren  vervangen  wordt  door  een  paar  laterale  en 
duB  alle  in  een  langwerpig  rond  komen  te  staan,  of  dat  de 
bovendoren  op  zgne  plaats  blgft  en  daarboven  als  het  ware 
een  nieuwe  kring  wordt  gevormd.  Juist  het  omgekeerde, 
nl.  het  accessoor  zgn  der  onderste  dorens  van  eene  aldus 
vermeerderde  groep,  heeft  MiquEL  bij  zgn  ^f.  Zucckarinn^ 
ofschoon  niet  geheel  duidelgk,  beschreven.  Deze  vermeer- 
dering der  centrale  dorens,  buiten  den  oorspronkelgken  kring, 
is,  uit  een  morphologisch  oogpunt,  eenigzins  raadselachtig. 
Het  heeft  er  nog  het  meest  van,  dat  het  w^st  op  de 
vorming  van  een  zgtakje  uit  den  knobbel,  dat  dan  meest 
naar  de  bovenzgde,  eene  enkele  maal  (bg  At.  Zuccharinii 
Miq.)  aan  de  benedenzgde  zou  ontstaan.  Eene  tegenstelling 
tusschen  de  beneden-  en  bovenzgde  vinden  wg  ook  in  de 
ontwikkeling  der  normale  dorens,  die  doorgaans  het  krach- 
tigste zgn  aan  die  benedenzgde,  zoowel  wat  de  centrale 
als  wat  de  randdorens  betreft,  maar  somwglen  juist  omge- 
keerd. Nu  en  dan  ziet  men  den  ondersten  centraaldoren 
kleiner  dan  de  anderen;  en  bij  M,  dichrodcanthus  Miq» 
zgn  de  bovenste  randdorens  tot  het  dubbele  langer  dan  de 
onderste. 

De  diameter  van  het  volwassen  cephalium  levert,  gelgk 
wij  zagen,  bg  de  onderscheidene  soorten  geen  groot  verschil 
op;  terwgl  de  opgaaf  der  hoogte  voor  het  oogenblik  veelal 
slechts  de  strekking  kan  hebben  om  van  lieverlede  tot  de 
kennis  van  de  natuiulgke  grens  der  hoogte  voor  elke  soort 
te  naderen.  Meer  positieve  kenmerken  leveren  de  borstels, 
hun  aard,  grootte,  kleur,  en  verspreiding  op. 

Het    meest    in    het  oog  vallend  verschil,  dat  de  bloemen 
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aanbieden,  is  gelegen  in  de  grootte  en  daarmede  samenhan- 
gende wijdte  van  den  goed  geopenden  zoom.  Zoover  bekend, 
wisselt  deze  wgdte,  bg  verschillende  soorten,  af  tusschen  een 
halven  centimeter  en  nog  iets  minder  en  twee  en  een  hal- 
ven centimeter  ;  en  het  is  merkwaardig,  dat*^de  kleinste  bloe- 
men gezien  zgn  bg  voorwerpen  van  de  hoogste  vegetatieve 
ontwikkeling,  en  de  grootste  bij  eene  in  dat  opzicht  laag 
staande  soort,  M.  amoenm  Hofpoq.  van  bet  vasteland,  met 
één,  soms  nog  ontbrekenden,  centraaldoorn.  Men  zou  echter 
verkeerd  doen  met  hieruit  eene  conclusie  omtrent  de  ver- 
houding dezer  eigenschappen  te  trekken,  want  zoowel  b^ 
de  lage  vormen  als  bg  de  hoog  ontwikkelde  komen  ook 
bloemen  van  middelbare  grootte  voor,  en  van  de  meeste 
zflu  de  bloemen  nog  niet  beschreven. 

Bij  vergelijking  in  dit  opzicht  moet  men  zorg  dragen^ 
met  goed  ontwikkelde  en  geheel  geopende  bloemen  te  doen 
te  hebben,  iets  wat  in  onze  kassen,  gelijk  vroeger  werd 
opgemerkt,  nog  al  eens  te  wenschen  overlaat. 

De  kleur  is  nu  eens  licht  rozerood,  dan  eens  donkerder 
purperrood,  soms  constant,  soms  ook  wel  bg  dezelfde  soort 
afwisselend.  Met  de  grootte  der  bloem  neemt  ook  het  aantal 
der,  even  als  bg  alle  cacteeën-bloemen,  spiralig  geplaatste 
en  in  elkander  overgaande,  kelk-  en  bloembladen  toe.  De 
vorm  der  bloembladen,  speciaal  van  hunne  toppen,  levert 
eenige,  wel  is  waar  minutieuze,  maar  toch  niet  verwerpelgke 
kenmerken.  Zelden  zijn  alle  bloembladen  van  dezelfde  bloem 
in  dit  opzicht  aan  elkander  gelgk:  zoodat  men  ook  weder 
eene  bloem  noodig  heeft,  waarin  alle  bloembladen  flink  ont- 
wikkeld zgn,  om  het  algemeene  of  heerschende  karakter  te 
vatten.  De  verschillen  zijn  dan  deze,  dat  de  toppen  der 
bloembladen  nu  eens  stomp  en  relatief  breed,  dan  spits  of 
versmald,  ook  wel  mucronaat  zijn,  terwgl  de  randen  nu  eens 
gaaf,  dan  weer  eenigzins  onregelmatig  gekarteld  of  ook  vrg 
regelmatig  en  zeer  fijn  getand  zgn.  Het  aantal  stempelarmen 
varieert  ook  ongeveer  met  de  grootte  der  bloem  tusschen 
3  en  7,  en  kan  in  bloemen  van  dezelfde  plant  een  of  twee 
verschillen ;  de  kleur  heb  ik  altgd  wit  gezien,  behalve  bg 
M.  communis  do.,    welker   bloemen  vrg  lang  openbleven  en 
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waar  zg  ten  slotte  een  weinig  rood  werden.  Behalve  voor 
dese  soort  worden  zg  ook  roodachtig  opgegeven  voor  M, 
violaeeuê  Pfeiff.  en  geelachtig  voor  M.  eaesitu  Wzsttl. 
De  hoogte  van  de  (geopende)  stempels  in  de  keel  heeft  mg 
tot  dusverre  geene  verschillen  opgeleverd,  die  niet  uit  eene 
meer  of  minder  krachtige  ontwikkeling  der  bloem  kunnen 
worden  verklaard. 

Iets  anders  is  het  met  de  hoogte,  waarop  de  bloemen  bui- 
ten het  cephalium  uitsteken;  o&choon  ook  hii^r  het  iets 
hooger  of  lager  van  de  gezonde  ontwikkeling  der  bloem 
afhangt,  soo  zgn  er  soorten,  waarbij  de  bloemzoom  niet  of 
nauwelgks  buiten  de  wol  van  het  cephalium  uitsteekt,  en 
andere,  waar  zg  zich  een  centimeter  of  meer  daarboven  ver- 
heft. Het  schgnt  samen  te  hangen  met  de  omstandigheid, 
of  de  plaats,  waar  de  bloemen  gevormd  worden,  al  of  niet 
en  met  kortere  of  langere  borstels  bezet  is. 

Vorm  en  grootte  der  bessen  loopen  nog  al  uiteen,  en 
verdienen  eene  plaats  onder  de  soortskenmerkeii:  mits  men 
voorzichtig  zg  in  de  toepassing,  indien  slechts  enkele  bessen 
van  een  voorwerp  zgn  gewonnen,  en  rekening  houde  met 
de  variaties,  die,  door  zwakke  of  krachtige  ontwikkeling,  nu 
en  dan  bg  bessen  van  hetzelfde  individu  voorkomen,  en  dus 
ook  bg  voorwerpen  van  eene  zelfde  soort  kunnen  worden 
aangetroffen.  De  middelvorm  is  omgekeerd  ei-kegelvormig, 
met  eene  lengte  van  ongeveer  S^/^  centimeter  en  een  dia- 
meter, in  het  dikste  gedeelte,  van  ongeveer  ^/s  der  lengte. 
Vandaar  uit  gerekend  zgn  sommige  beneden  stomper  en 
dus  zuiver  eivormig  of  langwerpig,  andere  spits,  dus  zui- 
ver kegelvormig,  en  in  deze  vormen  absoluut  grooter  of 
kleiner,  en  verschillend  in  de  verhouding  van  lengte  tot 
breedte;  zeer  uiteenloopende  typen  zgn  b.  v.  de  kort-  en 
breed-kegelvormige,  nog  geen  twee  centimeter  lange  en  on- 
geveer één  cm.  breede,  bg  Af.  communie  DC,  en  de  tot 
5  cm.  lange  en  slechts  8  mm.  breede  langwerpige  bg  M. 
BtraminevLB  Süb. 

In  't  algemeen  hebben  de  bloemen  en  vruchten  meer  op* 
geleverd  dan  ik  daarvan  aanvankelgk  verwachtte,  maar  toch 
te    weinig,    om    vooralsnog    met  de  v^etatieve  organen,  in 
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het  onderscheiden  en  rangschikken  der  soorten^  om  den  YOor« 
rang  te  kunnen  wedijveren. 

Eene  rangschikking  der  soorten  is  het  eerst  door  MiquEL 
in  zgne  bekende  Mouographie  van  het  geslacht  geleverd  *)• 
Tot  en  met  Linnabus  werd  het  weinige  bekende  als  ééne 
soort  beschouwd,  door  Linnaeus  Cactus  Melocactus  genoemi, 
Dbcandollb  verhief  f)  Mehcactus  tot  een  afzonderlijk  ge- 
slacht en  noemde  de  door  hem  in  de  Plantes  grasses  afge- 
beelde soort  Melocaetus  communis.  Denzelfden  naam  hadden 
Link  en  Otto,  eren  te  voren  §),  aan  een,  ook  door  hen  afge- 
beelden,  maar  duidelyk  verschillenden  vorm  gegeven;  de  M. 
communis  van  Decandollb  bleef  echter,  ook  in  het  vervolg, 
als  de  type  der  soort  beschouwd.  Aan  het  geslacht  waren 
twee  soorten,  door  Salm-Dtck  als  Cactus  macracanthus  en 
pyramidalis  beschreven,  toegevoegd.  Daarop  volgden  meer- 
dere, door  Link  en  Otto,  Hookbb,  Lemaiee,  Pfbiffbe,  Lehman, 
Wenbland  en  anderen,  ook  door  Miqüel,  beschreven,  en  deze 
verspreide  opgaven  werden  ten  slotte  door  MiqusL,  in  zijne 
Monographie  tot  een  geheel  samengevoegd.  Miqüel  geeft, 
'  na  eene  algemeene  beschouwing  van  het  geslacht,  vooreerst 
een  sleutel  der  soorten,  naar  den  aard,  het  getal,  en  verdere 
eigenschappen  der  dorens ;  vervolgens  behandelt  hg  de  soor- 
ten afzonderlek,  in  eene  andere  volgorde,  waarb^  naar  eene 
natuurlgke  rangschikking  gestreefd  is.  Volgende  schr^vers 
hebben,  in  hoofdzaak,  de  volgorde  van  den  eerstgenoemden 
sleutel  overgenomen.  Eerst  Föbsteb  in  zijn  Uandbuch  der 
CacteSnkande  1846,  daarna  Laboubet,  in  zgne  Monographie 
de  la  familie  des  Cactées^  1852,  en  nu  ook  laatstelgk  Rümfleb, 


*)  Aeta  Acad,  Cties,  Leop,  CaroL  nat,  Cur,  Vol.  XYIII.  SappL 

f)  Eevue  de  la  familie  des  Cactées,  Mém.  du  Musée  d'Histoire  natu* 
reUe  17.  p.  1.  e.  v.  1828. 

})  Verhandlungen  de*  Vereins  zur  Beförderung  des  Qarienbanes  in  den 
Königl.  PreumseAen  Staaten  UI.  1827.  p.  412,  tab.  XI.  Het  op  de  plaat 
afgebeelde  voorwerp  onderscheidt  zich^  behalve  door  den  geheelen  lichaams- 
Yorm,  door  de  veel  langere>  gekruiste  randdorens.  Ik  onderscheid  dit  als 
M.  Linkii.  Men  heeft  het  gehouden  voor  zijne  var.  macrocepAalus ;  hier- 
mede is  echter  eer  een  met  den  soorttype  van  Dscakdolle  overeenstem- 
mende vorm  bedoeld  geweest. 
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in  zgne  nieuwe  uitgaaf  van  het  Handboek  van  Fob^ster, 
in  1886.  Labouret  heeft  aan  de  groepen,  waarin  de  sleutel 
Tan  MiquEL  de  Melocacti  verdeelde,  namen  gegeven,  en  tevens 
de  volgorde  veranderd,  zonder  dat  echter  eenig  voordeel  van 
die  verandering  blgkt.  Eene  betere  verandering  dan  de  door 
hem  gemaakte  zou  geweest  z^n,  de  laatste  afdeeling  van 
den  sleutel  van  MiquEL,  bevattende  de  soorten  zonder  cen- 
traaldorens,  voorop  te  plaatsen,  en  verder  de  volgorde  te 
behouden.  Dan  ware,  wel  is  waar,  de  verdeeling  kunstmatig 
gebleven,  maar  in  elk  geval  eene  meer  geregelde  opklimming 
van  het  eenvoudige  naar  het  meer  samengestelde  verkregen. 
Waarom  MiqcEL  zelf  in  zgn  sleutel  die  eenvoudigste  groep 
achteraan  heeft  geplaatst,  terwgl  hij  in  de  eerste  groep,  met 
centraaldorens,  naar  het  getal  van  deze,  en  vervolgens  naar 
dat  der  rand-dorens,  in  *t  algemeen  opklimmend  te  werk  gaat, 
is  niet  duidelgk ;  in  elk  geval  zet  hg  echter  deze  soorten 
voorop  bg  de  rangschikking  der  beschrgvingen  in  het  werk 
self,  waarin  naar  eene  natuurlgke  rangschikking  gestreefd 
wordt.  De  oorzaak,  waarom  men  niet  liever  deze  volgorde 
dan  den  kunstmatigen  sleutel  gevolgd  heeft,  komt  mg  voor 
daarin  gelegen  te  zgn,  dat  MiquEL  die  volgorde  niet  nader 
gemotiveerd  heeft,  en  zg,  bg  den  eersten  opslag,  eenigszins 
vreemd  schgnt.  Eerst  bg  nadere  studie  ziet  men  het  streven, 
om  in  *t  algemeen  van  het  eenvoudige  naar  het  meer  samen- 
gestelde op  te  klimmen,  maar  met  omkeeringen  en  verschui- 
vingen, om  in  ander  opzicht  verwante  vormen  bg  elkander 
te  brengen.  MiquEL  zelf  beschouwt  het  als  een  voorloopige 
proeve,  maar  het  is  zeker,  dat  hg  in  die  proeve  althans 
den  weg  naar  de  natuurlgke  verwantschap  gewezen  heefL 

De  aansluitingen  zgn  van  te  verschillenden  aard,  om  daar* 
aan,  in  eene  eenvoudige  rangschikking  der  soorten  achter 
elkander,  eene  duidelijke  uitdrukking  te  geven,  en  vaak  ook 
van  te  subtielen  aard,  em  er  duidelijk  beschrijfbare  kenmer- 
ken van  groepen  aan  te  ontleenen.  Bovendien  missen  wg 
vau  de  meeste  nog  de  beschrgving  van  bloem  en  vracht: 
welke  organen,  al  kunnen  zg  hier,  reeds  om  deze  reden  alleen, 
niet  op  den  voorgrond  worden  gesteld,  toch,  als  zg  bekend 
zgui    in    anders    twgfelachtige    gevallen    van    verbinding  of 
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scheiding,  een  machtigen  doorslag  geven.  Men  zal  nog  lang, 
in  het  opsporen  en  wegen  der  verwantschap,  moeten  volgen 
wat  de  ondere  Dbcandolle  eigenaardig  de  » methode  de  ta- 
tonnement"  noemde.  Wat  de  uitdrukking  der  verwantschap, 
voorzoover  gevonden,  betreft,  komt  mij  eene  graphische  voor- 
stelling, waarbig  de  soorten  op  van  een  aanvangspunt  op- 
klimmende en  radieerende  l^nen  de  meest  geschikte  voor. 
Op  deze  lijnen  zgn  dan  de  meer  eenvoudige  vormen  in  elke 
reeks  het  naast  bij  het  aanvangspunt,  en  de  meest  gecom- 
pliceerde het  verst  daarvan  verw^derd  te  plaatsen.  Waar 
eene  dubbele  aansluiting  plaats  heeft,  kan  men  eene  lijn 
zich  laten  vertakken ;  waar  geen  aansluiting  aan  eenvoudiger 
vormen  gevonden  is,  kan  men  den  tak  op  een  afstand  van 
het  aanvangspunt  vrij  laten  beginnen;  en  geïsoleerde  vormen 
kunnen  tusschen  de  Ignen  worden  aangebracht.  Men  zal  ook 
hier  eenigszins  moeten  geven  en  nemen,  maar  verkr^gt  een 
beeldt  een  soort  van  morphologische  stamboom,  waarin  al- 
thans ten  naastenbij  de  betrekkingen  tusschen  de  soorten 
kunnen  worden  uitgedrukt  en  met  een  opslag  overzien.  Naar 
gelang  meer  soorten  bekend,  en  de  bekende  meer  volledig 
bekend  worden,  is  zoodanig  beeld  uit  te  breiden,  en  zooveel 
noodig  te  wgzigen. 

Naar  de  mate  van  onze  tegenwoordige  kennis  plaats  ik 
dan,  naast  ééne  korte  lijn,  de  soorten  waarbij  nooit  een 
middeldoren  is  waargenomen,  en  wel,  naar  het  opklimmend 
getal  der  randdorens  (5 — 8)  in  deze  volgorde:  M.  pentü" 
centrus  Lem.,  Af.  depressus  Hook.,  M.  violaceua  Pfmff.,  Jf. 
go7iiodacanthu8  Lem.,  alle,  zoover  bekend,  soorten  van  het 
vasteland  van  Brazilië.  Bg  één  van  deze  (M,  violaceus)  is 
de  bloem  als  van  middelmatige  grootte,  (1  cm.  diam.),  met 
gekartelde  bloembladen  en  met  een  5-deeligen  roodachtigen 
stempel  beschreven ;  van  eene  andere  {M.  depressua)  de  kleine 
smalle  langwerpig  knotsormige  (lichtroode)  bes.  De  ce- 
phaliën  enz.  loopen  nog  al  uiteen,  zoodat  deze  vormen 
eenigzins  op  zich  zelf  staan.  Langs  eene  tweede  hierboven 
uitspringende  lijn  rangschik  ik  de  soorten  met  een  of  meer 
(tot  4)  middeldorens,  doch  die  kleiner  zijn  dan  de  randdorens. 
Hiertoe  behooren  10  soorten,  van  Brazilië,  Mei^ico,  Jamaica, 
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Cuba,  St.  Thomas,  St  Croix,  Si.  Eustatios,  nl :  M.  EUsmeetü 
Miq.  Tan  Bahia,  M.  Wendlandn  Miq.  van  Sfc.  Thomas,  M. 
DeUêaertianus  Lkm.  van  Mexico,  M.  meonacanthui  L.  O.  van 
Jamaica,  M,  communis  D.C.  van  St.  Croix  en  St.  Enstatios, 
Af*  hatannenêiê  Miq.  van  Cuba,  M.  rubens  Pfeiff.  van  West- 
Indië,  JU,  Linkii  (syn.  M.  communis  L.  O.,  non  DC.)  van  West- 
Indië,  M.  crassupinus  S.  D.  waarsch^nl^k  van  Brazilië,  M. 
dickroacanthus  Miq.  van  St.  Thomas.  Van  twee  van  deze  zgn 
bloemen  waargenomen :  nl.  van  de  zeer  eigenaardige  Jf*  £Zb- 
meelii  Miq.,  vrg  klein  en  rozerood,  en  bg  M.  communis  De., 
middelmatig  van  grootte,  met  eenigzins  getande  vaak  aange- 
spitste  bloembladen,  met  een  5-  (4 — 6)  stralJgen  roodachtigen 
stempel,  en  eene  vrg  dikke,  kleine,  omgekeerd  eivormige  bes 
opleverend.  Eien  zeer  afwykende  vorm  is  onder  deze  M.  dichrcr 
acanihus  Miq.,  waar  de  hoogere  dorens  in  elke  groep  grooter 
znn  dan  de  lagere.  Met  M.  cummunis  DC.  zgn  vermoedelgk 
eenige  soorten,  die  eerst  als  variateiten  daarvan  beschouwd 
waren,  na  verwant.  Zelve  onderscheidt  zg  zich  door  rens- 
achtigen  bouw  en  buitengewoon  hoog  cephalium. 

Als  tweede  zgtak,  van  ongeveer  gelgke  waarde,  komen 
dan  daarnaast  de  soorten  met  hoogstens  één  centraaldoren, 
doch  deze  grooter,  in  een  enkel  geval  alleen  dikker,  dan  de 
randdorens:  M.  ferox  Pfeipf.  van  Zuid-Brazilië  en  Mexicoi 
M.  Sehlumbergianus  Lem.  van  St.  Thomas,  M.  Brogniarin  Lsx. 
van  onbekenden  oorsprong,  M.  Miquelii  Lehm.  van  St.  Croix, 
M.  ccBsius  en  M,  griseus  (variëteit ƒ  Wkndl.  van  Laguayra, 
M.  hysirix  Paem.  van  onbekenden  oorsprong,  J/.  amoenu» 
HoFFOG.  van  Columbia,  M.  atrosanguineus  H.  B.  van  St.  Tho- 
mas en  M.  spatangus  H.  B.  van  Cura9ao,  dus,  behalve  van 
het  vaste  land  van  centraal  en  Zuid-Amerika,  van  St.  Croix, 
St.  Thomas  en  eene,  waarover  nader,  van  Curafao. 

De  beide  eerstgenoemden  schynen,  niett^enstaande  het 
ver  verwgderd  vaderland,  nauw  verwant  te  zgn;  de  anderen 
staan  eenigermate  op  zich  zelf.  De  beide  laatstgenoemden, 
en  vooral  de  allerlaatste,  vertoonen  verwantschap  met  hoo- 
gere vormen  uit  de  meerdoornige  groep  :  Jf .  Salmianus  L.0. 
en  M.  pyramidalis  S.D.,  geigk  reeds  door  MiqusL  is  opge- 
merktf  en  moeten  dus  naar  de  buurt  van  deze  worden  o^^ 


(429  ) 

schoyen.  Bloemen  zgn  slechts  b^  twee,  Tan  het  vaste  land 
Tan  Zuid- Amerika,  waargenomen:  b^  Af.  co^Atua  Wendl  ,  van 
Venezuela,  van  middelmatige  grootte  (P/s  cm,  middellgn)  met 
7  geelachtige  stempelstralen,  en  bg  M.  amoenua  Hoffg.  van 
Columbia,  zeer  groot  (2^/^  cm.  middellijn),  de  grootste  tot 
dusver  bekende. 

Bg  de  vijf  eersten  zgn  de  randdorens  klein  (lV2of2\^2cm.) 
en  de  centraaldoren  weinig  daarvan  verschillend,  terwylhet 
getal  der  randdorens  8  (bg  Af.  ferox  Pfbiff.  6 — 8)  bedraagt. 
By  M,  amoenua  Hoffoo.  is  de  centraaldoren  2^2  cm.  en  zgn 
de  randdorens  Vj^  cm.  lang,  bg  M.  atrosanguineua  H.  B.  zgn 
10  randdorens;  en  M,  spatangm  H,  B.  heeft  er  12 — 13,  die 
bovendien  naar  weerskanten  evenwgdig  loopen,  terwgl  de  cen- 
traaldoren 4—5  cm.  lang  is.  Deze  komt  dus  geheel  uit  en 
boven  de  Ign,  in  de  buurt  van  3/.  pyramidalia  S.  D.,  en  van 
de  door  mg  op  Bonaire  verzamelde  en  beschreven  M.  spatan^ 
ginuSf  waarmede  zg  wellicht  later,  als  eendoomige  vorm,  on- 
middellgk  zal  moeten  worden  verbonden. 

Den  h oogsten  tak  vormen  dan  eindelgk  de  soorten  met 
twee  of  meer  centraaldorens,  krachtiger  dan  de  randdorens. 
Hier  ontmoeten  wg  de  grootste  verscheidenheid,  en  de 
hoogste  vormen.  De  tak  splitst  zich  als  het  ware  in  meer- 
dere zgtakken,  die,  zelve  weder  vertakt,  door  menigvuldig- 
heid en  grootte,  al  het  vorige  breed  overschaduwen. 

De  eenvoudigste  vormen  zijn  hier:  A/.  curvispinus  U.  B,, 
van  Mexico,  M,  obtusipetalus  Lem.,  van  Santa  Fé  de  Bogota, 
AI.  paroiapinua  Su&.  van  Bonaire  en  M.  Koolwijkianua  Sü&. 
van  Aruba,  bg  welke  alle  de  (l-)2  of  2 — 3  middeldorens 
weinig  grooter  zgn  dan  de  randdorens,  en  de  lengte  ven 
deze  niet  meer  bedraagt  dan  2^2  cm.  *).  M,  obtuaipetalua  Lem. 
bezit  eene  groote  bloem,  bijna  zoo  groot  als  M,  amoenua 
HoFFOG»,  en  M.  Koolwijkianua  Sub.  eene  vrg  groote  (l^a  cm. 
in  diameter) ;  overigens  verschillen  zg  in  meerdere  opzichten. 


•)  Dezer  dagen  ontving  ik  een  nog  eenvoudiger  vorm,  afkomstig  van 
Venezuela,  en  die  eene  bijna  onmiddellijke  aansluiting  levert  met  de  een- 
doomige groep.  De  beschrijving  van  deze  soort  zal  als  supplement  aaa 
dit  stiÜL  worden  toegevoegd. 
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Buiten  deze  aanrang vormen  behoort  du  verder  geeae  soort 
van  deze  hoogste  groep  stellig  aan  het  vaste  land.  Van 
jV.  Mantnlleanus  Miq.  wordt  het  door  Miqüel  verondersteld, 
maar  zonder  opgaaf  van  redenen ;  van  M.  Besleri  Miq.  (non 
L.  O.)  is  het  vaderland  eveneens  onbekend;  al  de  anderen^ 
vraarvan  het  vaderland  bekend  is,  zijn  afkomstig  van  St. 
Domingo,  St.  Thomas,  en  van  Cura^ao,  Bonaire  en  Aruba ;  aan 
vrelke  drie  laatste  eilanden,  speciaal  Aruba,  voor  het  oogen- 
blik  het  leeuwendeel  toekomt. 

Aruba  op  dezen  grond  als  het  plantengeographisch  mid- 
delpunt van  het  geslacht  te  beschouwen,  is  misschien  wat 
veel  gewaagd,  omdat  bizondere  omstandigheden  er  toe  heb- 
ben medegewerkt,  om  vandaar  het  ruimste  materiaal  te  ver- 
krijgen. Behoudens  enkele  soorten,  speciaal  aan  de  noord - 
kust  van  Zuid-Amerika,  door  botanisten  verzameld,  berustte 
vroeger  de  kennis  der  Melocacti  op  zonder  wetenschappelgke 
kennis  verzameld  en  naar  de  Europeesche  tuinen  gezonden 
materiaal.  Ook  werd  wel,  in  den  t^d,  toen  de  liefhebber^ 
voor  Cacteeen  heerschte,  veel  gezonden,  maar  niet  alles  werd 
wetenschappelijk  bewerkt.  Daargelaten  nog  onderscheidene 
twgfelachtige  soorten,  die  al  te  onvolledig  zijn  beschreven 
om  ze  behoorlijk  te  kunnen  identificeereu,  en  andere,  die, 
zonder  grondig  onderzoek,  hetzij  by  M,  communis  DG.  werden 
gevoegd,  of  voor  M.  pyramidalis  S.D.  of  een  der  andere  eerst  be- 
schreven soorten  werden  gehouden,  werden  vele,  gelgk  Fösstkk 
aan  het  einde  van  zyne  behandeling  van  het  geslacht  (1.  c 
p.  279)  mededeelt,  in  het  geheel  niet  gedetermineerd.  Het 
spoedig  afsterven  van  de  ingevoerde  exemplaren  in  onze  kas- 
sen, het  zeer  langzaam  ontwikkelen  van  de  zaailingen,  waar- 
van wel  vele  werden  verkregen,  maar  waarvan,  zoover  be- 
kend, geene  tot  voUedigen  wasdom  zyn  gekomen,  deden  de  lief- 
hebbery  voor  deze  planten  allengs  verminderen  ;  en  het  gemis 
van  vergelijkingsmateriaal,  bij  de  vaak  onvolledige  beschry- 
vingen,  maakte  de  indentificatie  der  soorten  hoogst  moeilyk. 

Indien  nu  ook  de  andere  eilanden,  in  het  bizonder  St.  Tho- 
mas, hetgeen  reeils  belangrijke  en  vrij  uiteenloopende  vormen 
heeft  opgeleverd,  meer  opzettelijk  werden  onderzocht,  zou- 
den daar  ongetwyfeld  ook  wel  meer  soorten  worden  aange- 
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troffeD,  dan  men  daarvan  tot  dusverre  kent ;  ten  slotte  zou 
men  wellicht  tot  de  uitkomst  geraken  om  de  bakermat  van 
het  geslacht  te  zoeken  op  een  thans  verdronken  land  ergens 
tusschen  onze  eilanden  onder  den  wind  en  8t.  Thomas  in. 

In  elk  geval  maakt  Araba  den  indruk  van  niet  ver  daar- 
van verwijderd  te  zijn  geweest,  misschien  een  deel  daarvan 
te  hebben  uitgemaakt.  Het  is  niet  alleen  de  rgkdom  der 
Tormen,  welke  dien  indruk  geeft,  maar  ook  iels  eigenaardigs 
in  het  karakter,  iets  wilds  en  oorspronkel^ks,  zelfs  tegen- 
over de  vormen  van  Bonaire  en  Gura9ao. 

Naar    de    buitenzijde    van   het    gebied  worden  de  soorten 
eenvoudiger    van   bouw,    en  minder  talrijk;  de  eenvoudigste 
heelt    men,    gelijk    w^    zagen,    aan    de  kuststreken  van  het 
vasteland,   deels  van  Mexico,  deels  van  Zuid-Amerika,  waar 
zg    soms    nog   hoog   op    de  bergen  den  zeewind  zoeken,  en 
verder  komt  dit  hoogst  eigenaardig  plantengeslacht  niet  voor. 
Om    nu   terug    te  keeren  tot  de  straks  genoemde  vormen 
van    den    hoogsten    tak,    zoo   heb    ik  voor  M.  obtimpetalus 
Lem.    geene    aansluiting  aan  hoogere  te  vermelden.    Eigen- 
aardig is    bg  deze  soort  het  grooter  zijn  van  den  hoogsten 
centraaldoren,    terwgl    de    lagere    kleiner    is   en   soms  ont- 
breekt, juist  omgekeerd  als  gewoonlgk.  Diezelfde  omgekeerde 
verhouding    wordt    by    M.    dichroacanthus  Miq.    voor  al  de 
dorens  gezamenl^k  opgegeven;  en  de  abnormale  verhouding 
der  centraaldorens,  die  Miquel  bg  Af.  Zuccharinti  Miq.  be- 
schrgft,  komt  ook  eenigzins  in  deze  richting.  Maar  dit  is  ook 
alles.    In  't  algemeen  verschillen  deze  soorten  zoo  zeer  van 
elkander  en  van  M.  ohtusipetalua  Leh.,  dat  aan  eene  aanslui- 
ting niet  te  denken  valt.    De  zeer  groote  bloem,  opgegeven 
als  tweemaal  grooter   dan  M,    communis   DG.,  dus  minstens 
2  cm.    in  omvang,  herinnert   aan  M,  amoenua  Hofpog.  met 
hoogstens    één  (soms  geen)  centraaldoren,  eveneens  van  Go- 
iumbia,    zoodat    zg    in  elk  geval  in  de  nabijheid  van  dezen 
lageren  vorm  moet  worden  geplaatst. 

M.  curvispinua  H.  B.  van  Mexico,  is  reeds  door  MiquBL 
geplaatst  by  M.  Monvilleanua  Miq.  en  van  Jf.  Besleri  (Miq. 
non  L  O.)  en  daarb^  komen  de  Arubaansche  M.  arcuatus 
(=  Monvilleanua  van  mijne  eerste  Igst)  en  de  nieuwe  M.  un- 
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rinatus.  De  bloemen  zijn  van  geen  van  deze  bekend ;  wel  de 
zeer  kolossale,  tegelijk  lange  en  dikke  bessen  van  M.  arcua- 
tuêj  welke  ook  voorkomen  bij  M,  rectiuseulus  Sub.  I.  c,  eene 
met  kleinere  minder  kromme  dorens,  maar  die  over^os  in 
het  algemeen  karakter  verwantschap  met  de  vorige  verraadt. 
Eene  nieuwe,  bg  deze  gelegenheid  als  Af.  Baarsiannê  te 
Termelden  en  te  beschrflyen,  vertoont  zeer  groote  overeen- 
komst  met  de  beschrgving  en  afbeelding  van  het  fragment 
van  M,  MonvilleanuB  Miq.  Zg  bezit  ook  het  grooter  aantal 
doornvelden  en  het  lichtgekleurde  cephalium.  Vorm  der  rib- 
ben, aantal  en  leng^  der  dorens,  en  de  geaardheid  der  doorn- 
velden  verschillen  echter,  zoodat  eene  identificatie,  ook  hier, 
gewaagd  zon  zijn.  De  dunne  naaldvorm  der  dorens  en  hunne 
lengte  en  kleur,  benevens  het  cephalium  vertoonen  eene  toe- 
nadering tot  de  eveneens  bg  de  vorige  gelegenheid  beschre- 
vene M,  8  tramineuê  en  M.  triehacanthus.  De  bessen  zgn  hier 
ook  lang,  maar  dun,  even  als  in  het  evenwgdig  takje  van 
M,  approximatm  Scr.  en  M.  Evertzianus  Sur.  De  bloemen 
van  3/.  atramineiu^  die  echter  niet  goed  zijn  opengekomen, 
hebben  middelbare  grootte. 

M.  parvUpinuB  Sur.  van  Bonaire  voegt  zich,  als  hoogst  een- 
voudige vorm,  bij  den  zelf  weer  vertakten,  schoonen  tak,  waar- 
langs M.  patena  Sur.  van  Bonaire,  Lehmanni  Miq.  van  Bonaire 
en  Cura9ao,  M.  maeracanthus  S.  D.  van  Cura9ao,  Bonaire  en 
St.  Domingo,  Af.  cornutug  Sur.  van  Curafao,  M^  Salmianus 
L.  O.  van  Cura9ao,  M.  pusülus  Sur.  van  Cura9ao,  Jf.  m- 
termadius  Sur.  van  Cura9ao,  M.  pyramidalU  S.  D.  yan  Cu- 
rafao  en  St.  Thomas,  M.  mierocephalus  Miq.  van  Cora^ao, 
M,  spatanginuê  Sur.  van  Bonaire  en  Cura9ao,  M.  maeracan' 
thoides  Miq.  van  St.  Thomas,  M.  xanthacanthus  Aliq.  van 
St.  Thomas,  M,  Zuccharinü  Miq.  van  Cura9ao  en  een  vgftal 
nieuwe  Arubaansche  vormen  moeten  worden  gerangschikt. 

l)e  dorengroepen  bereiken  in  dezen  tak  hare  hoogste  ont- 
wikkeling. De  centrale  dorens,  van  2  tot  4,  zelden  6  in  aan- 
tal, worden  forsch  en  lang,  tot  6  cm.  toe;  deranddorens,  in 
de  eenvoudiger  vormen  regelmatig  stralend,  worden  ook  tal- 
rgker,  en  de  zgdelingsche  daarvan  breiden  zich  horizontaal, 
evenwgdig  aan  elkander  uit,  en  bedekken  eindelgk  den  stam 
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met  een  dicht  vlechtwerk.  Wij  hebben  reeds  opgemerkt,  hoe 
de  ééndoornige  M.  spatangus  zich  hierbij  aansluit,  en  daar- 
om op  eene  plaats  onmiddellgk  naast  of  wellicht  zelfs  in 
de  groep  zelve  aanspraak  maakt. 

De  bloemen,  zoover  bekend,  zyn  klein,  omstreeks  Vg  cm. 
in  diameter  en  de  bessen  van  middelbaren  yorm  en  grootte ; 
voorts  de  cephaliën  niet  bizonder  borstelig. 

Eigenaardig  zün  Af.  Lehmanni  Miq.  met  zijne  lichtgroene 
kleur,  donkere  dorenvelden  en  effen,  zeer  fijnborstelig  cepha- 
lium,  en  M.  macracanthus  S.  D.  met  zgn,  in  verhouding 
tot  de  lengte  bizonder  dikke  centraaldorens  en  groote,  blijvend 
viltige  doomvelden,  in  welk  laatste  opzicht  de  nieuwe  Aru- 
baansche  soorten  M.  fiammem^  M.  pulvinosus  en  M  armatus 
zich  aansluiten.  Op  de  afwgkende  \erhouding  der  dorens  bg 
Af.  Zuccharinü  MiQ.  is  reeds  gewezen.  M.  microcephalusilvi. 
draagt  zijn  naam  naar  het  bizonder  kleine  cephalium ;  maar 
uit  de  afbeelding  is  duidelgk,  dat  het  cephalium  bg  de  be- 
schreven voorwerpen  nog  jong  was  en  zgne  volle  breedte 
nog  niet  had  bereikt,  terwijl  de  >doomachtige  roode  bor- 
stels*'  mg  voorkomen  nog  tot  de  omringende  doorngroepen 

te  behooren. 

Van  M.  Koolwijkianus  Sua.  opperde  ik  het  vermoeden, 
dat  zg  wellicht  als  aanvangsvorm  in  eene  reeks  van  M. 
rubellus  Sue.  zou  tehuis  behooren.pinderdaad  heb  ik  nader- 
hand soorten  ontvangen,  die  de  groote  ruimte  tusschen  deze 

beide  aanvullen. 

M.  Koolwijkianus  heeft  een  betrekkelgk  kleinen  meest 
regelmatig  eivormigen  stengel,  recht  opgaande  ribben,  en 
doorngroepen  met  kleine  (2 Va  cm.)  regelmatig  stralende 
randdorens  en  2—3  weinig  daarvan  verschillende  centraal- 
dorens, alle  recht  of  bgna  recht,  bgna  rolrond  en  licht  rood- 
achtig gekleurd  met  lichtbruinroode  wortels  op  kleine,  wei- 
nig viltige  dorenvelden.  Het  cephalium  heeft  donkerbruine, 
kromme,  vrg  sterke  borstels.  De  bloem  is  vrij  groot,  fraai 
roserood,  of  iets  meer  purper  en  de  bessen,  omgekeerd  eivor- 
mig, eenigzins  dik,  van  middelgrootte;  eene  enkele  maal 
werd    een    afwgkend  zeer  groote,  en  eenige  malen  een  zeer 

kleine,  blgkbaar  onvolledig  ontwikkelde  bes  ingezameld.  Bij 

28* 
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eene  variëteit:  adustus^  zoogenoemd  wegens  de  nog  lichtere 
dorens  en  donkerder  als  het  ware  verkoolde  pantjes,  z^n 
de  dorens  bovendien  iets  meer  achterwaarts  naar  den  stengel 
gebogen.  Bij  dezen  vorm  zijn  de  middeldorens  ten  getale 
von  2 — 3,  3 — 4  en  van  4 — 6  gevonden. 

Van  dezen  rustigen  vorm  uit  divergeeren  soorten  in  ver- 
schillende richting: 

1^^  M.  Toseas  en  M.  argenteuê,  waar  de  centraaldorens  lan- 
ger zijn,  de  doom  velden  grooter  en  viltiger,  de  bloemen 
ongeveer  gelgk,  maar  de  bessen  alle  smaller.  Bg  de  tweede 
geno«^mde  hebben  de  randdorens  bovendien  eenige  neiging  om 
naar  beneden  af  te  buigen. 

2^.  M,  jiexiis  en  verwante,  alle  met  een  kleinen  meer 
kegelvormigen  stengel,  min  of  meer  spiralige  samengedrakte 
ribben  en  hetzy  rechte  maar  evenwgdig  gerichte,  of  eenig- 
zins  opgebogen  zij-randdorens.  Naar  den  aard  der  dorens  en 
der  dorenvelden,  benevens  naar  dien  der  bessen,  zgn  ver- 
schillende zijtakken  te  onderscheiden,  gel^k  uit  de  beschrg- 
ving  blykt.  Mochten  in  een  volgend  jaar  nog  bloemen  te 
voorschijn  komen,  dan  zullen  deze  waarschgnlyk  een  nader 
inzicht  in  de  verwantschap  verleenen. 

Op  deze  vormen  volgt  M.  ferus  (=  Jf  .  ferox  Suk.  van  de 
vorige  lyst  —  waarvan  de  naam  veranderd  moest  worden 
omdat  hij  reeds  door  Pfeipfer  voor  eene  andere  soort  is  ge- 
bruikt —  met  bleek  groenen  stengel  en  zeer  lange  dorens,  de 
zijdelingsche  op  verschillende  wijze  gebogen,  en  dan  de  reeds 
vroeger  beschreven  M.  rubeüiu  Sur.  en  M.  (rubeUus)  hexa- 
canthus  Sur.  Aan  denzelfden  tak  sluiten  zich  nog  alseenig- 
zins  afwijkende  vormen  aan :  M.  capiUaris  en  M.  compadm^ 
de  laatste  hoogst  eigenaardig  door  z^ne  op  het  smalle  veld 
als  opgedrongene,  opstaande  en  verschillend  gekromde  dorens. 

30.  3i.  steflatus  en  verwanten,  in  't  algemeen  eivormig, 
iets  grooter  dan  M,  Koolwijkianua  Sür.,  eveneens  met  rechte 
ribben,  maar  deze  veelal  breed  en  met  betrekkeLgk  vlakke  zg- 
den ;  de  dorenvelden  niet  groot  en  niet  sterk  viltig ;  de  dorens 
langer  dan  de  genoemde  soort,  maar  niet  dikker,  zoodat  zg 
een  slanker  voorkomen  hebben;  de  randdorens  regelmatig 
stralend  en  de  middeldorens  niet  veel  van  deze  verschillend; 
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bg  de  meeste  korte,  zuiver  kegelvormige  bessen.  Afwijkend, 
trouwens  ook  in  ander  opzicht,  zijn  een  paar  vormen  met 
zeer  groote  langwerpig  ei-kegelvormige  bessen,  en  eenige 
met  eenigzins  horizontaal-evenwijdige  en  andere,  met  flauw 
naar  beneden  gebogen  zijranddorens.  Onder  deze  is  een  vorm, 
misschien  als  variëteit  te  beschouwen,  met,  in  jongen  toestand^ 
byna  witte  dorens,  terw^l  zij  anders  min  of  meer  rood,  of,  door 
ouderdom,  licht  vuilbruin  zijn.  Bloemen,  voor  zoover  waar- 
genomen, zgn  middelgroot,  wat  kleiner  dan  bij  M.  Koolwij^ 
kianus  SuB«  en  tevens,  zoowel  van  deze  als  onderling,  eenig- 
zins yerschillende  in  den  vorm  der  bloembladen.  Dit  verschil 
in  de  bloemen  en  bessen  heeft  mg  genoopt,  meer  vormen 
afeonderlgk  te  houden,  dan  mij  aanvankel^k,  op  grond  van 
de  vegetatieve  organen  alleen,  noodig  was  geschenen.  Het 
geheel  is  eene  eenigzins  eentoonige  groep  met  minutieuze 
▼erschillen. 

4^.  Naast  en  gedeeltelyk  boven  haar  komt  M,  radiatus, 
met  meer  conischen  vorm,  samengedrukte  ribben,  meer  viltige 
doomvelden  en  langer)  ook  meer  ongelijke  dorens,  en  hierbij 
M.  cUbispinus  met  ivoorwitte,  M.  ebumeus  met  daarbij  boogs- 
w^s  nedergebogen,  en  eindel^k  Af,  subulatiis  met  niet  zeer 
lange,  maar  buitengewoon  breede,  platte,  priemvormige  dorens. 
Bg  deze  laatste,  hoogst  eigenaardige  soort,  waarbij  een  hoog 
langwerpige  vorm  voorkomt,  stggt  het  getal  middendorens 
tot  het  hoogst  waargenomen  getal,  nl.  tot  acht.  Wij  heb- 
ben hier  te  doen  met  een  zgtak,  die  eenigszins  in  de  rich- 
ting naar  de  curvispini  wgst.  Bloemen  heb  ik  nog  niet  ge- 
zien. De  bessen  zgn  bg  de  eerstgenoemde  soort  kegelvormig, 
bg  de  volgende  zeer  dik  kegel-  en  kegel-eivormig. 

Uit  dit  overzicht  blgkt,  dat  de  Melocacti  van  Aruba,  bg 
eene  groote  verscheidenheid  onderling,  slechts  in  een  enkele 
richting,  en  wel  door  middel  van  hunne  hoogste  vormen,  aan- 
sluiting maken  met  die  van  Gura9ao  en  de  andere  eilanden. 
Behalve  de  reeds  genoemde,  welke  zich  bg  M.  macracan- 
thus  S.  D.  aansluiten,  zgn  het  de  thans  nieuw  beschrevene 
M,  tfigonua  en  M.  ovatus,  welke,  de  eene  het  naast  met 
M.  potene  Siol.,  de  andere  het  naast  met  M.  pyramidalü 
S.  D,  overeenstemmen. 


(436  ) 

Voorts  zal  uit  deze  beschouwingen  gebleken  zgn,  dat  eene 
voortgezette  studie  der  Mdoeacti  er  toe  leidt,  eene  grootere 
verscheidenheid  van  vormen  daarvan  te  leeren  kennen,  maar 
tevens  een  zekeren  samenhang  tusschen  die  vormen  op  te 
sporen,  die,  ook  in  verband  met  de  geografische  verspreiding, 
op  ontwikkeling  en  genetischen  samenhang  wijst.  Tevens 
echter  blgkt  er  uit,  dat  onze  kennis  nog  onvolledig  ia,  en 
dat  de  verschillende  vraagstukken,  die  zich  voordoen,  eerst 
van  lieverlede,  en  b^  benadering,  zullen  kunnen  worden  op- 
gelost«  Ik  hoop  in  de  gelegenheid  te  zullen  zgn,  dit  onder- 
werp te  vervolgen,  en,  terwijl  ik  voortga  met  het  materiaal 
voor  eene  iconografie  in  gereedheid  te  brengen,  voeg  ik  hier 
nu  aan  toe  de  beschrgving  der  nieuwe  Melocacd  en  enkele 
aanvullingen  betreffende  de  reeds  vroeger  beschrevene  soorten. 


VERKLARING  DER  KUNSTWOORDEN  OP  DE  PLAAT. 

Acentri:  soorten  zonder  middeldoreus. 

Monocentri:  soorten  met  één  middeldoren,  die  langer  (in 
een  enkel  geval  even  lang  maar  dikker)  is  dan  de  langste 
randdoren. 

Uvrocentri:  sooiten  met  één  of  meer  middeldorens,  die 
echter,  of  waaraan  de  grootste,  kleiner  is  dan  de  grootste 
randdoren. 

PUiocentri:  soorten  met  twee  of  meer  middeldorens,  die, 
of  waarvan  de  grootste,  langer  en  doorgaans  ook  dikker 
zyn  dan  de  grootste  randdoren. 

RacUantes:  soorten,  onder  laatstgenoemde,  waarvan  de 
randdorens  gelgkmatig  of  bgna  gelgkmatig  straalswgs  uitge- 
spreid zgn. 

FUn:  soorten  met  weinig  verschillende  dorens  en  min  of 
meer  tot  den  evenwgdigen  stand  naderende,  en  hetzg  rechte, 
of  een  weinig  opgebogene  zgdelingsche  randdorens. 

InUrUxti:  soorten  met  sterk  verschillende  dorens  en  even- 
wgdig  loopende  zgdelingsche  randdorens,  die,  bg  de  sterkste 
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ontwikkeling  in  deze  richting,  een  vlechtwerk  om  den  stengel 
vormen. 

De  drie  laatstgenoemde  dorentoestanden  gaan  geleidel^'k 
in  elkander  over;  het  niet  scherpe  der  grens  is  door  het 
geschaduwde  der  Ijn  uitgedrukt.  De  fiexi  z^n  in  het  midden 
geplaatst,  omdat  z^  zich  deels  bg  de  radianiea,  deels  bij  de 
intertexti  aansluiten.  Een  nieuw  grenslijntje  is  tusschen  de 
laatste  en  M.  compactua,  met  zgne  eigenaardig  opstaande 
randdorens,  getrokken. 


MELOCACTI  NOVI  EX  INSULA  ARUBA, 

ADJEGTIS 

süpplementls  ad  specierum  jam  ante  desckiptarum 

(;haracieres. 

AÜCTOEX 

W.  F.  B.  SUBINOAB. 


M.  Koolwij kiartus  Si'R.  ( Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Kon.  Akademie  van  Wetenschappen^  Af  deeling  Natuurkande, 
Ser.  in.  Vol.  II.  p.   183  sqq.) 

Ad  hujus  spedei  descriptionem  addendum: 

Flos  laete  coccineus  maior  (limbo  bene  aperio  1 V2  cm.  lato) 
1 — \^!^  cm.  e  cephalio  exsertus,  petalis  linearibus  obtosis 
integerrimis,    stigmate  fancem  attingenie  5~6-radiato  albo. 

Bacca  obovato-conica  mediocria  (3  cm.  longa.  1 — lY4cm. 
crassa). 

Caulis  parvus  (10 — 14  cm.  altus,  1272—15  cm,  crassus) 
costis  verticalibus  vel  subyerticalibus ;  spinae  marginales  rec- 
tae  vel  plus  minus  yersus  caulem  recurvatae  10 — 12. 

▼ar. :  adusius^ 

spinis  pallidioribus  imis  apicibus  obscurioribus,   marginalibus 
saepius  et  magis  yersus  caulem  recurvatis. 

Praeier   formam    typicam  2 — 8-«p»nam;  spinü  centralibus 

2—3. 

forma  4'Spina, 

êpiniê  centralibus  (3 — )4,  274—8  cm.  longis. 
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forma  plurispina^ 

spinis  centralibus  4-  6,  quarta  superiore  spinul  is  1 — 3  parvis 
coUateralibus  vicariata,  inferiore  ad  3  cm.  longa,  areolis  ali- 
quanto  maioribus. 

In  hac  forma  stigma  8-radiatum  observatum  est. 

Formae  divergentes :  caulüj  junior  placentiformis,  adultus 
ovoideus,  passim  aliquanto  subconicus  vel  depressoglobosus; 

costae  in  nonnuUis  paullulum  obliquae,  earum  numerus 
passim  usque  ad  15  auctus, 

spinae  in  speciminibus  vetustioribus  quae  ad  hanc  speciem 
pertinere  videntur,  decoloratae,  sordide  fusco-flavescentes,  ra- 
dicibus  obscurius  fuscis  griseo-vaginatis  et  albo-marginatis, 
apicibus  tantum  bic  inde  rubellis,  tomento  in  areolis  par* 
cissimo  fusco; 

baccac  juxta  normales  in  eodem  specimine  visae  sunt:  una 
praemagna  (4^4  cm.  longa),  tres  breves  oblongae  (2  cm.  Ion- 
gae,  1  cm.  crassae)  probabiliter  non  bene  evolutae.  Prae- 
terea  hac  aestate  in  caldario  evoluti  flores  baccas  produxerunt 
complures,  aliquanto  quam  typicas   minores  vel  angustiores. 

M.  roseus. 

Spinae  non  valde  diversae,  aciculares  roseae  plus  minusve 
pruinosae;  marginales  2^/^ — 3  cm.  longae,  centralis  inferior 
3 — 3^2  ^^'  attingens;  areolae  magnae  tomentosae;  baccae 
anguste  oblongo-conicae  (2Y3 — 4  cm.  longae,  ^/^ — 1  cm. 
crassae).  Cetera  fere  ut  in  M,  Koolwijkiano  Sur.  (1.  c.) 

M.  argenteus. 

Spinae  albicantes,  marginales  aliquanto  versus  caulis  basin 
recurvatae;  costae  14 — 15.  Cetera  ut  in  praecedente. 

ejusdem  var.:  tenuispina, 

spinis  tenuibus,  marginalium  numero  ad  12  — 13  aucto. 

In  utroque  M.  roseo  et  M.  argenteoj  formae  2'spina  et 
3 — 4'Spina  (spinis  centralibus  2  et  3 — 4)  observatae  sunt. 

Flos,  in  M.  argenteo  visus,  cum  illo  M.  koolwijkiani  convenit. 
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Jf.  obUquus, 

Catdiê  parms  oblongo-  vel  depresso-ovoideo  conicus,  con- 
tortuB,  coeruleo-viridiB. 

Coêtae  1 1  obliquae  valde  compressae,  circa  areolas  inflatae. 

Areolae  non  valde  numerosae  (6  — 8)approximata6  orbicn- 
laris  magnae  tomentosae. 

Spinae  médiocres  non  multum  diversae,  c  radice  rubra 
cameae,  apice  obscuriores,  obtusangalo-snbteretes ; 

marginaUi  11  subrectae  (vel  aliqoanto  versos  caulem  de- 
vel  sorsam  incorvatae)  patentissimaef  laterales  aliqnanto  pa- 
rallelae  costam  vicinam  non  attingentes,  2^/^  cm.  longae; 

centrales  2( — 3)  subrectae,  inferior  3  cm.  longa. 

Cephalium  adhuc  minimum. 

Floê  non  visus. 

Baeearum  cbaracter  nondum  certo  constitui  po  tuit. 

ejusdem  forma  4*«ptna, 

Spiniê  centralibui  3 — 5,  ad  4^/4  cm.  longis, 
marginalibuê  ad  4  cm.  longis. 

M*  limiet 

Cauliê  parvus  ovatus  contortus  coeruleo-viridis  11  cm. 
altus,  14  cm.  crassus. 

Costae  12  obliquae  valde  compressae  circa  areolas  crasse 
inflatae,  lateribos  profiinde  impressis,  sulcis  sinuosis,  dorso 
plicato  nasuto. 

Areolae  6 — 7  subdistantes,  parvae  soborbiculares  parce 
tomentosae,  angoste  circumvallatae. 

Spinae  médiocres  subaequales,  e  radice  rubella  cameae 
versus  apicem  obscurius  rubrae; 

marginalee  10  — 11  patentissimae,  laterales  3 — 4  utrinque 
sobparallelae,  aliqoanto  sorsum  incorvatae  costam  vicinam 
attingentes  eiqoe  adpressae,  inferiores  3  radiantes  subrectae 
lateralibus  aequales  2^2  cm.  longae; 

centrales  (2 — )3,  subteretes,  inferior  cum  superioribos  fere 
aequilongis  (2^/4  cm.)  leviter  sursom  cnrvata  vel  recta. 
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Cephalium  (adhuc  minimum)  setis  rubris  circumdatnm. 
Floë  non  visus. 

Baceae  médiocres  anguste  obovatae-obconicae  coccineae 
(circa  3  cm.  longae,  ^/^  cm.  crassae). 

M.  Jlexus. 

Caulis  parvus  conico-ovoideus  contortus  coeruleo-viridis. 

Costae  11  obliquae  compressae,  circa  areolas  inflatae. 

Areolae  non  yalde  mumerosae  (6 — 7)  approximatae  parvae 
yel  médiocres,  parce  tomeutosae. 

Spinae  non  valde  diversae  lineari-teretes  vel  obtnsangulae 
et  aliqaanto  a  latere  compressae,  e  radice  fusca  rubellae; 

marginales  9— -10,  patehtissimae  subrectae,  laterales  ali- 
quanto  parallelae  2^\^  cm.  longae; 

cenirdUs  2( — 3)  inferior  plerumque  recta  3  cm.  longa. 

Ceplialium  disciforme,  setis  rubris  curvatis  versus  centrum 
rarioribus  munitum. 

Flo8  non  visus. 

Baceae  médiocres  et  majusculae  {S^fi^/^  cent  longae,  1 
cm.  crassae)  conico-obovatae.  In  eodem  specimine  una  bacca 
augusta;  alterum  specimen  duas  baccas  parvas,  unam  coni- 
cam,  alteram  oblongam  probabiliter  non  ad  formam  norma- 
lem  evolutas  produxit. 

A  praecedente  praesertim  baccis,  ad  M.  stellati  typum 
accedentibus,  a  M.  obliquo  areolis  minoribus,  minus  tomen- 
tosis  distinguitur. 

M*  incurvus, 

A  praecedente  differt  apinia  marginalibus  longioribus  (3  cm.) 
sursum  incurvatis  et  baccis  minoribus,  aliquanto  crasso-obo- 
voideo-conicis  (2^/3  cm.  circa  longis,  1 — 1^/4  cm.  crassis). 

Ejusdem  var.?  M,  nanuBi 

Caule   minimo,    conico    10    cm.   alto,  10^2  cm.  lato,  spinis 
crassiusculis,  marginalibus  8,  centralibus  1 — 2. 

Postquam  per  biennium  in  caldario  asservatnm  fuit,  ini- 
tium  cephalii  bac  aestate  formare  incepit. 
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M,  capiUarts, 

Distingoitur  spinis  tenuibos  elongatis  varie  flexuosis,  mar- 
ginalibus  lateralibus  supra  costam  vicinam  extensis;  etbaccts 
angustis  elongato-obconicis  (2V4 — S^/j  cm.  longis,  ^/^  cm. 
crassis). 

Visae  sant  formae: 

unispinaj  spina  central!  1( — 2)  infenore  vel  solitaria  3^2 — 
4^2  cm.  longa,  marginalibus  7 — 9. 

btspinaj  spinis  centralibus  2 — 3,  inferiore  3  cm.  longa, 
marginalibus  10 — 11. 

M.    extensus, 

Caulis  parvus  ovoideo-conicus  pallide  coeruleo-yiridis  (10^ — 
12  cm.  altus,  basi  11 — 12  cm.  crassus). 

Costae  12 — 14  subverticales  vel  obliqaae  valde  compres- 
sae,  circa  areolas  inflatae,  sulcis  profundis  angustis  sinoatis. 

Areolae  non  valde  numerosae  (6—7)  parvae  vel  médiocres 
subrotundae  et  oblongae,  tomento  griseo-rubello  praeditae. 

Spinae  non  multum  diversae  tenues  aciculares,  strictae 
vel  plus  minus  flexae,  e  radice  fusca,  anguste  albo-marginata, 
cameae  et  pallide  fuscae,  saepe  maculatae; 

marginaUê  10 — 11  patentissimae,  laterales  aliquanto  pa- 
rallelae  et  costam  proximam  petentes,  subinde  attingentes, 

centrales  2 — 3(4)  rectae  vel  aliquanto  sursum  incurvatae, 
inferior  maior  subinde  aliquanto  decurvata,  teretes  vix  obtus- 
angulae,  passim  a  latere  subcompressae. 

Cephalium  adhuc  parvum  disciforme  setis  rubris  curvatis 
obsitnm. 

FI08  non  visus. 

Bacca  crassa  breviuscula  obovata  vel  obconica  (2^/4— 
3^4  cm.  longa,  IV4 — 1^/^  cm.  crassa)  saturate  coccinea. 

M.  rudis. 

Cauliê  parvus  conicus  pallide,  vix  coeraleo«*viridis  (13  cm. 
altus,  14  cm.  crassus). 
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Costae  10 — 13  obliquae,  valde  compressae,  circa  areolas 
valde  inflatae,  sulcis  profundis  sinuosis. 

Areolae  non  numerosae  (6 — 7)  satis  distantes,  majores, 
oblongae,  late  sed  non  alte  circumvallatae,  rubello-,  demura 
griseo-tomeniosae. 

Spinae  non  multam  diversae,  majores  et  crassiores,  evi- 
denter compressae,  subulatae,  e  radice  fusca  angustissime 
marginata  pallide  carneae  rubro-maculatae,  rectae  et  varie 
curvatae, 

marginales  plerumque  10,  inferior  longior  (ad  4  cm.)  la- 
terales  (3^/2  cm.)  cum  ceteris  radiantes  vel  plus  minus  pa- 
rallelae,  snpra  costam  proximam  extensae,  omnes  nunc  rectae, 
nunc  versus  caulem  re-  vel  leviter  sursum  incurvatae, 

centrales  2{ — 3)  inferior  recta  vel  cuoi  superiore  minore 
sursum  incurvata,  evidenter  a .  latere  compressa  obtuse  qua- 
drangula  4 — 5  cm.  longa. 

Cephalium  emortuum  in  specimine  unico  gemmis  duabis 
cephalopboris  adhuc  junioribus.  nondum  setis  propris  mu- 
nitis,  renovatum. 

FI08  et  fructus  non  visi. 

Habitus  M.  (rubellum)  ferum  (=  M.  (rubellum)  ferocem 
Sur.  1.  c.)  in  memoriam  revocat ;  species  tamen  potius  ana- 
logae  quam  cognatae, 

M.  martialis. 

Caulü  conicus  obscurius  coeruleo-viridis  16  cm,  aUus  17 
cm.  crassus. 

Costae  13  obliquae  compressae,  circa  areolas  late  infla- 
tae, inter  eas  vix  angustatae,  hinc  sulcae  subrectae,  dorso 
nasuto. 

Areolae  7  remotiusculae  majores  suborbiculares  tomentosae 
vix  impressae. 

Spinae  omnes  robustae  rigidae  rectae  e  radice  fusco-nigra 
breviter  albomarginata  pallide  rubrofuscae,  inferiores  griseo- 
lutescentes, 

marginales  10  (9  —11;  patentissimae  aciculares  rectae  aequa- 
liter  radiantes,  vel  passim  laterales  aliquanto  parallelae,  cos- 
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tam  proximam  attingentes,  saepe  ei  adpressae,  infima  ple- 
rumque  aequilonga,  (4  cm.)  V}^  cm.  crassa; 

eentraUs  3  (2—4)  subuliformes  obtusangolae  rectae  yel 
süperiores  leyissime  sursum,  inferior  deorsum  curvata,  haec 
nunc  superae,  none  a  latere  compressa,  5  cm.  longa,  2^/^ 
mm.  craaaa,  diametro  minore  2^/^  mm. 

Cephalium  disciforme,  setis  rubrofuscis  firmis  curvatis, 
excepta  parva  parte  centrali,  aequaliter  obsitum. 

Flo$  majuscnlas  pallide  roseus  ^2  ^^'  ^  cephalio  exser- 
tos,  limbo  1^4  cm.  lato,  petalis  apice  oboYatis  obtusis  in- 
aeqaaliter  denticulatis,  stigmate  6-radiato  albo. 

Baccae  elongato-conicae  coccineae,  vertice  plano  obscori- 
ores  (3^/2  cm.  longae,  1  cm.  craasae). 

M,  {rubellua)  ferua. 

Syn:  M.  (rubeUus)  ferox  Sua.  1.  c.  Nomen  mutandum  fïiit 
quia  cl.  Pfeiffer  jam  antea  Melocacti  speciam  ferocetn  vocarii. 

M.  eompaetuB. 

Cauli»  (in  specimine  adolto)  oblongus  aliqaanto  pallide 
coeruleo-viridis  (15  cm.  altus,  14  cm.  latos  s.  c.) 

Coêtae  11  subverticales  acutae  supeme  compressae,  sulcis 
sabrectis; 

Areolae  (8 — 0)  non  valde  approximatae  immersae,  circum- 
vallatae,  oblongae,  parcius  fusco-tomentosae. 

Spinae  pauUum  diversae  tenaces  varie  flexae  et  tortae, 
pleraeqne  a  latere  compressae  e  radice  gnseo-vaginata  bre- 
viter  fimbriata  cameo-mbrae  demum  foscescentes ; 

margi.taUê   (10 — )    11    erecto-patentes,  inferior  ad  3  cm. 

longa; 

centrales  2 — 3,  ad  4  cm.  longae. 

Cephalium    paryum    discforme  setis  fusco-rubris    carvatis 

obsitum. 

Floê  non  visus. 

Baecarum  character  adhuc  dubius. 

Obê,    Specimen   junius,   initium  cephalii  tarnen  possidens, 
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depresso-ovoideiis  coeruleo-viridis,  costis  magis  toruloso-in- 
fiatis,  areolis  paucioribus  (6)  characterem  spinarum  hujus 
speciei  peculiari  modo  compactarum  haud  minus  quam  adul- 
tnm  occulis  offert. 

M.  pentacanthu8. 

Caulis  parvus  ovoideo-conicus,  aliquanto  contortus(13  cm. 
altas,  13^/2  cm.  crassus)  pallide  et  laetior  viridis. 

Coëtae  11  obliqaae  compressae,  circa  areolas  valde  in* 
flatae,  sulcis  profundis  sinuatis. 

Areohe  non  numerosae  (7)  aliquanto  distantes  majores, 
brevi-oblongae,  parcius  tomentosae. 

Spinne  non  valde  diversae  e  basi  rubella,  sordidefusco*,  in 
infimis  griseo-vaginata  breviter  albo-marginata  carneae,  sub- 
teretes  obtusangulae,  aliquanto  a  latere  compressae,  pro  ma- 
jore  parte  rectae; 

marginales  11  — 12,  laterales  cum  ceteris  radiantes  Tel  plus 
minus  parallelae,  intordum  leviter  sursum  curvatae  supra 
sinum  cruciatae,  inferior  longior  (3  cm.); 

centrales  4  in  rhombum  dispositae  yel  5,  duae  superiores 
coUaterales  minores,  sive  ultima  cum  duabus  inferioribus  me- 
diana,  penultimae  coUaterales,  superior  vel  superiores  tenues 
breves  sursum  incurvatae,  laterales  et  inferiores  plerunique 
rectae,  infima    rarius  aliquanto  deorsum  recurvata,  haec  ad 

3^2  c™^    longa. 

CepliaUnm  disciforme,  setis  firmis  fusco-rubris  curvatis  satis 
dense  obsitum. 

FI08  non  visus, 

Bacca  unica  mediocris  obconica,  3^4  cm.  longa,  1,1  cm. 
crassa. 

AfSnitas  adhuc  dubia. 

itf.  {radiatue)  contortus* 

Caulie  conico-oblongus,  ad  17  cm.  altus,  12  cm.  crassus 
pallide  coeruleo-viridis. 

Coetae  12—14  obliquae  valde  compressae,  circa  areolas 
inflatae,  dorso  inter  eas  acuto. 
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Areolae  8  médiocres  aliquanto  oblongae  angoste  circam- 
▼allatae. 

Spinae  evidenter  diversae,  e  radicibus  cameis  rix  margi- 
natis  roseae  et  pruinosae,  aciculares  a  latere  compressae; 

marginales  (10 — 11)  pateatissimae,  laterales  aliquanto  pa- 
raüelae  rectae  et  varie  flexae  costae  proximae  adpressae, 
SVs  cm.  longae ; 

rentraUê  2,  inferior  recta  vel  cum  superiore  minere  sar- 
sum  incar?ata,  4Vj — 5  cm.  longa. 

Cephalium  adhuc  nuUum.  Areolae  superiores  rotnndae 
valde  tomeniosae. 

Obfl.  Specimen  junius  conico-ovatus  (10  cm.  altos,  12 
cm.  latus)  coeraleo-viridis,  areolis  5— C,  spinis  paullo  mi- 
noribus. 

M,  radiatus. 

Différt  a  praecedente  spinü  marginalibus  rectis  aequaliter 
radiantibuSf  omnibus  paullo  minoribus. 

Cephalium  (adhuc  minimum)  setis  curvis  rubro-fuscis  obsitum. 

Flarea  nondum  visi. 

Baccae  rainores  obconicae,  2^/2  —  fere  3  cm.  longae,  ^\^ — 
fere  1  cm.  crassae. 

M,  albispintts, 

Differt  a  pi'aecedente:  colore  rauZu  obscuriore,  «/nn»  minus 
dirersis,  subteretibus,  e  radice  rubella  ebumeis,  cephalio  setis 
tenuibus  cinuabarinis  obsito  et  baccia  majusculis  crassis  ob- 
conicis,  3 — 4  cm.  longis,  ad  1^2  cm    crassis. 

Praeier  formam  bispinam,  spinis  centralibus  2( — 3)  infe- 
riore  3^/4  cm.  longa,  marginalibus  ad  2^/^  cm.  longis, 

forma  quadriepina^ 

spinis  centralibus  2-— 4,  praeter  quartam  superiorem  semper 
multo    (ad    V2)    niinorem,  saepe  subaequalibus,  ad  4V4  cm. 
longis,    marginalibus    11  — 12,    ad    3    cm.  longis. 
Species,  imprimis  haec  forma,  nobilissima. 
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M.  ebumeus, 

Differt  a  praecedente  areolis  maioribus,  spinis  margina- 
libus  et  centrali  inferiore  deorsum  arcuatis,  et  a  plurimis 
Mdocactis  spina  centrali  inferiore  non  semper  saperioreni 
longitudine  superante,  sed  nunc  huic  aequali,  nunc  aliquanto 
longiore  vel  breviore. 

Praeter  formam  bispinam^  spinis  centraUbus  2,  4  cm, 
lougis,  marginalibus  10,  longitudine  3  cm., 

forma  plurispina^ 

spinis  centralibus  (2)  3—6,  superioribus  rainoribus,  inferio- 
ribus  ad  38/4  cm.  longis,  marginalibus  12-14,  ad  23/^  cm. 
longis. 

Costae  in  utraque  12. 

M,  mryacanthus. 

Caulis  oblongus  et  columnaris  usque  ad  32  cm.  altus, 
15  cm.  crassus  pallide  sub-coerulescente  viridis. 

Costae  13  Terticales  latiusculae  acutae  sursum  compressae, 
circa  areolas  sensim  inflatae,  sulco  leviter  sinuoso. 

Areolae  8  magnae  oblongae  tomentosae,  minus  magisve 
remotae. 

Spinae  non  multum  diversae,  pro  ratione  breviores,  e  radice 
rubella  ebumeae,  complanatae,  late  subulatae ; 

marginales  12  — 13  cum  vicinis  vix  cruciatae,  fere  aequa- 
liter  radiantes  vel  laterales  aliquanto  parallelae,  rectae  vel 
minus  magisve  versus  caulem  recurvatae,  inferiores  sensim 
majores  (2^/2 — 31/2  cm.)  subinde  leviter  deorsum  arcuatae, 
infima  aliquanto  maior  vel  minor,  tota  compages  quasi 
semiflabellata ; 

centrales  2 — 7  (8),  superiores  minores  plerumque  leviter  sur- 
sum incurvatae,  inferiores  majores  rectae  vel  aliquanto  sur- 
sum, vel  infima  leviter  deorsum  curvata,  haec  proximis  nunc 
longior,  nunc  pauUo  brevior  et  subaequalis  (3—4  cm.), 
omues  late  subulatae. 

Cephaliutn  (adhuc  junius)  disciforme,  setis  satis  firmis  cin- 
nabarinis  obsitum. 
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Baeeae    médiocres  obconicae  et  oboyato-obconicae.  plerae- 
que  circa  3  cm.  lougae,  IV4  cm.  crassae. 

Species  valde  peculiaris  et,  pro  genere,  formosa. 

Jf.  stramineuê  Süb..  L  c. 

Addendum:  forma  pluricoêtata, 

Coêtü    18    angostis,    interpositis    5    accessoriis    partim  in 
basi,  partim  in  medio  trunci  orientibus. 

M.  Evertszianuê  Sub.  1.  c. 

Ad  hujus  specie!  descri^tijnom  addendum: 
Ceplialium  teres,  setis  sparsisrectis  tenuisculis  fosco-ruVA^: 
obsitum. 

FÏ08  paryos  roseus,  stigmatibus  5  albis. 
Bacea  elongato-clavata. 

Jf«  BaatêianuB. 

Caulit  oblongus,  17  cm.  altus,  15  cm.  crassos. 

CoêUu  10  compressae,  circa  areolas  inflatae,  sinubus  pro- 
fundis. 

Areolae  8 — 9  approximatae  fere  orbiculares,  minores,  im- 
pressae,  tomentosae. 

Spin<u  non  valde  diversae  subteretes  longe  acicalares  arcu- 
atae,  e  radice  pallide-fusca  stramineae; 

marginales  10( — 11)  fere  aequaliter  radiantes,  infenor  Ion* 
gior  (ad  4V2  cm.)  omnes  deorsum  arcuatae; 

ctntrales  2 — 4,  1 — S  superiores  plerumque  rectae,  rarius 
aliquanto  sursum  incurvatae,  infima  ceteras  longitadine  sa- 
perante  (4 — 5V2  cm.)  recta  vel  plerumque  deorsum  curvata, 
obtusangula  vix  compressa. 

Cephalium  teres  10  cm.  crassum  8^/2  cm.  altam,  setis 
tenuioribus  fasciculatis  dnnaberinis  totum  obsitum. 

Specimen  unicum  eheu  mortuum  advenit,  vix  tarnen  col- 
lapsum,  quo  factum  est  ut  praeter  trunci  colorem  cbaracte- 
res  bene  animadveiü  potuerint.  Spinarum  natura  Jf.  strami- 
neutn  Sur.  1.  c  in  memoriam  revocat,  sed  forma  earom 
curvata,    areolae  evidenter    tomentosae  et  costae  valde  com« 
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pressae  consociationi  obstant.  Affinis  videtur  M.  Monmlleano 
MiquBL  et  multo  magis  quidem  quam  species  Arubiana, 
antea  a  me  cum  3f.  Monvilleano  Miq.  conjuncta,  nunc  arcu- 
ata  Yocata.  Differt  tarnen  spinis  maioribus  crassioribus  stra- 
mineis  (non  obscure  fuscis),  areolis  evidenter  tomentosis, 
costarum  forma  et  earum  dorso  inter  areolas  alte  sellato 
(in  MonmUeano  Miq.  vix  repando).  Nomen  dedi  in  honorem 
venerandissimi  van  Baars,  qui  specimen,  etsi  mortuum 
tamen  pulcherrinrim,  cum  multis  aliis  Melocactis  mihi  bene- 
Tole  misit. 

M.  Besleri  Miq.  (non  L.  O.)  p.p. 

MiQUEL,  Monographia  generis  Melocacti,  Acta  Acad.  Caes. 
Leep.  Carol.  Nat.  cur.  Vol.  XVIII.  Suppl.  p.  51,  exclusis 
tamen  omnibus  quae  ex  specimine  Berolinense  a  clar.  Link 
et  Otto  descripto  immixta  sunt. 

Melocactibs  Besleb,  Hort.  Eystettensis  Ord.  IV,  fol.  1  cum 
tabula  (exclusis  synon.  Lobelii  et  Clush). 

Patria  ignota. 

Descriptio  castigata,  ex  sola  iconeBssLEBU  1.  c.  desumpta : 

Caulia  maior,  depresso-  ovoideus  glauco-viridis  20  cm.  altus, 
24  cm.  crassus. 

Costae  13  verticales  crassae  obtusissimae  vix  torulosae, 
inter  areolas  depresso-sinuatae. 

Areolae  paucae  (5)  valde  distantes  (4 — 5^2  cm ). 

Spinae  pauUum  diversae  omnes  firmae  crassae  arcuatae 
sordide-fuscae ; 

marginales  7 — 8,  suprema  brevior,  infima  lateralibus  sub- 
aequalis  vel  paullo  brevior,  omnes  radiantes  et  versus  caulem 
vel  deorsum  arcuatae; 

centrales  (rarius  1)  2 — 3,  paullo  maiores,  superiores  sursum 
arcuatae,  inferior  deorsum  curvata  vel  recta  maior  (SVg  cm.). 

Cephalium  disciforme  2  cm.  altum,  9^/2  cm.  crassum,  setis 
curvis,  sparsis,  passim  fasciculatis,  rubris,  per  totam  super- 
ficiam  aequaliter,  non  d.ense,  obsitum. 

Florea  et  fructus  non  delineati. 

Species    cum    DücQcacto    iiidgni  Pfeiff.  confusa  (Föbstee 

29» 
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Handbuch  der  Cacteeënkunde.  1846,  p.  348)  at  non  tota  ad 
hujus  synonymiam  releganda.  Melocaetus  Horti  Eystettensis 
MelocOiCtuè  verus,  a  Linkiano  separandus  et  solus  servandus. 

Jf.  arcuatuë. 

Syn:  M.  Monvilleanus  Miq.  Su&.  1.  c.  cum  descriptione  a 
specimine  Arubiano  desumpta.  Nimis  autem  a  M.  Monvil- 
leano  differt  qoin  cum  hac  conjuncta  maneat.  Descriptio  mea 
citata  igitur  ad  nunc  propositum  M,  arcuatum  referenda. 
Huic  proxime  affinis  M.  Pe^leri  Miq.  p.  p.  (non  L.  O.  yide 
supra)  a  quo  tamen  caale  minore,  costis  acutis,  areolis  minus 
remotis,  spinis  maioribus,  et  spinaram  marginalium  maiore 
numero  discrepat. 

M.  uncinatus. 

Cauliê  (junior)  depresso-globosus,  pallidius  coeruleo-viridis 
(7^/2  cm.  altus,  10^^2  ^^'  crassus). 

Coatae  12,  fere  verticalpi),  valde  compressae,  circa  areolas 
tereti-inflatae,  inter  eas  complanatae,  dorso  nasuto,  sinubus 
profundis. 

Areolae  romotiuaculae  4,  majusculae,  impressae  et  circum- 
vallatae,  parcius  sed  evidenter  griseo-rubello-tomentosae. 

Spinoê  non  valde  diversae,  e  radice  obscure  fusca  vix  mar- 
ginata  vel  fimbriata,  rubro-fuscae,  demum  griseo-fuscae,  firmae 
Bubteretes  longae  curvatae; 

margifiüles  10,  vel  addita  parva  suprema  11,  fere  aequales 
(3^/4  cm.  longae)  radiantes  vel  laterales  aliquanto  parallelae, 
versus  caulem  et  deorsum  curvatae,  costas  vicinas  attingentes 
et  superantes; 

centrales  2( — 4)  infima  paullo  major  (ad  5Vs  cm.)  a 
latere  compressa  et  deorsum  curvata,  superiores  rectae  vel 
sursum  curvatae. 

Cephalium^  jloresy  fructus  non  visi. 

Pulcherrimus  huius  seriei  terminus. 
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Caulis  oblongus  (17  cm.  altus,  15^/2  cm.  crassus)  coeruleo- 
viridis. 

Coatae  11  ( — 13)  fere  perpendiculares,  latiuscalae  acutae, 
lateribus  leviter  undulatis,  sulcis  latis,  paullum  flexuosis. 

Areolae  7  remotae  subrotandae  majusculae  albo-tomentosae, 
inferiores  subnudae. 

Spinae  paullum  diversae  aciculares  tenues  sed  firmae  sub- 
rectae,  e  radice  rubella,  in  vetustioribus  griseo-viginata  bre- 
yiter  albo-fimbriata,  pallide  cameae  et  flavescentes,  versus 
apicem  et  maculatim  rubellae; 

marginales  10  —  11,  superior  vel  superiores  2  debiliores, 
ceterae  aequaliter  radiantes  valde  patentes  supra  sinum  cru- 
ciatae,  inferior  longior  (ad  8^/4  cm.); 

centrales  2  ( — 3),  superior  vel  superiores  approximatae 
sursum  curvatae,  inferior  recta  vel  paullum  sursum  curvata 
longior,  (ad  4^/2  cm.)  obtuse  quadrangula  et  aliquanto  a 
latere  compressa. 

Cephalium  disciforme  setis  mbro-fuscis  crebris  curvatis  firmis 
munitum. 

FI08  (non  bene  apertus)  exsertus  mediocris  (diam.  limbi 
1  cm.)  coccineus,  petalis  obtusissimis,  stigmatis  radiis  albis 
6—7. 

Baccae  majusculae  elongato-obovatae  3^/2  cm.  longae,  1 
cm.  crassae  coccineae;  accedunt  formae  utrinque  di  vergen tes, 
ad  dimidium  breviores  et  usque  ad  4^/2  cm.  longiores,  pro 
ratione  crassiores  et  angustiores. 

M.  (stellatusf)  Bordidue, 

Caxdü  depresso  ovoideus  (11^/2  cm.  altus  I41/2  cm.  crassus). 

Costae  11  subverticales  rectae,  paullum  compressae  circa 
areolas  conico-inflatae,  lateribus  undulatis,  dorso  inter  areolas 
acuto  compresso  plicato-nasuto. 

Areolae  6  minores  brevi-oblongae  tomento  parco  lineari 
fuscescente  praeditae. 

Spinae   vix  diversae    e  basi  fusco-griseo-vaginata  breviter 
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albo-mai]ginata  sordide  flayo-fuscescentes  acicalares  rectae, 
graciles  sed  firmae,  subteretes; 

marginales  (9— )10  fere  aeqaaliier  radianies,  valde  paten- 
tes,  supra  sinum  cniciatae,  inferior  ad  3  cm.  longa; 

centraUè  2,  inferior  aliquanto  firmior  et  longior  (S^/^  cm.) 
cum  superiore  leviter  sursum  curvata  vel  recta. 

Cephalium  tereti-convexum,  setia  jpasco-nibris  firmis  caryatis 
satis  aequaliter  vestitum. 

Floreê  médiocres,  roseae  et  coccineae,  ad  1^/2  cm.  ex  ce- 
phalio  exserti,  limbo  ad  1^/4  cm.  lato,  petalorum  apicibus 
ovatis  obtusis,  stigraatis  radiis  6 — 8  albis. 

Bacca  minor  obconica,  2^/4  cm.  longa,  1  cm.  crassa, 
coccinea. 

M*  ètêUatuè. 

Cauliê  depreeso-ovaius  (lO^/j — 14  cm.  altns,  14 — 17  cm. 
crassus)  eoeruleo^^yiridis. 

Costae  11  yerticales  rectae  latae  aliquanto  conyexae,  late^ 
ribus  yix  undulatis,  dorso  acuto  leyiter  sellato  yel  nasuto, 
basi  complanatae,  sulcis  fer«  rectis. 

Areolae  6 — 7  subdistantes,  yix  immérsae,  paryae  snborbica- 
lares,  tomento  albo  parciore  at  eridente  praeditae. 

Spinae  subaequales  aciculares  rectae,  e  basi  rubella  palli- 
dae  fere  stramineae,  passim  cameo-maculatae ; 

marginaleê  10 — 11,  supremae  1—2  debiles,  ceterae  fere 
aequaliter  radianies  (rarius  laterales  2 — 3  aliquanto  approxi- 
matae]  inferior  paullo  longior  (2V2 — 3  cm.)  yalde  patentes 
cum  vicinis  non  yel  yix  cruciatae; 

centraUê  (2)  3  in  triangulum  plerumqne  obliquum,  yel  4 
in  rhombum  dispositae,  3  inferiores  subaequales  (2^4 — 3^*4 
cm.)  rectae,  yel  superiores  leyiter  sursum  incurvatae. 

Ceplialium  disciforme,  setis  fusco-rubris  firmis  canratis  mar- 
gine  densius,  in  centro  parcius  obsitum. 

Flos  mediocris  (non  omnino  apertus),  1  cm.  e  cephalio 
exsertus,  coccineus,  limbo  (hoc  statu)  8  mm.  lato,  petaloram 
apicibus  ovato-oblongis  acutiusculis  yel  etiam  mucronatis 
saepius  aliquanto  denticulatis,  stigmatis  radiis  albis  7. 
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Baccae  minorcs  obconico-obovatae,  circa  '2^2  ^^'  longae, 
1    cm.  crassae. 

w 

M.  (sfellatus)  flavispinus. 

Differt  a  praecedentibus:  êpinia  aliquanto  magis  diversis, 
minus  strictis,  marginalibus  (cum  vicinis  craciatis)  aliquanto 
parallele  extensis  et  sive  versus  caulem  sive  sursum,  quam- 
quam  levissime,  curvatis,  areolü  adhuc  nudioribus,  et  baccis, 
quarum  plures  ex  eodem  specimine  provenerunt,  exacte  coni- 
cis,  2^/4  cm.  longis,  1  cm  crassis  (divergentibus  aliquanto 
longioribus  sive  angustioribus). 

In  forma  bicephala  costae  divergebant  numero  15;  hic 
spinae  in  gemmis  novellis  roseae,  quod  colorem  sordide  fusco- 
flavescentem  spinaruin  iu  caule  vetusto,  vestigiis  nonnumquam 
coloris  rubelli  commixtum,  decolorationi  tribuendum  esse  con- 
firmat. 

M.  reticulatus. 

A  praecedente  di£fert  spinis  marginalibus  (11 — 12)  tenui- 
oribus,  lateralibus  magis  approximatis,  et  cephalii  aetis  sub- 
rectis  tenuioribus.  Flores  et  fructus  ignoti.  Ut  duae  sequen- 
tes,  in  hac  serie  aliquanto  solitaria. 

M.  flexilü. 

Differt  spinia  crassioribus  varie  curvatis.  Bacca  minor 
exacte  conica  (2^/2  cm.  longa  1  cm.  crassa)  hospitium  in 
stellatarum  serie  sibi  vindicat. 

Af.  obovatus. 

Forma  caulü  obovati  (14^2  ^Iti,  15  cm.  superne  crassi) 
peculiaris.  Areolae  9 — 10  oblongae  subnudae;  spinae  psLulxxm 
diversae  subteretes,  marginales  10,  supremis  1 — 3  tenuibus 
exceptis,  aequaliter  radiautes  vel  laterales  aliquanto  approxi- 
matae,  e  basi  patente  plerumque  versus  caulem  recurvatae, 
rarius  deorsum,  rarissime  sursum  curvatae,  non  aut  vixcnici- 


(  454  ) 

atae.    Cephalii    initiam    disciforme   sitis    rabrofoacis  cnr^atis 
obsitum. 

Flores  et  fructus  igmoti. 

Af.  {atellattul)  dilatatus. 

Cauliê  depresso-OYoideas  yel  subglobosus  coeralescente-Yi- 
ridis,  10 — 14  cm.  altus,  15  cm.  crassas. 

Coëiae  1 1  yerticales  latae,  basi  complanatae,  lateribas  pla- 
niuscolis    leyiter  undulatis,  dorso  acato,  sulcis  Tix  flexuosis. 

Areolae  5 — 8  remotiusculae  brevi-oblongae,  minores,  par. 
cissime  iomentosae. 

Spinae  non  valde  diversae  e  radice  atrovaginata  breyiter 
sed  evidenter  albofimbriata,  sordide  oliyaceo-fuscescentes  sub- 
teretes  et  minas  magisve  curyatae; 

marginales  9 — 11  fere  aequaliter  radiantes,  ad  2^/2  cm. 
longae,  late  patentes  et  yersus  caulem  et  deorsnm  leyiter 
curvatae  vix  cruciatae; 

centrales  2( — 3),  inferior  maior  (ad  8^/2  cm.)  recta  vel 
cum  superiore  leviter  sursum  curvata. 

Cephaliutn  setis  rubris  curvatis  munitum.  In  forma  poly- 
cepliala  spinae  juniores  rubellae,  areolae  albo-tomentosae. 

var.?  Af.  leucacanthus, 

Differt  spinis  radiantibas  paucioribas  (8 — 9)  aliqaanto 
magis  deorsum  curvatis  et  spinis  in  gemmis  cephalophoris 
novellis  albis,  areolis  minos  tomentosis,  in  trunco  vetusto  calvis. 
Cephalii  setae  rubrae  vel  cinnabarinae.  Baccae  minores  exacte 
conicae  2^/4  cm.  longae,  1  cm.  crassae. 

Af.  {steUatusf)  injlahis. 

Caulis  depresso  globosus  coeruleo-viridis  11  cm.  altus, 
15 — 17  cm.  crassus. 

Coêtae  11  yerticales  latissimae^  lateribus  planis  vel  con- 
vexiusculis,  vix  undulatis,  sulcis  subrectis  basi  evanidis^  dorso 
acuto  inter  areolas  vix  prominulo. 

Areolae  4  —  6  remotiusculae  majores  oblongae,  parciasime 
fusco-tomentosae. 
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Spinae  vix  diversae  aciculares  subrectae,  e  radice  griseo- 
vel  atrofusco-yaginata  breviter  albo-marginata  sordide  fusces- 
centes  subteretes; 

marginaUs  9—10  fere  aequaliter  radiantes,  rectae  et  levis- 
sime  deorsum  curvatae,  vix  cruciatae,  273  —  8  cm.  longae; 

centrales  2( — 3),  superior  leviter  sursum  curvata,  inferior 
maior  (2V2— SV*  ^^O  plerumque  recta. 

Cephalium  teres  ad  7  cm.  altum.  9  cm.  crassum,  setis 
firmis  fosco-rubris  curvatis  obsitum. 

FI08  coccineus  mediocris  1 — IV2  c™^-  ®  cephalio  exsertus, 
Umbo  ad  1^/4  cm.  iato,  petalis  linearibus  apice  angustatis 
margine  erosis,  stigmatis  radiis  5 — 6  albis. 

Bacca  non  visa. 

Obs.  In  specimine  quod  cephalium  destructum  gemmis 
novellis  restituere  incepit,  spinulae  juniores  rnbellae,  areolae 
albo-tomentosae. 

Af.  trachycephalus. 

Caulis  depresso-globosus  vel  globosus  12  —  1 4^/3  cm.  altus, 
15 — 16  cm.  crassus,  obscurius  coeruleo-viridis. 

Costae  11  verticales  latissimae  convexiusculae,  lateribus 
vix  undulatis,  sulcis  subrectis,  dorso  acuto  nasuto. 

Areolae  6 — 8  fere  superficiales  brevi-oblongae  majusculae, 
tomento  parcissimo  fusco  praeditae  vel  nudae. 

Spinae  sabaequales  aciculares  subrectae  e  radice  plumbeo- 
vaginata  brevissime  albo  fimbriata  sordide  fuscae; 

marginales  9 — 10  fere  aequaliter  radiantes  rectae  vel  paul- 
lum  deorsum  curvatae  non  cruciatae,  inferior  longior  2^/^ — 3 
cm.  longa; 

centrales  2,  inferior  major  recta  vel  cum  superiore  leviter 
sursum  curvata,  2^4—8^/4  cm.  longa. 

CephaHum  e  basi  terete  hemisphaericum  6 — 7  cm.  altum, 
10  cm.  crassum,  setis  rubris  subrectis  aequaliter  et  dense 
etiam  in  vertice  obsitum. 

Flos  non  visus. 

Baccae  magnae  elongato-obconicae  ad  4  cm.  longae,  P/4 
cm.  crassae;  accedunt  minores  et  angustiores  ad  2^2  ^™« 
longae  1  cm.  crassae. 


(456  ) 
M.   triffonus. 

Cauliê  ovatus  15  cm.  altus  12^2  cm.  crassus,  obscare 
coeruleo-viridis. 

Coêtae  12  subveriicales  valde  compressae,  circa  areolaa  te- 
reti-inflatae,  dorso  inter  eas  angustato  plicato-sellato  et  nasuto. 

Areolae  8  approximatae  circumvallatae  impressae  majores 
orbiculares  tomeniosae. 

Spinae  evidenter  sed  non  magnopere  diversae  drmiores  sab- 
rectae,  e  vagina  pallide  fuflca  anguste  vel  omnino  non  albo- 
marginata  sangoineae,  vetustiores  minus  magisve  pruninosae ; 

marginaUê  10 — 11  aciculares  rectae  vel  subrectae  fere 
aequaliter  radiantes  patentissimae,  cum  yicinis  cruciatae,  dor- 
8um  vicinum  plerumque  attingentes,  praeter  supremas  parvas 
subaequales,  2^/^  cm.  longae  1^/^  mm.  crassae; 

centrales  2( — 3)  subuliformes  obtusangulae,  subaequales  vel 
superiores  evidenter  minores  aliquanto  sarsum  curvatae,  in- 
ferior  plemmque  recta,  rarius  leviter  deorsam  carratai  e 
basi  trigona  aliquanto  a  latere  compressa  apice  tereti, 
4— *57s  cm.    longa,  2  mm.  crassa. 

Cephcdium  (adhuc  minimum)  setis  rubris  obsitum. 

Floreê  non  vidi. 

BcLccae  parvae  crassae  obconicae  vel  basi  ancipite  ab  uno 
latere,  obovatae  fusco-rubrae,  2^^  cm.  longae,  U/^  cm.  crassae. 

Habitus  iili  Af.  potentie  Sue.  I.  c.  proximns:  distinguitur 
forma  minus  oblonga,  areolis  etiam  adultis  tomentosis,  spinis 
aliquanto  minus  diversis,  marginalibus  latius  patentibus,  eet. 
Baccarum  color  obscurus  insignis. 

M.  ovatuê» 

Cauliê  (junior  depresso-ovatus,  areolis  paucioribus)  ovatus, 
15  cm.  altus,  13 — 14  cm.  crassus,  atroviridis. 

Coêtae  14 — 15  oblquae,  valde  compressae,  circa  areolas 
tereti-inflatae,  dorso  inter  eas  angusto  plicato-seilato  vel 
nasuto. 

Areolae  9  approximatae  vix  impressae  brevi-oblongae  m&- 
jusculae  tomentosae.  ^ 
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Spinae  valde  diversae  e  radice  fusca  albomargmata  sanguinae 
et  rubrofuscae,  demum  pruinosae  et  griseae; 

marginales  13 — 17  tenues  acicalares,  supremae  minimae, 
laterales  utrinque  4 — 5  parallelae  2^2  cm.  longae,  1  mm. 
crassae,  costae  proximae  adpressae,  inferiores  3 — 5  radiantes, 
infima  aequilonga  vel  brevior,  firmior,  2  cm.  longa,  1,2  mm. 
crassa; 

centrales  2 — 4  robustae  subulaeformes,  rectae  vel  aliquanto 
sursum  incurvatae,  inferiores  fere  aequilongae,  subteretes  obtuse 
tetragonae  vel  desuper  compressae  circa  4  cm.  longae,  2 
mm.  crassae. 

Cephcdium  adhuc  nuUum. 

Habitus  illi  M.  pyramidalU  S.D.  proximus;  distant  forma 
OYata  non  conica  (1.  pyramidalis),  areolae  evidentius  tomen- 
tosae  et  spinae  centrales  minus  angulatae. 

M.  jlammeus. 

Caulis  oyatus  15  cm.  altus  et  crassus,  atroviridis. 

Costae  13  obliquae  valde  compressae,  circa  areolas  tereti- 
inflatae,  dorso  nasuto. 

Areolae  8  approximatae  magnae  tomentosae,  circumvallatae 
superficiales. 

Spinae  valde  diversae,  e  radice  fusca  vix  fimbriata  adultae 
canescentes,  juniores  luteo-aurantiacae  apicibus .  fuscis ; 

marginales  13 — 17  firmae  aciculares,  suprema  parva  me- 
diana  porrecta,  si  par  adest,  summae  cum  4—5  paribus 
lateralium  utrinque  parallelae;  hae  supra  costas  vicinas  ex- 
pansae  iisque  adpressae,  ad  3^/2  cm.  longae,  1,  2  mm.  cras- 
sae; inferiores  tres  radiantes  pleramque  breviores  (3  cm.) 
infima  saepe  crassior  (1,5  mm); 

centrales  3  —  4  superiores  plerumque  aliquanto  sursum,  in- 
ferior  deorsum  curvatae,  haec  plerumque  aequilonga,  desuper 
aliquanto  deplanata,  41/2  cm.  longa,  2,1   mm.  crassa. 

Accedit  ad  M.  xanthacanthum  Miq.^  qui  colore  pallido, 
areolis  adultis  glabris,  spinis  marginalibus  lateralibus  quam 
inferioribus  brevioribus,  et  spinis  centralibus  longioribus 
(5—7  cm.)  differt. 
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M,  piUvinosus. 

Caulis  ovoideos  (junior  complanatus)  0—13  cm.  altus« 
14—15  cm.  crassus,  obscorius  coeruleo-viridis. 

Costae  12  — 13  obliquae,  valde  compressae,  circa  areolas 
crasse  inflatae,  inter  eaa  profdnde  constrictae,  dorso  tenai 
sellato  et  nasuto. 

Areolae  6 — 7  (in  janiore  5  — >6)  subdistantes  maximae  sab- 
rotundae  copiose  tomentosae,  late  circumTallatae  sed  vix 
impressae. 

Spinae  valde  diversae,  e  radice  pallide  vel  obscure  fasca, 
non  vel  vix  marginata,  sanguineae  et  rubrofuscae,  inferiores 
pruinosae  minus  magisve  canescentes; 

marginales  11 — 16,  superiores  parvae,  cnterae  subaequales 
vel  infima  lateralibns  aliquanto  longior;  laterales  utrinqne 
2 — 5f  bic  parallelae  illic  ciim  ceteris  aeqaaliter  radiantes, 
valde  patentes,  longitudine  (3\'2  ^"^O  costam  vicinam  attin- 
gentes  sed  illi  non  adpressae,  plerumque  rectae,  passim  ali- 
quanto sive  sursum  sive  deorsum  sive  versus  caulem  flexae; 
inferiores  3  semper  radiantes,  aequales  vel  infima  aliquanto 
longior  (ad  4  cm.)  et  crassior  (IV2  nim.); 

centrales  4  robustae  subaequales  vel  suprema  minor,  infima 
paullo  maior,  superiores  plerumque  leviter  sursum,  infima 
recta  vel  levissime  deorsum  curvata,  obtuse  quadraogula,  pas- 
sim a  latere  compressa,  4 — 5^2  ^^^'  longa,  diam.  maximo  ad 
2V2  Dfim. 

Cephalium  nondum  visum. 

Areolis  magnis  tomentosis  et  spinis  minus  aequaliter  quam 
in  spedebus  conformibus  dispositis  insignis. 

M.  armatus, 

Caulis  conicus  atroviridis  (junior  depresso-ovatus  11  cm. 
altus  15  cm.  crassus}  adultus  17  cm.  altus,  17 — 22  cm. 
basi  crassus. 

Costae  12 — 13  obliquae  supeme  valde  compressae  circa 
areolas  crasse   inflatae,    inter    eas    constrictae,   dorso  plicato 

nasuto. 

Areolae  (in  juniore  6 — 7)  8  —  9  approximatae  magnae  sub- 
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orbiculares  late  circumvallatae,  aliquanto  impressae,  evidenter 
tomentosae. 

Spinae  valde  diversae,  e  radice  fusca,  non  et  vix  marginaia, 
juniores  igneae,  etiam  rubro-fuscae,  demum  sordide  flavescen- 
tes  et  pruinose  canescentes; 

marginales  10 — 18,  patentissimae  aciculares,  supremae  par- 
vae,  infima  lateralibus  aequalis  sive  paullo  maior  vel  minor ; 
laterales  utrinque  2 — 5  parallelae  costam  vicinam  attingen- 
tes  eique  adpressae  sive  liberae,  3 — 4  cm,  longae,  1,1  — 1,3 
mm.  crassae; 

centrales  3  —  4  maximae,  snbuliformes  snbteretes  et  ali- 
quanto obtusangulae ,  reciae  vel  superiores  leviter  sarsum, 
inferiores  leviter  deorsum,  rarius  omnes  leviter  sursum  cur- 
yatae,  subaequales  vel  suprema  brevior,  infima  aliquanto 
longior,  haec  ad  6  — 7  cm.  longa,  basi  2 — 2^/2  mm.  crassa 
et  in  illa  mox  aequaliter  obtusangula,  mox  aliquanto  a 
latere  sive  desuper  compressa. 

Cephalium  adhuc  parvum  complanatum  setis  subrofuscis 
firmis  obsitum. 

FI08  parvus  roseus  2  cm.  longlis  ^/^  cm.  e  cephalio  ex- 
sertus,  limbo  nondum  1  cm.  lato,  petalorum  apicibus  ovatis 
obtusis  satis  aequaliter  denticulatis. 

Bacca  elongato-obconica  8^^  cm.  longa,  1  cm.  crassa, 
coccinea. 


SUPPLEMENTÜM 

m.  Octobr.  ISSÜ  Acad.  traditum. 

a.    Species   nova  Venezublana. 

M,  humüis. 

Caulis  depresso-ovoideus  (10  — 12^2  cm.  altus,  17  cm. 
basi  crassus  cinereo-viridis. 

Costae  12  perpendiculares  basi  fere  complanatae  superne 
sensim  angustatae,  lateribus  fere  planis,  dorso  acuto,  depresso- 
nasuto^  sinubus  rectis  modice  profundis. 
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Areolae  7 — 8  approximatae  parvae  orbicnlares  impresaae  an- 
guste  circumvallatae,  tomento  griseo  praeditae. 

Spinae  minimae,  ab  illis  costae  vicinae  longe  remoiae,  vix 
diversae,  e  radice  crassiuscala  griseo-fuflca  aliquanto  fimbriata 
subteretes  subuliformes,  aordide  olivaceo-fuscae; 

marginales  8-9  pateniissimae  excurvatae,  aequaliter  ra- 
diantes,  lat-eralea  passim  leviter  versus  basin  decurratae, 
supremae  1 — 2  minimae,  inferior  lateralibus  (7 — 10  mm.  Ion- 
gis)  aliquanto  longior  (ad  11  mm.  longa,  ^/^  mm.  crassa); 

centrales  2,  superior  sursum  directa  et  arcuata,  lateralibus 
marginalibus  subaequalis  et  spinulas  marginales  supremas 
fere  occultans  imo  opprimens,  inferior  recta  porrecta  vel 
leviter  deorsum  directa,  radiante  inferiore  crassior  et  longior 
(10 — 13  mm.  longa,  basi  ad  1  mm.  crassa). 

Cephalium  disciforme  (8Va  cm.  latum,  8^/3  cm.  altum) 
griseo-tomentosum,  setulis  rubris  sparsis  vix  emergentibus 
parce  munitum. 

Floê  nondum  observatus. 

Bacca  coccinea,  apice  fusco-rubrior,  mediocris  obovato- 
obconica  (3  cm.  longa,  1  cm.  crassa). 

Venezuela  (Laguayra?). 

Communicavit  cum  horto  Lugduno-batavo  vir  spectatis- 
simus  G.  W.  R.  Scholtkn  hl  Florae  amator  bene  notus 
A  mstelodam  ensis . 

Species  infra  M,  parviapinum  Sur.  1.  c.  pleiocentris  adjun- 
genda,  nexu  cum  specie  monocentra  A/.  Miquelii  Lem.  valde 
insignis. 


b.  Varietates  Cu&assavicae. 
M.  Salmianus  L.  O. 

Var.  adauctus. 

Caule  magno  globoso,  spinü  marginalibus  longioribus,  cen- 

tralium    numero  pari  superiore  parvo  accessorio  ad  6  aucto. 

Describendi  gratia  e  coUectione  sua  mutuatus  est  vir  spec- 

tatiss.    C.    W.    R.    SCHOLTEK  JR. 
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Var.  contractua, 

Caule  minore,  areolis  approximatis,  spinis  quam  in  typo 
minoribus. 

Ex  horto  Ultrajectino  mutuatus  est  v.  cl.  N.  W.  P.  Rau- 

WENHOFF. 

M.  microcephalus  Miq. 

Var.  olivascens. 

A  typo  dififert  colore  caulis  obscuriore  et  spinarum  mox 
olivaceo,  areolis  aliquanto  mngis  toraentosis  et  spinia  tenui- 
bus  flaccidis. 

Specimina  ad  describendum  mutaati  sunt  v.  spectatiss. 
C.  W.  R.  Scholten  et  v.  clar.  N.  W.  P.  Raüwbnhoff. 


OVER  VIERVLAKKEN  DOOR  GELIJKVORMIGE 

DRIEHOEKEN  BEGRENSD. 


DOOK 


P.   H.   SCHOUTE. 


In  het  platte  vlak  voert  een  bgzonder  geval  van  drie 
rechtstreeks  gelgkyormige  stelsels  tot  de  punten,  de  driehoe- 
ken en  den  cirkel  van  B&ocabd.  Beschouwt  men  nl.  de  drie 
rechtstreeks  gelgkvormige  figuren,  waarvan  de  zgden  BC^ 
CA^  AB  van  den  driehoek  -4  JB  C overeenkomstige  segmen- 
ten zijn,  dan  zijn  de  drie  dubbelpunten  dor  figuren  twee  aan 
twee  de  hoekpunten  van  den  tweeden  driehoek  van  Brocakd, 
is  de  gelgkvormigheidscirkel  de  cirkel  van  Bbocard,  enz.  *). 
Wil  men  nu  de  vraag  beantwoorden,  of  het  overeenkomstige 
bgzondere  geval  van  vier  rechtstreeks  gelykvormige  ruimte- 
stelsels tot  de  overeenkomstige  ruimtevormingen  voeren  kan  f), 
dan  moet  men  vier  rechtstreeks  gelykvormige  ruimtefiguren 
beschouwen,  die  op  de  zijvlakken  BC  Dy  CDA,  DAB^ 
ABC  van  een  gegeven  viervlak  ABCD  beschreven  zijn. 
Deze  figuren  zyn  echter  by  een  willekeurig  viervlak  onmo- 
gelyk,  eenvoudig  omdat  de  zijvlakken  in  het  algemeen  niet 


♦)  Men  vergelijke: 

H.  Brocaed's  yÉtude  d'un  nouveau  cercle  du  plan  du  trianglc"  {As- 
êociation  frangaise,  Coiiprres  d'Alger,  1881), 

G.  Tarry's  #Propriétés  gt'nérales  de  trois  figures  semblables"  ( Jfd /A«9m^ 
deel  2,  1SS2,  blz.  76),  en 

J.   Casey's   A   èequel  te  Euclid  (supplciüentary  chapter,  sections  4,   5). 

f)  Zooals  uit  de  laatste  noot  van  het  opstel  blijken  kan,  is  het  voor- 
zichtig zich  omtrent  dit  punt  geen  illusies  te  maken. 
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gelgkvormig  zijn.  Dus  is  men  genoodzaakt  zich  tot  de  vier- 
ylakken  te  beperken,  die  door  gelijkvormige  zijvlakken  wor- 
den ingesloten. 

In  de  volgende  bladzijden  wordt  de  vraag  beantwoord  of 
er  vier  vlakken  zijn,  die  door  ongelijkbeenige  gelijkvormige 
driehoeken  worden  begrensd.  Daarbij  blijkt,  dat  er  twee 
verschillende  soorten  zgn;  van  deze  is  de  eene  reeds  meer- 
malen beschreven,  de  andere  waarschijnl^k  nog  niet.  Verder 
worden  deze  beide  soorten  op  enkele  van  haar  bijzonder- 
heden onderzocht. 

1.  We  stellen  de  ribben  van  het  viervlak  (fig.  1)  door 
a|,  a2,  ^3,  a^,  a^^  %  voor  en  nemen  daarb^  aan,  dat  a^,  a^^  a^ 
ribben  van  het  grondvlak,  a^,  ag,  üq  opstaande  ribben  en 
aj  en  04,  cr^  ®^  ^5'  ^3  ®^  ^6  paren  van  overstaande  ribben 
zgn.  Bovendien  drukken  we  de  opstaande  ribben  door  de 
betrekkingen  a^  =  A]  a^,  a^  =  Ag  ag,  üq  =  A3  a^  in  de  over- 
staande ribben  van  het  grondvlak  uit. 

Nu  kan  een  ribbe  aj  in  de  twee  driehoeken  a^  a^  a^  en 
«1  06  ^61  *^^  welke  ze  behoort,  al  dan  niet  met  zich  zelve 
overeenkomen.  In  het  eerste  geval  geldt  een  der  evenredig- 
heden 

aj  :  a^  :  a3  =  ai :  ag  :  05, 
ai  :  ag  :  03  =  ai :  05  :  a^. 

Van  deze  beide  onderstellingen  voert  •  de  eerste  {a^  =  ag, 
CI3  =  05)  tot  gelijkbeenige  driehoeken  en  dus  niet  tot  ons 
doel.  We  onderzoeken  dus  onmiddellijk  de  tweede  (ag  =  ag, 
a^  =  og),  waarbg  tweemaal  een  paar  overstaande  ribben  ge- 
lijk zijn  (Ag  =  A3  —  1).  In  dit  geval  (fig.  2)  wordt  op 
twee  wijzen  aan  den  eisch  voldaan.  Eerstens  door  Ai  =  1 
te  nemen,  waarby  we  een  viervlak  verkrijgen,  dat  door  vier 
congruente  driehoeken  van  willekeurigen  vorm  wordt  begrensd. 
En  ten  tweede  kan  Ai  verschillend  van  de  eenheid  aange- 
nomen worden,  mits 


fli  «2  03 

ag         «3         a^ 
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zg;  dan  kunnen  dus  de  ribben  zijn 

aj,  a^  =  r  ai,  03  =  r^ai,  a^  =  r^aj,  a-^  =  ra^,  a^  =  r^  a^ 
of  in  üi  als  eenheid 

waarbg  r  willekeurig  blyft.  Zooals  daielijk  blijken  zal,  zgn 
deze  beide  gevallen  de  eenig  mogelijke. 

2.  Komt  geen  der  ribben  met  zich  zelve  overeen  in  de 
beide  driehoeken,  van  welke  ze  deel  uitmaakt,  dan  kau  een 
paar  overstaande  ribben  al  dan  niet  met  elkaar  overeenkomen. 
We  toonen  eerst  aan,  dat  de  laatste  dezer  beide  onderstel- 
lingen echter  onhoudbaar  blykt  te  zgn,  en  daarna,  dat  de 
eerste  niet  tot  het  doel  voert. 

Beschouwen  we  de  zy vlakken  aia^a^^  aia^a^  en  a^a^UQ. 
By  uitsluiting  van  het  met  zich  zelve  overeenkomen  eener 
ribbe  en  het  met  elkaar  overeenkomen  van  twee  overstaande 
ribben  is  de  overeenkomst  alleen  mogelijk  op  de  twee  wy- 
zeu,  die  door  de  schema's 

«1  «2  ^3  ]  ^1  ^2  ^3 

«5  «6  ^1  /  »  ^6  «1  «5 

a^a^df^  I  ög  ög  a^ 

aangegeven  zijn.  En  hieronder  kan  a^  a^  a^  in  geen  enkele 
der  zes  verschillende  verschikkingen  geplaatst  worden,  zon- 
der dat  elk  der  ribben  03,  a^,  a^  of  met  zich  zelve  óf  met 
de  overstaande  ribbe  overeenkomt. 

Blijft  derhalve  alleen  het  geval  te  onderzoeken,  dat  twee 
overstaande  ribben  met  elkaar  overeenkomen,  bijv.  a^  en  a- 
in  üiü^o^  en  a^  05  a^.   We  hebben  dan  de  evenredigheid 

aj  :  ag  :  03  =       ag  :       a^  :  oj, 
d.  i. 

ai  :  ag  :  oj  =  igtts  :  i2<*2  •  «!• 
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Hieruit  volgt  (fig.  3) 

^3   ^=    ^  ï  ^3    ^^^    ^2  • 

Ag 

Nemen    we  nu   ook    het   derde  zijvlak  a^  a^  üq  in  de  be- 
schouwing op,  dan  kunnen  zich  de  vier  gevallen 

ai 

^1  •  %  •  y 


—  Aj  aj  : 

^2^1 

:       ag, 

=r    ^2  «2    • 

i>l  ai  ! 

ag, 

=         «2    • 

i'i  ai  : 

Ag  ax , 

—         ^2   ' 

Ag  aj  ; 

:  Xiai 

voordoen;  want  in  de  tweede  reden  mag  ag  niet  in  de 
tweede  plaats  staan.  Van  deze  vier  onderstellingen  geven 
de  eerste  twee  aj  =  ag ;  deze  voeren  dus  tot  gelykbeenige 
driehoeken.  Verder  geeft  de  derde  onderstelling  ons  een 
viervlak  met  de  ribben 

dl 

«Il  «2  =  ^2^^H  ^3  "-^T"»  ^4,  =  ^2*^1»  ^5  =  ^2^«1»  «6  =  ^2^1» 

of  in  a^  als  eenheid 

r,     r*,      1,     r^,     r*,      A 

Maar  van  dit  viervlak  (fig.  4)  is  het  vierde  zgvlak  a^  a^  a^ 
niet  gelijkvormig  met  de  drie  anderen.  En  wijl  de  vierde 
onderstelling  hetzelfde  viervlak  oplevert,  zijn  de  boven  ge- 
vonden twee  viervlakken,  die  aan  de  vraag  voldoen,  de  eenig 
mogelij  ken. 

Het    eerste  der  beide  viervlakken  is  reeds  meermalen   be- 
handeld*); de  vorm  er  van  hangt  af  van  twee  parameters. 


♦)  Men  vergelijke: 

G.  Dostok's   #Le  tricdre  et  Ie  tétraèdre,  etc."  (Graner^s  Archiv,  deel 
57,  blz.  175), 

E.  Lemoinb's   i^Quelqucs  théorènies  sur  les  tétraèdres,  etc."  {Nouvelles 
Annales  de  Mathématrjuss,   1880,  blz.  113), 

Chépik-Bey's  ySolutiott,  etc."  (Noud.  Ann.  de  Math.,  1880,  blz.  403)  en 

J.  Netjberq's  #Méinoiro  sar  Ie  tétraèdre"  (Mémoirea  couronnés,  etc,  1884, 
art.  8),  waaraan  deze  bruuucn  zijn  ontleend. 

80* 
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de  verhoudingen  der  ribben  a|,a2,  as-  Van  het  tweede  vier- 
vlak,  dat  waarschgnlijk  nog  niet  beschreven  is,  hangt  de 
vorm  slechts  van  één  parameter  af,  nl.  van  r. 

3.  Beschouwen  we  thans  het  geval  A|  =:  Ag  =  A3  =  1 
wat  nader,  dan  blijkt  onmiddellijk,  dat  de  vereenigingslijn 
Al  A^  (fig.  5)  der  middens  Ai  en  A^  van  a^  en  a^  tevens 
de  Ign  van  koristen  afstand  voor  die  ribben  is  en  de  drie 
lijnen  van  kortsten  afstand  Ai  ^4,  A^  ^5,  A^  Aq  elkaar  in 
haar  snijpunt  O  rechthoekig  middendoordeelen.  Zoo  is 
Al  A^  loodrecht  op  uj,  omdat  de  verbindingslijnen  van  A^ 
met  de  uiteinden  van  a^  als  overeenkomstige  medianen  van 
congruente  driehoeken  gelyk  zijn.  Zoo  deelen  de  drie  kortste 
afstanden  AiA^^  ^2^5»  ^s^6  elkaar  middendoor,  omdat 
ze  vallen  langs  de  lichaamsmedianen  fverbindingslgnen  der 
middens  van  overstaande  ribben).  Zoo  staan  A2A^  en  A^Aq 
loodrecht  op  elkaar,  omdat  de  zijden  van  den  vierhoek 
A^  A^  A^  Aq  gelyk  zgn  aan  de  helft  der  gelijke  ribben 
ai  en  a^  en  deze  vierhoek  dus  een  ruit  is,  enz.  Zoo  bl^kt 
dan,  dat  het  viervlak  kan  worden  voortgebracht  door  op 
een  bepaalde  wys  van  een  rechthoekig  parallelopipedum  vier 
congruente  viervlakken  af  te  kappen,  en  de  inhoud  van  het 
overbly  vende  viervlak  het  derde  deel  is  van  den  inhoud  van 
het  parallelopipedum. 

Wat  verder  omtrent  het  viervlak  gepubliceerd  is,  komt 
in  hoofdzaak  op  het  volgende  neer: 

a)  De  z^ vlakken  zgn  scherphoekig. 

b)  De  overstaande  tweevlakshoeken  zijn  gelijk. 

c)  Het  punt  O  is  zwaartepunt,  middelpunt  van  om-  en  in- 
geschreven bol  en  punt  van  Lemoine. 

d)  De  loodlgnen,  uit  de  hoekpunten  op  de  overstaande 
zijvlakkeu  neergelaten,  worden  aangeraakt  door  een  uit  O 
als  middelpunt  beschreven  bol;  evenzoo  de  loodlynen  in  de 
orthocentra  op  de  zijvlakken  opgericht  *). 

We  laten  het  bewijs  dezer  eenvoudige  stellingen  hier  ach- 


*)  Men  yergelijke  de  litcratuor  bovcu  aangewezen. 
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terwege.  All(en  merken  we  op,  dat  de  laatste  kan  wor- 
den uitgebreid  op  overeenkomstige  l^neu  van  de  vier  recht- 
streeks  gelijkvormige    figuren,   beschreven   op  de  driehoeken 

Brengen  we  de  begrenzende  z^vlakken  in  elkaars  verlengde 
door  de  opstaande  zijvlakken  naar  buiten  om  op  het  grond- 
vlak neer  te  slaan,  dan  ontstaat  er  (fig.  6)  een  met  het 
grondvlak  ABC  gelykvormige  driehoek  A  B'  6',  waarvan 
A^  By  G  de  middens  der  zijden  zgn.  Dus  projecteert  de  top 
van  het  viervlak  zich  op  het  grondvlak  ^  i^  C  in  het  sng- 
punt  D  der  hoogtelijnen  van  driehoek  -4'  J?'  6' f).  Is  H  het 


♦)  Noemen  we  de  vier  rechtstreeks  gelijke  ruimtestelsels  door  de  driehoe- 
ken aiü^a^,  ctxa^di»  a^a^a^,  a^a^a^  bepaald  i^, ,  F^,  F^,  F^,  dan  gaan 
door  een  draaiing  van  180°  om  A^  A^  als  as  F^  en  jP,,  F^  en  F^  in 
elkaar  over,  terwijl  dit  bij  een  dergelijke  draaiing  om  A^  A^  met  F^  en  F^y 
F^  en  F^ ,  bij  een  dergelijke  draaiing  om  A^  A^  met  F^  en  F^ ,  F^  en  F^ 
het  geval  is. 

Het  punt  O  is  een  gemeenschappelijk  dubbelpunt. 

Vier  overeenkomstige  punten  Pj,  Pj,  Pj,  P4  zijn  de  hoekpunten  van 
een  viervlak,  dat  in  eigenschappen  met  het  gegevene  overeenkomt.  De 
inhoud  van  dit  viervlak  is  standvastig  en  wel  2 1  ö,  als  het  product  der 
afstanden  van  het  punt  Pj  van  Pj  tot  de  vlakken  A^O A^^  A^O  d^, 
A^  O  A^  gelijk  a  is.  Voor  punten  P^  in  een  dier  vlakken  gelegen  is  de 
inhoud  dus  nul  en  liggen  de  vier  punten  P, ,  Pa,  P3,  P4  in  een  zelfde 
vlak,  nl.  in  hetzelfde  der  drie  genoemde  vlakken,  waarin  P,  ligt. 

Een  zeer  merkwaardige  eigenschap  dezer  vier  stelsels  P, ,  P,,  P,,  P4 
is,  dat  een  willekeurig  stel  van  vier  met  elkaar  overeenkomende  lijnen 
i\y  'i'  ^3'  ^4  hyperboloïdische  ligging  hebben.  Men  bewijst  dit  onmiddellijk 
door  met  betrekking  tot  drie  onderling  loodrechte  assen  een  lijn  aan  te 
nemen  en  hierbij  de  drie  lijnen  te  zoeken,  die  door  een  wenteling  van 
180°  om  elk  der  assen  worden  verkregen.  Zoo  doet  de  lijn  bepaald  door 
de  vergelijkingen  ffi=.ax  -{-b,  z-=.ex  -\-  d  diQ  hyperboloïde 

{ad  —  bc)  {acx^  —  èd)=:edy^  —  abz^ 

ontstaan;    op  deze   hyperboloïde  hebben  de  vier  beschrijvende  lijnen  een 

be^ 
dubbelverhouding  —    (of  een  der  vijf  hiermee  in  verband  staande  Vaar- 

ad 

den).  Bij  de  lijnen  van  het  tetraëdrale  complex  voorgesteld  door  de  ver- 
gelijking bc  -\-  ad:=^0  zijn  de  viertallen  van  lijnen  met  hyperboloïdische 
ligging  dus  harmonisch.  Zoo  wordt  meer  algemeen  de  drievoudig  onein- 
dige verzameling  van  lijnen  door  deze  dubbelverhouding  met  betrekking  tot 
het  assenstelsel  in  een  bundel  van  tetraëdrale  complexen  gerangschikt,  enz. 

+)  Wijl  deze  top  zich  noodzakelijk  binnen  den  driehoek  A'  B'  O  pro- 
jecteert en  het  hoogtepunt  van  een  driehoek  alleen  dan  binnen  den  drie- 
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hoogtepunt  vau  driehoek  A  B  C  en  G  het  gemeenschappel^ 
zwaartepunt  van  ABC  en  A'  B'  C,  d&niff  DG  =  2  GH 
en  het  middelpunt  O  vau  den  om  A  B  C  beschreven  cirkel, 
d.  i.  den  negenpuntscirkel  van  A'  h*  C\  het  midden  van  D  H. 
Volgens  de  door  Hekmaky  *)  gegeven  constructie  van  de 
raakpunten  der  acht  bollen,  die  de  vier  zyvlakken  aanraken, 
met  het  grondvlak,  is  het  duidelijk,  dat  de  bollen  in  de 
daken  beschreven  yervallen,  omdat  hun  middelpunten  in  het 
oneindige  liggen.  Slaau  we  nl.  C  B  A'  om  C  B  naar  bin- 
nen om,  dan  komt  het  derde  hoekpunt  in  A*^  op  B*  C\  an- 
ders gezegd,  voor  elke  ribbe  is  de  som  der  zes  aanliggende 
vlakke  hoeken  360^.  Omgekeerd  is  elk  viervlak  met  drie 
oneindig  groote  dakbollen  gelijk  aan  het  thans  beschrevene. 
Stelt  nl.  cc  de  som  der  vlakke  hoeken  van  A  voor  en  heb- 
hen (S  en  y  voor  B  en  C  dezelfde  beteekenis,  dan  volgt  uit 
de  drie  voorwaarden 

/?+y  =  y-(-a=:a-h/?=  360o 

onmiddellgk 

a=  /?=  y=z=180«, 

zoodat  B'  C  en  C  A\  enz.  in  elkaar^s  verlengde  vallen  en 
A*  B'  C'  dus  een  driehoek  is  met  A,  B^  C  tot  middens  der 
zijden. 

De  raakpunten  der  aangeschreven  bollen  z^n  H  (het 
raakpunt  van  den  bol  aangeschreven  aan  het  grondvlak) 
en  de  op  den  omgeschreven  cirkel  diametraal  tegenover 
A,  B^C  liggende  punten  Ai^  jBj,  Cj. 


hoek  ligt  als  de  driehoek  scherphoekig  is,  is  driehoek  J'  B'  C  scherphoekig 
en  dus  ook  drithock  A  B  C.  Dit  is  een  meetkundig  bewijs  van  stalling  a), 
die  overipeus  onmidilellijk  hieruit  volgt,  dat  de  zijden  van  ABC  deop- 
pervlakttHli:ii;ouaku  van  een  rechthoekig  parallel opipeduni  zijn.  Naderen 
de  driehoeken  tot  rechthoekige,  dan  nadert  het  viervlak  tot  een  rechthoek 
luet  buveu-  cu  omlervlak,  waarvan  het  eene  door  de  eene,  het  andere  door 
de  andere  diagonaal  in  twee  rechthoekige  driehoeken  verdeeld  is. 

•)  Men  vergtdijke  BulletU  de  la  Sociéié  wuiihématique  de  Framce,  deel 
7  en  Wiêkundi^e  Opgaven,  deel  2    1882—1886,  blz.  16. 
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Het  raakpunt  met  den  ingeschreven  bol  is  O  *). 

4.  Als  men  van  de  twee  bg  tegenoverstand  congruente 
driehoeken  ABC  en  B  A  D  (fig.  7)  den  eersten  om  ^  J5 
draait  tot  de  afstand  tiisschen  D  en  het  nieuwe  punt  Cge- 
Igk  is  aan  r^,  dan  ontstaat  het  tweede  viervlak,  dat  aan  de 
gestelde  eischen  voldoet.  Hierbg  schijnen  twee  grensvoor- 
waarden  van  verschillende  beteekenis  op  te  treden.  Stellen 
we  r^l   —   en  dit  is  steeds  geoorloofd,  omdat  vervanging 

van   r   door       den  vorm  van  het  viervlak  niet  aandoet  — , 

r 

dan  moet  eerstens  r^  ^  (1  —  r)  zijn  en  ten  tweede  r^  tug- 

schen  C  D  en  D  E  liggen.  Wijl  echter  de  eerste  voorwaarde, 
die  aanw:yst,  dat  er  een  driehoek  met  de  z^den  l,r,  r^  mo- 
gelgk  is,  dit  ook  voor  een  driehoek  met  de  zijden  r,  r^,  r^ 
aangeeft,  moet  r^  tusschen  C  D  en  D  E  liggen,  zoodra  vol- 
daan is  aan  de  eerste  en  dan  nu  ook  eenige  voorwaarde. 
Werkelijk  is  dit  het  geval.  Want  daar  CD  =  t^(1^  r») 
is,    herleidt   de   voorwaarde   t^y^CD  zich  tot  r^Xl — r). 


♦)  De  merkwaardige  ligging  der  raakpunten  van  in-  en  aangeschreven 
bollen  is  reeds  door  Neubbrq  opgemerkt  (t.  a.  p.,  art.  20).  Ook  is  stel- 
kundig  door  hem  bewezen,  dat  de  omgeschreven  bol  door  de  middelpun- 
ten der  aangeschreven  bollen  gaat  (t.  a.  p.,  art.  7). 

Onze  figuur  geeft  nog  aanleiding  tot  de  volgende  opmerkingen: 

De  driehoeken  ABC,  A' B'  C',  Ai  B^  C^  bepalen  drie  gelijkvormige  en 
gelijkstandige  stelsels  F^,  F^,  F^  met  de  dubbelpunten  D,  O,  G. 

Een  reeds  wat  meer  belangwekkend  stelsel  van  drie  gelijkvormige  figu- 
ren wordt  bepaald  door  de  driehoeken  A'  B"  C",  A"  B' C",  A"  B"  C',  die 
met  de  aan  de  opstaande  zijvlakken  aangeschreven  bollen  in  verband 
staan.  Van  deze  figuren  F4,  F^,  F^  hebben  F^  en  F^  het  punt  A"  tot  dub- 
belpunt,  terwijl  B"  en  6"  achtereenvolgens  dezelfde  beteekenis  hebben 
voor  de  paren  F^  en  F^,  F^  en  F^.  Dus  is  de  om  -^5(7  beschreven  cir- 
kel de  gelijkvormigheidscirkel  der  drie  stelsels,  zijn  A^,  Bi,  t7,  de  i^onver- 
anderlijke  punten",  is  D  het  /^richtpunt",  enz. 

We  vermelden  deze  uitkomsten  slechts  terloops,  omdat  we  bij  het  vol- 
gende viervlak  meer  samengestelde  stelsels  zullen  beschouwen. 

NB.  De  naam  ^richtpunt"  komt  niet  voor  bij  Casey  (t.  a.  p.);  ze  is 
ontleend  aan  Tarky's  verhandeling  /^Sur  les  figures  semblables  associées" 
{Matheiis,  deel  6,  ISSfi,  blz.  148)  en  komt  o.  a.  ook  voor  in  W.  S.  M'Cay's 
verhandeling  nOn  thrce  similar  figures,  etc."  {Transactions  of  the  roual 
iriêh  aeademy,  deel  29,  stuk  10,  van  Juli  1889). 
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En   verder  is  P E^  =  2r^  4'2r*  —  l,  zoodat  f^<C.DE  ach- 
tereenvolgens overgaat  in 

r«  <  —  l  +  2ra  +  2r*, 
(l+r2)(l-3ra  +  r*)<0, 
1  — 3r2  +  r*<0, 
l_2r«+r*<r^ 
l— r2<r, 
1— r    <r». 

Deze  eenige  voorwaarde  nu  verlangt,  dat  r  inligt  tusschen  de 

eenheid  en  r-(l/  5 — 1)  d.  i.  het  grootste  stuk  der  in  uiterste  en 

middelste  reden  verdeelde  eenheid.  Dus  zgn  de  grenzen,  wasr- 
tusscheu  zich  het  tweede  viervlak  beweegt,  het  regelmatige 
viervlak  en  de  rechte  lijn  A  B  (fig.  8),  die  door  de  punten 
C  en  D  in  uiterste  en  middelste  reden  verdeeld  is.  Hierait 
blijkt,  dat  de  grootste  hoek  der  begrenzende  driehoeken  een 
speelruimte  heeft  van  60^  tot  180^  en  er  dus  zoowel  stomp- 
als    seherphoekige  driehoeken  mogelijk  zgn.  Is  r*-|-f^z=l, 

of  r=:  -|/2(j/5  —  1),  dan  zgn  de  driehoeken  rechthoekig. 

te 

Als  een  hoogeremachtsvergelijking  bg  eiken  wortel  r  een 

wortel  —  heeft,  brengt  de  substitutie  r  +  —  =  A  vereenvou- 
r  r 

diging;    dit    zelfde    vindt    plaats    bij    die    met  den  driehoek 

1,  r,  r^   in   verband    staande    grootheden,  die  bg  vervanging 

van  r  door  —  niet  veranderen.    Als  voorbeelden  noemen  we 

r 

den  middelsten  hoek  B  en  den  hoek  o  van  Brocaad.  We 
vinden  nl. 

1  -I-  r^  -I-  r* 
r2  =  l  +  r*—  2r2  cos  B,       cot  6>  =      ^^^^, 

4S 
als  S  den  inhoud  des  driehoeks  voorstelt.     Hieruit  volgt 

cos  B  =- (A«  —  3),       cQf6>=  1/^—1 
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en  dus  ook  Bz=:2oj.  Werkelijk  liggen  de  beide  punten  van 
Brocabd  op  de  deellijn  van  den  middelsten  hoek  B  en  ligt 
in  deze  bijzonderheid  het  eigenaardige  kenmerk  des  drie- 
hoeks  1,  r  r^  *). 

Daar  k  tusschen  2  en  j/  5  ligt,  is  de  middelste  hoek  B 
begrepen  tusschen  60^  en  0^  en  dus  de  hoek  van  Beocard 
tusschen  30^  en  0^.  Omdat  30^  de  volstrekte  maximumwaarde 
is  van  6?,  kan  co  dus  alle  overigens  ook  mogelijke  waarden 
hebben. 

Zij  P  (fig.  9)  het  midden  van  de  grootste  ribbe  A  B,  Q 
dat  van  de  kleinste  ribbe  C  D  en  O  dat  van  A*  Q.  Projecteeren 
wfl  de  ribben  van  het  viervlak  op  het  in  O  loodrecht  op 
P  Q  aangebrachte  vlak.  Omdat  de  projecties  A'  B'  en  C'  D' 
van  AB  en  CD  elkaar  in  O  middendoordeelen,  isi4' C'JB'Z?' 
een  parallelogram.  Dus  zijn  A' C'  en  D' n\  A' D'  en  C' B' 
paren  van  evenwijdige  lijnen  en  snijden  de  bij  A  C  en  D  B, 
AD  en  CB  behoorende  lignen  van  kortsten  afstand  de  lijn  P  Q 
in  verschillende  punten  loodrecht;  dus  kruisen  deze  lijnen 
elkaar  onder  de  hoeken  van  het  parallelogram  A'  C  B'  D\ 

Voor  we  verder  gaan,  drukken  we  enkele  met  het  vii^r- 
vlak  in  verband  staande  grootheden  uit  in  r  en,  als  dit  een- 
voudig geschieden  kan,  in  k.  Daartoe  stellen  we  achtereen- 
volgens door  (f,  (pyj  q)r^ ,  ip  de  scherpe  hoeken  voor,  waaronder 
AB  en  CD,  AC  en  B D,  A  D  en  BC  elkaar  kruisen  en 
de  zijden  van  het  parallelogram  elkaar  snijden,  door  Z,  m,  71 
de  afstanden  der  paren  overstaande  ribben  en  door  V  den 
inhoud  van  het  viervlak.     Dan  vinden  we 

Z2  =  —  — (1  +  r^)  (1  -.  3r2  +  r^), 
4 


♦)  Wijl  de  coördinaten  der  punten  van  Brocard  bij  een  driehoek  met 

,       ...  .  j-       ••  c      a      b  h      c      a 

de  zijden  ö,  ö,  c  evenredig  zijn  met  T>  ~  »  "^  en  — ,  — ,  —  zijn  ze  hier 

o     c      a  c     a      b 

evenredig  met   r^,  1,  r'    en    1,  r',  1;  dus  is  hun  vereenigingslijn  de  lijn 

x-ziz.   Liggen   omgekeerd   de   beide    punten  met  een  der  hoekpunten  B 

op    een   rechte   lijn,   dan   zal    deze  lijn  den  hoek  B  moeten  middendoor- 

c  b 

dealen  en    ~  ==  —    moeten  zijn. 
o  ü 
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.4'C'2=       J^(l  +2r«  — 2r*-|-r«), 
4 

A'I)'i=      —  (l_2r«  +  2r*  +  r6), 


r09  lu  = 


1— '•*  (*«— I)i/jt2ir4 


1/(1  +r«>*-4r<(  1— r«)«     l/i8(i2— 3)2— 4(ifca— 4)' 
1  +r«  — (1— 2r8+2r*+r8)  1 

r 


f<M  ,;p  =      — -  r-  -=  |/i«_4. 


1  Z  II 

»»  =  A'  jysiniff,  n  =  A'Csin  «/, 

^  4 

Zijn  de  driehoeken  rechthoekig,  dan  is 

1  

^^* ^  ~pK5 '  ^"'^  ^^  =^^1/ 5—2  ,  enz. 

5.  Nemen  we  een  der  beide  driehoeken  met  de  z^den 
T^^r^^r  (fig.  10)  tot  grondvlak  aan,  noemen  wg  de  tegen- 
over die  zijden  liggende  hoekpunten  A^  B^  C^  duiden  we  de 
o?erIiggende  hoeken  des  driehoeks  en  de  gelijke  hoeken  der 
andere  zijvlakken  door  /l,  //,  C  aan  en  slaan  we  de  opstaande 
zijvlakken  naar  buiten  om  op  het  grondvlak  neer,  dan  ont- 
staat een  onregelmatige  zeshoek  AB'CA'BC  met  drie 
paar  gelijke  zijden.  Uit  deze  figuur  kan  dan  blijken,  dat 
de  drievlakshoeken  vim  het  viervlak  alle  gelijkbeenig  zijn. 
Want  om  A  en  om  den  top  T  liggen  twee  hoeken  A  en 
een  hoek  J5,  om  B  en  om  C  liggen  twee  hoeken  C  en  een 
hoek  B,  Ook  hierin  onderscheidt  zich  dit  tweede  viervlak 
van  het  eerste,  dat  daarentegen  gelijke  overstaande  ribben 
en  gelijke  overstaande  standhoeken  heeft.  Heeft  dit  eerste 
viervlak  dus  recht  op  den  naam  van  gelijkbeenig  viervlak 
als  men  let  op  ile  overstaande  ribben  en  overstaande  standhoe- 
ken,   zoo    kan  het  tweede  met  betrekking  tot  de  drievlaks- 
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hoeken  dien  naam  dragen.  In  plaats  van  de  lange  bena- 
mingen ^gelijkheenig  niet  betrekking  tot  de  paren  van  overstaande 
ribben^  en  '^  gelijkbeenig  met  betrekking  tot  de  drievlakshoeken^ 
gebruiken  wij  liever  de  minder  sprekende  uitdrukkingen 
regehnatig  en  onregelmatig  gelijkbeenige  viervlakken  *). 

Uit  het  voorgaande  blijkt  verder,  dat  de  som  der  zes 
vlakke  hoeken  aan  de  ribbe  A  B  gelijk  is  aan  2(^-j-J5-f-  ^) 
d.  i.  aan  d60^  en  dit  met  de  zes  vlakke  hoeken  aan  de 
ribbe  A  C  eveneens  het  geval  is.  Dit  leert  ons,  dat  de  bol- 
len in  de  daken  A  B,  C  T  en  A  C^  B  T  oneindig  groot 
zijn.  Slaan  we  dus  de  opstaande  z^ vlakken  naar  binnen  om, 
waarbij  A'  komt  in  A'\  ff  in  ^"  op  C  B  en  C'  in  C"op 
A  C\  dan  ligt  B"  op  A'  C'  en  C"  op  A'  B'.  Want  volgens 
de  door  Hermary  f)  gegeven  constructie  van  de  raakpunten 
dier  bollen  moeten  de  cirkels  A'  B"  C'  en  A'  B' C"  in  rechte 
l^nen  overgaan.  De  raakpunten  dier  bollen  met  het  grond- 
vlak zgn  dus  in  de  loodrecht  op  A' B'  en  A'  C  staande 
richtingen  C  K^  en  B  L^  in  het  oneindige  verdwenen.  En 
terwyl  B'*  en  C"  op  bepaalde  lijnen  der  figuur  liggen,  is 
-4"  een  punt  van  den  om  ABC  beschreven  cirkel  en  wel 
het  snijpunt  van  dien  cirkel  met  de  lijn  door  A  evenwijdig 
aan  B  C  getrokken  §). 

We  onderzoeken  waar  de  raakpunten  van  het  grondvlak 
met  de  zes  andere  bollen  liggen  en  maken  daartoe  gebruik 
van  de  stelling,  volgens  welke  de  acht  raakpunten  uit  vier 
paren    bestaan,    waarvan   de   punten   isogonaal  verwant  zijn 


*)  In  een  willekeurig  viervlak  zijn  de  zijden  van  de  antiparaiielle  door- 
sneden evenredig  met  de  producten  der  overstaande  ribben  en  dus  de 
antiparaiielle  doorsneden  der  vier  drievlakshoeken  onderling  gelijkvormig 
(Nbuberg,  t.  a.  p.,  art.  16).  Bij  het  onregelmatig  gelijkbeenige  viervlak 
zijn  deze  doorsneden  bovendien  gelijkvormig  met  de  zijvlakken ;  m.  a.  w. 
het  viervlak  door  een  antiparaiielle  doorsnee  van  een  gel  ij  kbeenig  viervlak 
afgesneden  is  weer  een  gelijkbeenig  viervlak.  Deze  eigenschap  bezit  het 
regelmatig  gelijkbeenige  viervlak  niet. 

f)  Men  raadplege  de  aangegeven  literatuur. 

§)  De  vierhoek  A  C  A"  B  is  het  antiparallelogram  van  Hart,  dat  met 
de  cel  van  Peaücelliee  bij  de  omzetting  van  de  rechtlijnige  beweging 
in  de  cirkelbeweging  (parallelogram  van  Watt)  voorkomt. 
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in(»t  betrekking  tot  driehoek  A  D  C*).  Zoo  doen  de  onein- 
dig ver  gelegen  raakpunten  K^  en  L^  twee  andere  raak- 
punten K  en  L  kennen.  Deze  punten  moeten  liggen  op  den 
omgeschreven  cirkel,  wyl  deze  kromme  isogonaal  overeen- 
komt met  de  lijn  in  het  oneindige.  En  wijl  de  l^nen 
A  K^    en    A  L^    isogonaal    verwant  zyn  ten  opzichte  van 

LBACl  want    L  C  A  K^   =z  -  /_  C  A  B'  =    -  B   en 

y  •  ^  2 

i^L^  AB  —  LL^C  A'  =  -  LB  C  A'  =  \b\  komt 

met  K^  het  snijpunt  K  van  A  L^  en  den  cirkel,  met  L^ 
het  snijpunt  L  van  A  K_^  en  den  cirkel  overeen.  Dus  is 
B  L  de  deellijn  van  /_  B  en  K  L  evenwijdig  met  B  C. 

Op  de  deellijn  van  den  hoek  B  liggen  nog  twee  raak- 
punten i\f  en  M\  de  middelpunten  der  cirkels  A"  B"  C  en 
A' B*  C-  Het  eerste  punt  is  het  snijpunt  der  lynen  B  L^ 
en  CA';  want  B /.  deelt  A"  C'  en  CA"  deelt  i4"B"  recht- 
hoekig  mid<leudoor.  En  het  tweede  punt  is  het  snppunt 
van  B  L  met  de  lijn  isogonaal  verwant  met  A  M  ten  op- 
zichte van  /_  B  A  C.  Het  verdient  op:i:erking,  dat  i,  Af,  J/' 
gelegen  zijn  op  de  stralen  van  den  omgeschreven  cirkel,  die 
loodrecht  staan  op  de  zijden  A  C,  CB,  BA  van  ABC,  Van 
L  en  M  is  dit  onmiddellijk  duidelijk.  En  wat  M'  betreft,  vindt 

men  L  BA  M'  =  L  M  A  C  =  ;  /B'  AC— -  B  —  L  M'BA. 

Bovendien  ligt  M'  op  de  lijn  CA'^,  die  isogonaal  verwant 
is  met  C  K  ten  opzichte  van  /_  A  C  B. 

Eindelijk  worden  de  twee  nog  ontbrekende  raakpunten 
gevonden  met  behulp  van  de  stelling,  volgens  welke  de  acht 
punten  twee  aan  twee  op  vier  lijnen  door  J,  op  vier  lijnen 
door  B,  op  vier  lijnen  door  C  liggen  f).  Zoo  is  het  eene  het 
snijpunt  A  der  lijnen  A  J/,  B  K^ ,  ^^  ^ao »  ^'^^  andere  het 
snijpunt  A '  der  lijnen  A  M\  B  A',  C  L.  Bovendien  ligt  het 
snijpunt  B  van  A' A'\  B' h'\   C  C\  dat  de  projectie  is  van 


♦)  Neubeeg,  t.  a.  p.,  art.  20. 

f)   Wiskundige  OpgawH,  deel  2,  1SS2— 18S6,  blz.  16. 
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den  top  T  op  het  grondvlak,  op  de  lynen  K K ^,  L  L^  ,  A' A^'^ 
Dit  punt  D  is  tevens  het  tweede  snijpunt  der  cirkels 
A'  B"  C'  en  A^'B'C'  uit  K  en  L  beschreven.  Want 
KD  =  AL=A"  K  en  LD  =  AK=LA'. 

Uit  het  teit,  dat  de  top  T  zich  in  een  punt  D  van  de 
verbindingslgn  B  D  der  punten  van  Brocard  projecteert, 
volgt  nog  een  merkwaardige  bijzonderheid  van  het  onregel- 
matig gelijkbeenige  viervlak,  die  aldus  onder  woorden  kan 
gebracht  worden  De  vlakken,  die  door  een  hoekpunt  en  de 
punten  van  Brocabd  vuu  het  overstaande  zijvlak  gebracht 
worden,  staan  loodrecht  op  die  zijvlakken  eii  snij  len  elkaar 
in  het  middelpunt  van  den  ingeschreven  bol.  Elk  dier  vlal:- 
ken  gaat  door  een  der  vier  ribben,  die  men  verkrijgt  door 
de  grootste  en  kleinste  ribben  weg  te  laten,  nl.  door  de 
topribbe  van  den  b^  het  hoekpunt  behoorenden  gelijkbee- 
nigen  drievlakshoek. 

6.  Tusschen  de  punten  en  lijnen  der  be^^chouwde  figuur 
bestaan  nog  een  reeks  van  betrekkingen,  die  achtereenvol- 
gens mogen  worden  aangewezen. 

c).  De  driehoeken  A  C  B\  B  C  .1',  CA'  B'  (fig.  ]  I)  zijn 
gelijkbeenig  en  gelijkvormig,  want  hun  tophoeken  zijn  het 
supplement  van  C — A,  We  vinden  dus 

CA'  _  -4^B'  _   C^        .    CA^  _  A^  _  B'C' 
r^     ~      r      ~      1    '     '  ^'    BC   ~   ~CA^  ~  ~AB* 

Hieruit  blijkt,  dat  de  driehoeken  ^  jB  C  en  B*  C  A^  recht- 
streeks gelgkvormig  zijn. 

b).  De  driehoeken  C  4"  S'  en  A  i^"  C'  zijn  gelijkbeenig 
en  gelijkvormig,  want  hun  tophoeken  zijn  B.   We  vinden  dus 

A"S'           B"C''     ,  A"B"  B"C' 
=  — ,  d.  1. 


BC  AC 


Bovendien  is  L  C"  B  A'\  d.  i.  de  hoek  waaronder  C"  B'' 
en  B"  A"  elkaar  snijden,  gelijk  aan  L  ACB^  den  hoek 
waaronder  v/  C  en  C  B  elkaar  snijden.  Dus  zijn  de  drie- 
hoeken ABC  ^vl  C  A*'  ff'  rechtstreeks  gelijkvormig. 
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r)  Beschouwen  we  de  drie  rechtstreeks  gel^kvormige  figu- 
ren door  de  driehoeken  ABC,  B' C  A\  C"  A"  B''  bepaald, 
dan  blijkt  al  aanstonds,  dat  de  drie  overeenkomstige  l^nen 
BC,  C' A\  J*' B"  elkaar  in  B"  en  de  drie  oyereenkomatige 
lijnen  CA,  A' B\  B"  C"  elkaar  in  C"  sngden.  Maar  ook  de 
overeenkomstige  lijnen  A  B,  B'  C\  C"  A"  gaan  door  een  punt, 
We  bewijzen  dit  door  te  doen  zien,  dat  het  sngpunt  P  van 
AB  en  SC*  ook  op  C"yl"  ligt.  Hiertoe  merken  we  op, 
dat  de  punten  P,  S\  C"  gelijkstandige  punten  z^n  van  de 
bases  der  gelijkvormige  gelijkbeenige  driehoeken  A  C'  S% 
BC A\  CA'B\  wat  volgt  uit  de  gelijkheid  der  hoeken 
PAS,  ff'BA\   6"  C^  (supplement  van  C).  We  hebben  dos 

CP  _  C'ÏÏ^  _  A'C'^ 
C B'  ~  C'A'  ~  A'B'  ' 

d.  w.  z.  P B"  A' C"  is  een  parallelogram.  Maar  dan  ligt 
P  ook  op  CA".  Want,  omdat  A'  C'  en  C"  A"  door  de- 
zelfde lijn,  nl.  de  deellijn  van  hoek  C'  B  A\  rechthoekig 
miiltlendoorgedeelJ  worden,  zijn  deze  lijnen  de  evenwijdige 
zijden  vuu  een  gelijkbeenig  trapezium  A^  C  A"  C". 

(/)  Volgens  de  theorie  van  drie  rechtstreeks  gelijkvormige 
fi<furen  *)  leveren  deze  in  het  algemeen  een  oneindig  aantal 
van  door  een  punt  gaande  overeenkomstige  lijnendrieiallen 
op,  en  gaan  deze  lijnen  in  elk  der  drie  figuren  door  een  vast 
punt,  welke  drie  >  onveranderlijke  punten"  op  een  cirkel  h'g- 
geu  met  de  drie  dubbelpunten  der  figuren  twee  aan  twee. 
Blijkens  het  bovenstaande  kan  echter  in  het  stelsel  ABC 
elk  der  drie  punten  ./,  B,  C  op  den  rang  van  onveranderlijk 
punt  aanspraak  maken,  daar  de  drie  zgden  van  driehoek 
A  B  C  tot  drie  drietallen  van  samenloopende  overeenkomstige 
lijnen  behooren.  Wijl  nu  de  negen  hoekpunten  der  drie 
driehoeken  niet  op  een  cirkel  liggen,  hebben  we  hier  te  doen 
niet  het  bijzondere  geval,  waarin  de  door  de  dubbelpunten 
gaande  cirkel  onbepaald  wordt,  door  dat  de  dubbelpunten 
in    een    zeltde    punt    Q   samenvallen.     Denken  we  ons  drie 


♦)  Men  vergelijke  Casey,  t  a.  p.  eu  de  laatste  noot  van  art.  3. 
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rechtstreeks  gelgkvorniige  stelsels  met  een  gemeenschappelyk 
dubbelpunt  Q  door  dit  punt  en  drie  overeenkomstige  punten 
i?i  R^  i?3  bepaald,  dan  kunnen  zich  twee  gevallen  voordoen. 
Of  de  cirkel  Jii  R^  R^  gaat  door  Q,  of  hij  doet  dit  niet. 
W:yl  de  vorm  van  den  vierhoek  Q  Bi  R^  i?3  niet  verandert, 
als  men  van  het  drietal  R^  R^  R^  tot  een  ander  drietal  over- 
eenkomstige punten  overgaat,  zal  de  verhouding  van  den 
cirkel  i?i  R^  R^  tot  Q  in  dit  opzicht  beslissend  zijn  voor 
alle  cirkels  door  drie  overeenkomstige  punten.  Bovendien 
zal  elk  drietal  overeenkomstige  lijnen  in  het  eerste  geval 
door  een  punt  gaau  en  dit  bij  het  tweede  geval  nooit  kun- 
nen plaats  vinden.  Zijn  nl.  /i,  ?£,  Z3  overeenkomstige  lijnen 
door  J?!,  Rci,  i?3,  dan  volgt,  als  Q  Ri  R^  ^3  een  koordenvier- 
lioek  is,  uit  de  gelijkheid  der  hoeken  (Qi?i, /i),  {Q  R^^  h\ 
{Q  Ré^  h)i  dat  ^1,^2,  ^3  den  om  Q  Ri  R^  R3  beschreven  cirkel 
in  hetzelfde  punt  snijden,  enz  *). 


*)  Gewoonlijk  wordt  de  behandeling  van  dit  bijzondere  geval  bij  de 
algemeene  theorie  gemist.  Men  vergelijke  Tarry's Verhandeling  (3///MMt>, 
deel  2,  1882,  blz.  73)  en  Casey,  t.  a.  p. 

Als  volgt  kan  ook  stelkundig  blijken,  dat  bij  drie  rechtstreeks  gelijk- 
vormige figuren  met  gemeenschappelijk  dubbelpunt  alle  drietallen  van 
overeenkomstige  lijnen  samenloopende  lijnen  zijn,  als  dit  met  een  niet 
door  het  dubbelpunt  gaand  drietal  het  geval  is.  Zij  het  gemeenschappelijk 
dubbelpunt  oorsprong  van  coördinaten,  dan  kunnen  drie  overeenkomstige 
Hjnen  door  de  vergelijkingen 

X  CO8  (p  -^-y  sin  (p  —     a  :=  O 

X  C08  (p  +  «)  +  y  ^n  {p  +  «)  — P  a  =  O 

xcosQd  +  P)  +  y  «»(>?>+  (3)  —  q  a=:0 

worden  voorgesteld.  Deze  lijnen  snijden  elkaar  onder  de  voorwaarde 

cos  ^  ,   si?i  (p  ,    1 


A  = 


co*  ( ji  +  «),    sin  {p  -\r  x),  p 


=  O, 


C08{p  +  |3),    sin{p  +  /3)y    q 

die  reeds  onafhankelijk  van  a  blijkt  te  zijn.  Maar  ze  is  ook  onafhankelijk 

van  ^.    Want,  volgens  den  regel   voor   de  vermenigvaldigbg  van  deter- 
minanten, vinden  we 

2.  ,      p  +  cos  X         ,        q  +  cos^ 


A'  = 


p+COSX,         1+Jo'  ,    Pq-^C08{x—ff) 

q  +  cosfi,  pq  +  cos  («— ^),       1  +  ^^ 
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Daur  do  figuren  der  driehoeken  ABC^  Jff  C  A\  C"A'*ff' 
door  een  jiunt  gaande  drietallen  van  overeenkomstige  I^nen 
toelaten,  moeten  de  cirkels  A  BC',  B  C' A'\  C  A'  ff'  door 
het  gemeenschappelijk  punt  Q  der  stelsels  gaan.  We  beves- 
tigen dit  door  rechtstreeks  de  drie  dubbelpunten  der  figuren 
twee  aan  Iwee  te  bepalen. 

e)  We  duiden  de  driehoeken  verder  aan  door  ü^  V^  PFj, 
^^2  ^^2  ^^\y  ^3  ^3  ^^3  (Bg-  12)  en  zoeken  na  het  dubbelpunt 
Q  van  de  figuren  /'o  en  F^.  Daartoe  brengen  we  volgende 
constructie  in  toepassing.  Zijn  twee  rechtstreeks  gelgkvor- 
mige  figuren  bepaald  door  twee  segmenten  Z)  £  en  i>' J^  van 
twee  elkaar  in  <S  snijdende  lijnen,  dan  is  het  dubbelpunt  dier 
figuren  het  tweede  snijpunt  der  cirkels  DUS  en  E  E'S*). 
Denken  we  ons  F^  en  F.^  bepaald  door  C/g  Fg  en  t/g  P'3, 
dan  is  het  dubbelpunt  het  tweede  snypunt  der  cirkels  U^^  U.^  F 
en  V.2  V'i  F,  Van  deze  cirkels  gaat  de  eerste  ook  door  C/j, 
omdat  de  hoeken  U^  en  C/^,  die  op  den  boog  P  D^  staan, 
gelyk  zijn,  en  de  tweede  ook  door  Fj,  omdat  de  hoek  V^  V^  W^ 
het  supplement  is  van  6',  d.  i  van  W^^  V^  f \.  Dus  is  het 
gezochte  punt  op  de  cirkels  Vi  V^  V^  en  W^  W^  TF3  gele- 
gen. Even/oo  bewijst  men,  dat  het  op  den  cirkel  U^  t/g  t/3 
ligt,  door  van  U^  W^  en  U^  W^  uit  te  gaan.  Dus  hebben 
de  cirkels  t/|  U^  U^^  V^  V^  V^^  W^  W^  \S\  een  punt  gemeen 
en  is  dit  punt  het  dubbelpunt  van  F^  en  F^.  Maar  langs 
denzelfden  weg  blykt  het  ook  het  dubbelpunt  te  wezen  van 
^3  en  /\,  enz. 

f)  Voert  het  tegelijkertijd  naar  buiten  en  het  tegel^ker- 
tijd  naar  binnen  omslaan  der  opstaande  zijvlakken  tot  twee 
driehoeken,  die  rechtstreeks  gelijkvormig  zijn  met /l  BC,  zoo 


waarin  :p  niet  voorkomt,  zoodat   de  voorwaarde  ^*  =  0  onafhankelijk  is 

van  >C' 
No  uien  we  in  £^  voor  9  de  waarde  nul,  dan  is  de  voorwaarde  door 

p  —  cottL   q — eos^ 

sin  at  sin  fi 

voorgesteld,  wat  dan  ook  juist  uitdrukt,  dat  drie  overeenkomstige  punten 
op  ecu  cirkel  liggen,  die  dooi  den  oorsprong  gaat 

♦)  Cas£Y,  t.  a.  p. 
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wordt  door  het  naar  buiten  omslaan  ^an  telkens  een  en  het 
naar  binnen  omslaan  van  de  beide  andere  z^vlakken  een 
drietal  driehoeken  verkregen,  die  alle  b^  tegenoyerstand  ge- 
l^kyormig  z^n  met  A  B  C  en  dus  onderling  rechtstreeks  ge- 
Iflkyormig.  Deze  driehoeken  ff'C'A\  A!'  B  C\  A"B"C\ 
(fig.  10)*)  zijn  gel^kvormig  met  ABC  om  de  volgende 
redenen.  In  driehoek  B"  C"  A  is  LA'=  C  en  L  B"  — 
L  B'  C"^"  =  A.  In  driehoek  il"  W  C' \&  L  C"  ==  (7,  tenvijl 
B  C"  =  5"  C"  is  en  de  zgden  om  hoek  C"  dus  tot  elkaar 
«taan  als  i4"  C"  en  -B"  C\  d.  i.  als  1  tot  r.  In  driehoek 
A" B" C'  ia  LO  =  C  m  L B''  =  L B" A" C"  =  B.  We  stel- 
len  deze  driehoeken  verder  voor  door  U^  V^  W^,  U^  V^  TF^, 
Ui  Fi  We  (fig.  13). 

De  dubbelpunten  der  rechtstreeks  gel^kvormige  figuren 
-^4*^51^6  ^^^^  ^6  rechtstreeks  gel^kvormige  driehoeken  U^  V^  W^^ 
enz.  bepaald  worden  gemakkelyk  gevonden.  Het  dubbelpunt 
Q4  van  F5  en  F^  is  het  met  zich  zelf  overeenkomende  punt 
ü^  =  U^,  Het  dubbelpunt  Q5  van  F^  en  f^  blgkt  langs 
den  boven  aangegeven  weg  het  tweede  sn^punt  der  cirkels 
ï/g  Fg  TFg  en  ü^  V^  W^  te  zgn  en  dus  samsn  te  vallen  met 
het  dubbelpunt  Q  der  stelsels  F^^  F^^  F^.  En  de  stelsels  F^ 
&CL  F^  z^n  niet  alleen  gel^kvormig  maar  ook  gelijkstandig ; 
hun  dubbelpunt  is  dus  het  sn^punt  Qq  van  U^  D^  met 
V^  V^  =  W^  W^.  De  cirkel  door  Q4  Q5  Qg  is  de  gelijkvormig- 
heidscirkel;  hg  gaat  ook  door  het  sngpunt  W^  der  over- 
eenkomstige lijnen  V^  W^^  F5  W^^  V^  W^.  De  onveranderlgke 
punten  P4  en  P5  vallen  met  ög  samen  f)  en  het  ouverander- 
Igke  punt  P^  is  het  tweede  sngpunt  van  V^  Wq  met  den 
gelgkvormigheidscirkel.  Het  > richtpunt**  F  valt  met  Qq  samen. 

ff).  Behalve  de  beide  stelsels  van  drie  rechtstreeks  gelgk- 
Tormige  figuren,  die  we  beschouwd  hebben,  geeft  onze  merk- 
waardige figuur  nog  twee  andere,  nl.  die  van  de  driehoeken 


*)  Om  de   figuur   niet  te   overladen   is  de  lijn  A"  B'  weggelaten.   Zij 
gaat  niet  door   B,  zooals   uit  de  teekening  zou  schijnen  te  volgen;  want 

^  /  2v 

Yoor   het   geval   r=:l  [in  de  teekening  is  r=:~\  maken  A" B  en  a" B' 

een  hoek  van  120°  met  elkaar. 

f)  In  fig.  13  staat  P^tP^  abusievelijk  bij  Q^  in  plaats  van  bij  Q^. 

fSML.   EN   MBDKO.  AfD.  MATUVRK.   84e   BBEILS,    DEEL    VI.  3L 
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AB  Cy  BA'  C,  CB'  A\  (fig.  10)  en  die  yan  de  driehoeken 
AE'C\  BA"C\  CA"B\  We  laten  de  behandeling  dezer 
figuren  achterwege. 

A)  We  maken  nog  opmerkzaam  op  het  gel^kbeenige  tra- 
pezium W^  V^  F3  U^  (fig.  12),  dat  door  twee  Ignen  in  dne 
gel^kvormige  driehoeken  is  verdeeld.  Nemen  we  de  kleinste 
z^jde  ?an  den  kleinsten  driehoek  tot  eenheid  aan,  dan  komen 
in  dit  trapezium  de  Ignen  1 ,  r,  r^,  r^,  r^  voor.  En  dan  i» 
L\  Ks  =  r«  (fig.  13). 

De  vierhoek  PB^'CB  (fig.  11)  is  wel  een  gelgkbeenig 
trapezium ;  maar  dit  trapezium  is  alleen  gelijkhoekig  en  niet 
gel^kvormig  met  A' C  A"  C  *'^. 

Groningen^   1  Sept.   1889. 


*)  Hoewel  de  beschouw iDg  van  de  vier  rechtstreekB  gelijkyormige  ruim- 
tefiguren  ƒ•„  /»„  ?•„  F^  door  de  driehoeken  ABC,  BAD,  ACD,  BDC 
(fïg.  9)  bepaald  een  afzonderlijke  behandeling  vereischt,  merken  we  hier 
ten  slotte  terloops  het  volgende  op. 

De  figuren  Fi  en  /*,  zijn  rechtstreeks  gelijk  en  gaan  door  een  draaüng 
Tan  ISO^  om  PQ  in  elkaar  over;  evenzoo  de  figuren  F^  en  F4. 

De  figuren  /*.  en  F^  hebben  A  tot  dubbelpunt.  2^tten  we  van  A  uit 
naar  B,C,D  op  A  B,  AC,  AD  gelijke  stukken  AB^,  AC^,  AD,^, 
dan  is  de  loodlijn  uit  A  op  het  vlak  ^1  C^  Dy  een  met  zich  zelve  over- 
eenkomende lijn,  het  vlak  door  A  evenwijdig  aan  het  vlak  Bi  Ci  2>,  een 
met  zich  zelf  overeenkomend  vlak  der  beide  figuren.  Door  Fi  -een  zekeren 
hoek  om  de  aangewezen  lijn  te  draaien  en  de  voerstralen  van  A  uit  met 
r  te  vermenigvuldigen  wordt  F^  verkregen. 

Evenzoo  hebben  de  figuren  F^  en  F^  het  punt  B,  de  figuren  Fi  en  F^ 
het  punt  C,  de  figuren  Ft  en  f,  het  punt  D  tot  dubbelpunt. 

Vier  overeenkomstige  punten  P\,  Pt,Pt,P4  zijn  de  hoekpunten  van 
een  viervlak,  waarvan  de  ribben  Pi  P^  en  P,  P4  de  lijn  PQ  tot  mediaan 
en  lijn  van  kortsten  afstand  hebben. 

Vier  overeenkomstige  lijnen  hebben  in  het  algemeen  geen  hyperboloi- 
dinche  ligging,  enz. 

Deze  uitkomsten  en  die  van  de  i^^  noot  van  art.  3  kunnen  ons  tot  de 
opmerking  voeren,  dat  de  overdracht  van  de  voor  het  platte  vlak  ver- 
kregen resultaten  op  de  ruimte,  die  in  den  aanhef  van  dit  opstel  bedoeld 
werd  »  en  dit  is  dan  nog  optimistisch  uitgedrukt  —  niet  langs  dezen  een* 
▼oudigen  weg  geschieden  kan.  In  het  geval  van  het  regelmatige  gelijk* 
beenige  viervlak  hebben  de  vier  rechtstreeks  gelijke  stelsels  een  gemeen- 
schappelijk dubbelpunt  en  elk  der  zes  combinaties  dier  stelsels  twee  aan 
twee  een  lijn  van  dubbel  punten.  In  het  geval  van  het  onregelmatig^ 
gelijkbeenige   viervlak  komt  een    lijn   van  dubbelpunten  slechts  bij  twee 
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der  zes  combinaties  voor  eu  zijn  de  hoekpunten  de  dubbelponten  van  de 
overige  vier.  Eu  bij  het  eenige  viervlak,  dat  een  andere  regeling  van  de 
overeenkomst  toelaat»  het  regelmatige  viervlak,  hebben,  zooals  gemakkelijk 
blijkt,  6f  alle  zes,  of  drie  der  zes,  of  twee  der  zes  combinaties  het  mid- 
delpunt O  tot  dubbelpunt,  terwijl  de  overige  combinaties  dan  geen  dubbel- 
punt  bezitten.  Omdat  de  vier  stelsels  in  dit  geval  gelijk  zijn,  moet  elk 
dubbelpunt  nl.  even  ver  van  de  vier  hoekpunten  verwijderd  zijn.  En  nu 
kan  O  aller n  dubbelpunt  zijn  van  de  beide  stelsels  O  ABC  en  OBCD, 
als  de  driehoeken  AB O  en  B  C D  van  O  uit  gelijkdraaiend  zijn.  Daar- 
gelaten dat  het  geval  van  het  regelmatige  viervlak  weinig  belangrijks  kan 
aanbieden,  moet  het  dus  om  de  aangevoerde  reden  in  deze  richting  on- 
vruchtbaar zijn. 

Uit  deze  voorloopige  beschouwingen  mag  dus  het  besluit  getrokken 
worden,  dat  men  de  met  de  punten,  de  hoeken  en  den  cirkel  van 
Bbogasd  overeenkomende  ruimtevormingen,  zoo  deze  bestaan,  waarschijn- 
lijk langs  anderen  weg  bereiken  moet. 
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